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4-01

OBSTRUCTION PRIMAIRE À LA DÉFORMATION

par Adrien DOUADY

abbée, 1960/61, n° 4
21 novombre 1960

INTRODUCTION. - Soit Vo une variété analytique complexe, compacte, 0 le fais-

ceau des gennes des champs holomorphes de vecteurs tangents. On se pose la question
suivante : Étant donné un élément ai E Hi(Vo , 0398) , existe-t-il une déformation de

V o ,de base non-singulière (io eo une variété mixte fibrée 03C0 : V ~ B , avec

b E et un isomorphisme Vo  03C0-1(bo)) , telle que a soit l’image, par l’ap-
plication p définie dans l’ exposé 2, d’un vecteur 7 tangent à B en 0 o o Un

élément a E pour lequel la réponse est affirmative s’appellera vecteur
de déformation. On donnera une condition nécessaire pour que a soit un vecteur de

déformation ; cette condition s’écrira ~a ~- aj == 0 . Nous donnerons ensuite un

exemple où- cette condition n’est pas vérifiée.

I ~ Suites exactes de faisceaux dl algèbres 0

Soit K un anneau commutatif; soient 03A6, 03A61 , 03A62 trois faisceaux de 

les sur un espace X , ct supposons donné un homomorphisme 03A61 ~ 03A62 ~ 03A6, noté
comme un e On définit!’ pour tout rocouvroment U de X , le cup-produit

, U ; 03A62) ~ Cp+q(X , U ; 03A6) par la formule

On a la relation

On on déduit donc un ’ up-produit sur la cohomologie du recouvreront tl, ot, par

passage à la limite inductive sur les recouvrements ouverts, le cup-produit



Un ’faisceau d’ algébres sur X est un faiseeau de modules 03A6 ,
d’un produit 03A6 ~ 03A6 --.f que ncus ne supposons ni commutatif, ni associatifs

Si f : 03A6 ~ 03A8 est un homomorphisme de faisceaux d’ algébres, le noyau 03A6: de

f est un faisceau d’ idéaux bilatères de 03A6 , c’est-à-dire qu’on a des produits
~ ~ ~ 9 ~’ ~* -> ~~ i tels que les diagrammes

soient commutatifs.

PROPOSITION ,~a ~~ Soit 0 ~ ~~ > ~ .~ ~t .~ 0 une suite exacte do faisceaux d‘ al.

gèbres sur X 9 soit a E HP(X ; ~’t~ . Alors ôa E ~. et, pour toute

classe b E Hq(X ; ~’ ~ g on a

DEMONSTRATION. - Soit U un recouvrement de X tel que a et b soient ropré..
sentes par des cocyhes ce et p do U et que a se relevé en une cochaîne

~ = $) c Alors 6r( est un cocycle de dont la classe

dans ~) est par définition et ôa - b est la classe de

ôq 2014 p - Mais 6(~ ~ p) ’~ &#x26;r( 2014 et 1~ 2014 p est une cochaino de U ~ ~~ ) p
car 03A6: est un faisceau d’idéaux, Le cocycle )3 est donc cohomologue a 0

dans H~ ~- (X ~ ~ ) p ce qui démontre la propositionc

II. L’obstruction primaire.

Soit V o une variété analytique complexe, 0398o le faisceau des germes des

chanps holomorphes de vecteurs tangents o 0 est un faisceau d’ algébres de Lier

et si a , b = 0 ) . on notera [a 2014 bj la cup-produit défini par le

crochet [ .1 : C 0 0 -s (3 r il vérifie l = (- 1- )[a 2014 si

a = 0398o et b = 0398o) .



THÉORÈME i. - Soient n : V i B uno variété mixte, bo un point de B ,
V = 03C0-1(bo) , p : T - H1(Vo , © ) l’ application de Spencer-Kodaira. Alors,o o o o o o 

si u ot v sont âos vecteurs tangcnts à B on b , on a :o

COROLLAIRE. - Soient V© a une variété analytique complexe, 0 le faisceau des

cormes des champs holonorphes de vecteurs tangents à V . Si 9)
est un vecteur de déformation

Ce corollaire n’est en fait qu’un cas particulier du théorème } mais. en remar-
quant que La. ~ b] est une application bilinéaire symétrique de H D (9 H1 dans

H2 , et qu’on est en caractéristique 0 ~ 2 , on voit qu’il est équivalent au
théorème.

du théorème. - Considérons les faisceaux suivants sur V :
, o

e : germes de champs verticaux holomorphes sur V

Ô : germes do champs verticaux holomorphes sur V

ô de champs pro jetables holomorphes sur ET

II 0 : germes do champs projetables holomorphes sur V

A = n* To , où T est l’espace tancent à B en b
0 0 0 

. 

0

A = n T , où T est l’ ospace dcs germes on b do champ sur B de vecteurs

tangents à B . 

On a le diagramme suivant :



d’où on tiro la diagramme commutatif 1

Soient u , v E To dos vecteurs tangents à .B cn bo donnés. On peut trouver
dos champs do vecteurs û sur B ~ ayant pour valeurs u et v 

tivement on b 0 f soit = u , e(v") = v . La suite exacte

est une suito d’homomorphismes do faisceaux d’ algébres do Lie, donc

d’ après la proposition 1. Or ~ : o ~ o est également un homomorphisme d’algébres
de et la diagramme :

est commutatif. On on déduit ~p ~u~ ~ p(v)] = 0 .



1° on utilise de façon essentielle le fait que e : To ~ T est surjective,
donc l’absence de singularité dans B .

2° On a en fait ~ p(u) -. 0 pc âr tout et toute classe
, , ~,o ,

b E est dans l’ image de par e . En particulier,
o o 0 0

pour qu’un élément a ~ H1(Vo , o) soit un vecteur de déformation régulière au

sens de l’ exposé 3, il faut que [a - b ] = 0 pour tout b ~ H(Vo , Q ,
o 0

Si V 
0 

est une variété anal.Ttique complexe compacte, et a ~ H1(Vo , 0398) , on

appelle obstruction primaire à la déformation de V o suivant a f l’élément

L a .- a 1 E 0398) . Il est nécessaire, pour que a soit un vecteur de déforma-

tion, que cette obstruction primaire soit nulle ; cc suffisant : on peut

définir une suite d’ applications ensemblistes n ~ appelées obstructions, avec

0398) ~ H2(Vo , 0398) donnée par 03C91 (a) = [a ~ a] ; 03C9k+1 définie sur

le sous-ensemble de 0) où 03C9k s’ annule , à valeurs dans des quotients.

variables de Hz ( V ~ 0} ( ~) ~ et une condition nécessaire pour que a soit un
o

vecteur de déformation est que tous les soient définis et réels. Je ne

sais pas si cotte condition est suffisante. SPENCER et NIJENHUIS [4] ont
m a

montré que si 0) ~ 0 , tout élément de H‘~(V ~ 0~ est un vecteur de
. o 0

déformation. On a même dans co cas une déformation localement universelle dont la

base est l.zn.e variété, et p est un isomorphisme do l’ espace tangent à cette variété

sur G ) ~
o

III. Un exemple d’obstruction.

1. La variété V o
. 

- 

M T o

Soient X = E/F un tore complexe de dimension 2, , 1, e. E > C2 , Z4 ,
ot D la droite projective P1 C . Posons V = X M D . L-J faisceau e des champs- 

- o

holomorphes de vecteurs tangonts à V est somme directe des faisceaux d’algébres
de ~~° °. = ° °x °~ *2 = " " ~ ’ ’i ~ ~o - ~ et ~2 " 
sont los projections, O , OX , OD los faisceaux d’ anneaux locaux, 0398X , 0398D les

faisceaux de germas dcs champs holomorphes àe vecteurs tangents à, Xl et D respec-

tivement. Nous nous intéresspns surtout à 03982 . H1(Vo , 03982) ;st donné par la s>*ite

oxacto àa Hunneth :

(1) Voir appendice.



Or on sait que est l’algèbre do Lie a du groupa

des automorphismes de D , et Q) = 0 , comme on la voit facilement avec
un recouvrement ào D par deux ouverts. D’ autro part, on a vu (exposé i) que si

x = E/r, o) = Hqm.(r , est di dimension 2 . Donc

H1(Vo , @ ) = H1(X , O) o a est do dimension 6 . Le cup-crochot

est donné par la formule :

Le cône dos éléments 03C6 = H’(Vo , 03982) , tels quo [03C6 ~ 03C6] = 0 s’idontifio au côno
dos tenseurs .do rang 1 dans 0) ~ a . En offet, T= 

ot si 03C6 n’est pas un tenseur simple, ou a

avec y et Y! indépendants, a ot 03B1’ indépendants, ot

2 . L’ espace mixte V.

Dans cet exemple, tous les éléments de H’~~V o i 4 ~ dont 1.~ obstruction primaire
est nulle sont dos vecteurs de déformation. Plus précisément :



PROPOSITION 2a ~ ~. existe un espace mixte 7C : V ~ B et un point bo E ~ ’ tels
que

1° 03C0-1(bo) = "7 (variété définie au début du paragraphe) ;

2° Il existe un isomorphisme a d’un espace C-analytique B sur le cône des

éléments 03C6 ~ H1(Vo , 03982) tels qu c [03C6 ~ 03C6] = 0 .éléments p ~ H Qk; tels que [03C6 ~ 03C6] = 0 ;

3° Pour tout sous-espace B j t de B qui nt a pas de singularité on 

cation de Spencer-Kodaira p do l’espace tangent à B’ en b 
0 

dans H1(Vo , 0)
coïncide avec 03C3 : B’ ~ H1(Vo , 2) . Soit H l’espace analytique des homomorphismes
do r dans a dont l’image soit dans un sous-espace vectoriel de ce do

dimension 1 sur C (matrices 4  2 dc rang 1 à coefficients dans C ). Pour
tout h EH, c o h est un homomorphismc de r dans A , (3 : 03B1 ~ A désignant
l’application exponentielle, et on construit une variété Vh , fibrée sur X do

fibre D , ainsi Vh est le quotient do E x D par la relation d’équivalence
définie par r opérant par

Ces variétés sont les fibres d’un espace mixte W -~ H ~ où West le quotient de

H x par la relation d’ équivalence définie par r opérant par

Mettons maintenant sur H la relation d’ équivalence suivante i

so prolonge on une application (f , C)-linéaire 4 E ~ a ; Remarquons que, si

h’ ~. h ~ ou bien h: (r) et h~r~ ~ sont contenus dans un sous-espace L de

a de dimension JL sur C , alors on a aussi L ~ ou bien h w 0 et h~ ~. o ~

Dans les deux cas V, et Vh, sont isomorphes, et on a un isomorphisme

~h~ h ~ Vh ’’ déf ini par



On ~,~ si h ~ h~ et h" sont dans la môme classe, Q et on

mot sur M la relation d’ équivalence

V, et 

Soient B et V les quotients do H et W respectivement par ces relations

d’équivalence. On ci une projection V - B , Pour montrer que les strutures

paces C-analytiques do H et W induisent des structures de même espèce sur
leurs quotients B et V , il suffit do remarquer qu’on peut relever B en un

sous-espace analytique do H ? soit par exemple (y j Y) une base de

r toile que (Y. ~ soit une base de E sur C~ ~ alors chaque classe b e B

contient un élément h et un seul, tel quo

3. Calcul de p .

Soit T l’espace tangent à B en 1b aux sens de c’est le dual do

J/J2 , ou J est l’idéal des germes en b clé fonctions analytiques sur B ,
nulles en Alors T s’identifie à Hom ( 0393 , 03B1)/HomC(E , d) o D’ autre part,

*~~.

>t le ,-ie,g=xiéze tor>e .ie cette somme s’identifie =u quotient Hom (F , i) Àion (c , a) ,
On va montrer que l application 03C1o : To ~ H1(Vo ; @ ) :i’ ozt autre que l’ inj ection

canoniquement définie par cos identifications.

Soit u é T o oô-t Hom(F , OE)/Éolll(E , OE) la classe d’Un élément h G, Hom(F , G) ,
que nous supposerons dà ra.ng i , h se mot donc sous 1-=’ forme q © a ,

q e Hom(r , C) , a e a , et on peut considérer à co1=’== c, un tangent ù  FI

on 0 . Soit h lc champs de vecteurs tangents à H, x E x °iÎ 0 1: E x D , 

sa projotte sur h , et dont los composant»s sur E x D sont nulles, Soit



un recouvrement do par dos ouverts simplement connexes, et choisissons

po’Lir chaque i une composante TJi . de l’ image réciproque do U. dans E. On

désignera par v. l’image sur x D du champ C’est un champs proje-

table holomorphe sur 0 x D de -vecteurs tangents à H x D , et on posant
= v . - v. J sera un champs vertical holomorphe sur et ces

champs formeront un cocycle dont la classe de cchamologio sera par définition

~~ ~~ 
~ 

~ ~

Soient x E U.. , x. et x. ses images réciproques dans U. et U.. On a

wjj(x) est un champs do vecteur sur D , donc
1J

et w.. u est do la forme 03B6 ~ 03B1 , où 03B6 ~ Z1(Vo , (Uj  D) j 0) ost le cocycle

défini par C,.. (x) == - rj(Y. « (x)) . C’est un cocycle dont la classe do cohomologie
est en signe ignc près l’ élément de H1(Vo , 0) identifié à la classe de r( dans

C) 



APPENDICE A L’ EXPOSÉ 4 :

Obstructions supérieures

1 * Définition dos obstructions~

1. Faisceau dos germes d’automorphismes verticaux.

Soient V une variété C-analytique, que nous supposerons compacte, B un

espace C-analytique, b = B . On va définir un fsisceau r do groupes non abé-

liens sur V $ Pour tout ouvert U do V ~ considérons les isomorphismes de
0 0

variétés analytiques y : W ~ W’ , où W et W’ sont. des ouverts (le B x V 
o

contenant b x U ~ satisfaisant aux conditions suivantes :

r(u) est obtenu en identifiant dans l.t ensemble de ces isomorphismes y deux 

cations y et Y2 qui coïncident sur un voisinage de bo x U .

Il est clair que est un groupe pour la composition des isomorphismes, et

que les r(U) forment un faisceau r de groupes non abéliens.

PROPOSITION ,1. - H1(Vo , 0393) s’identifie à l’ensemble des classes de germes de

déformation de au-dessus de (B , bo).
Rappelons qu’un germe de déformation de V au-dessus de (B , b ) est une

déformation de au-dessus d’un voisinage de bo dans B , et que deux telles

déformations (B’ ~ b ~ V~ ~ r~3 ~ ~t ~ et (13’’ ~ b ~ V~~ ~ nt~ ~ sont locale-

ment équivalentes existe un voisinage WI de 3T t ~ (b ) dans un voisi-

nago V" de 03C0-1(bo) dans V" et un isomorphsme 03C6 de sur tel que

le diagramme



soit commutatif.

DÉMONSTRATION de la proposition 1. - Soit b , V , 03C0 , l) une déformation
o

de Vo au-dessus d’un voisinage B’ de bo dans B a. on peut trouver un recou-

vrement (Ui) de Vo et un recouvrement (Wi) d ’un voisinage de L(V) dans

V , c.~ des isomorphismes ~h, ~ ~ où h. est un isomorphisme d’un voisinage de
1 l

{bo} x U, dans B x V sur Wj , qui coïncide avec l sur {bo} x U. , et tcl
o ~. 0 1 0 ...

que rt n r~ 
J. 

e

Posons y.. = h.-1 o h, a On vérifie que Y.. définit un élément do n Ui)
1~ ~. J a.3 , 

1 J
et nuc ~.. ~~( . ~ ~ Y., a Les Y.. formant donc un Z ~v ~ ~U. ; ~~ °
Un tel cocsrclo sera dit associé à la déformation. Il restera associé à la déforma-

tion, si on un recouvrement plus Soit (B’ , b , V’ , K’ , L? )
, o

une déformation localoment équivalente à la ot Y’ un cocyclc associé à

cotte déformation. On supposer, on raffinant les recouvrements au besoin, quc

les doux cocycles y et 03B3’ sont relatifs au même recouvrement (Ui) de V Ci

l 0

Soit f un isomorphisme d’un voisinage ùc (Vo) dans V sur un voisinage do

~’ (V ) dans Posons f. = hé ~~’ o f ~ h, o On a i’~’~. ~ ~ ot
B~ J2014 ~Lt 2014L~ ~. 1

On on conclut que les cocycles associés à une déformation forment une classe do co-

homologie qui ne dépend quo do le. classe locale do cette deformation.

Réciproquement~ donnons-nous un recouvrement localement fini (U.) do V et

un cocyclo 03B3 ~ Z1(Vo , (Ui) ; 0393) . 03B3ij peut être représenté comme un isomorphisrc
d’un ouvert W.. 11 do B x V sur un autre ouvert W.. 3 ces deux ouverts contenant

1J (3 

(b } x U.  a Choisissons un rétrécissement (U’ ) du recouvrement (Ui) , et pré-
o .Lj 1 

" B 

nons un voisinage B" de b dans E petit T)our qu.o B" x 
’-’ 

o 
~ ~ ’ :Lj ~

pour tous (i , j ) , r et que l’égalité y- ’ = Y". sons et ait liée.

sur c 3n obtient alors une déformation V de V sur B" en recollant

les B" x U’i au moyen des o

On vérifie onfin que tout ceci définit bien une bijcction entre l’ cnsombl.c dos

classes locales de déformations V sur fb 9 h ~ et F ) ~
o 

- 

’o o 
.



2. Obstructions supérieures.
Pour chaque ouvert U eV, le groupe r(u) est naturellement filtré : notons

le groupe dos automorphismes verticaux qui sont tangents à l’identité jus-
qu’à l’ordre k - 1 . r devient donc un faiscoau filtré :

Pour tout k , Gk ost un faisceau de groupas abélions, qu’on notera additivc-
mont. Si B = C , b = 0 (on parla alors de déformation à un paramètro), pour- o

tout k , Gk s’ identifie au faisceau @ dos germes dcs champs do voctours tan-

gents à V . Dans la cas général,o

où m est l’idéal maximal du point bo dans B .

D’autre part, si a e F .. b = Fq , le commutateur ab a b ~ ceci

définit une application G © G ~ G qui munit G * = (B Gk d’une structure do~ 
p q pq * le

faiscoau 0 d’algèbres de Lie isomorphe au produit tensoriel do 0 par l’ algèbre
graduée associée à l’idéal maximal do bo dans B filtré par sos puissances.

La suite exacte de groupes non tJ.bélions

dans laquolle cst un sous-groupe do contenu dans son contre, donne

naissance à une suite exacte d’ ensembles pointés :



pour qu’un élément q OE H1(Vo ; Qk) soit dans l’image de g+.) , il faut
et il suffit que Ôk q = 0 dans H2(Vo; Gk 1) . Une condition nécessaire pour11> >l/ix 0393) ~ H1(Vo ; Qk) est donc que 03B4k q = 0
dans G~~~) .
DÉFINITION. - Soient q G Qi) , ot k à 1 . On appelle obstruction d’ordre

k do l’ élément q l’image directe dans H2(Vo ; Gk+1) par 03B4k de l’image réci-
proque ào o . dans H1(Vo, Qk) . C’est donc un sous-ensemble de G k+i ) *
L’obstruction est dite trivialo si l’élément neutre appartient à co sous-ensemble.
C’est uno condition nécessairc et suffisanto pour quo q soit dans l’image do

et une condition néccssairo pour quo q soit dans l’image de

r) .

’~ 
Si q n’est pas dans l’imago do H (V ~ Q ) ~ son obstruction d’ordre

o j~

k est vide, donc non triviale.

Cette définition est surtout employée dans le cas des déformations à un paramètre
(B = ~ ~ b~ == 0) , Où = 0 pour tout k , et Q = G = 0 ~ Les obstructions
successives d’un élément a e 0) sont donc des sous-ensembles de

H (V ; e) , et pour que a soit un vecteur do déformation, il faut que toutes
ses obstructions soient triviales. En effet. l’élément do H (V : 0) qui cor-

respond par les identifications faites ( (3 == Q = 0393/F2 , et proposition i) à u&#x26;

corme do déformation n’est autre que l’image par l’application p do Spencer~
Kodaira du vecteur de bc.so canonique do l’espace tangent à C on O.

II. Calcul dos obstructions.

1. Relation avec le 

nous plaçons désormais dans le cas dos déformations à un paramètre, i. c o

B = C ~ b =0 .
- o

Soit (2 10 faisceau d’ algèbres enveloppantes universelles dcs algèbres de Lie
du faisceau 0 (i. o. est l’algèbre enveloppante universelle do 0(U) ) o



0 contient e comme sous-faisceau, et mêmo comme facteur direct après le
théorème do Poincaré-Birkhoff..Witt on caractéristique 0 . Pour tout k ~ consi-
dères le faisceau d’algèbres 03A9k = Pour i  k , on a une application
do faisceaux d’ensembles

définie par

PROPOSITION 2 (CAMPBELL-HAUSDORFF). -

g s’identifie au faisceau dos sous-groupes multiplicatifs de Q, engendrés par
les images dos i  k .

La démonstration do cette proposition no sera pas donnée ici. dotons Q* le fais-

coau de sous-groupes multiplicatifs do Q, formé des éléments dont le ternie constant
est 1 . Le diagramme commutatif de faisceaux de groupes (non o..bélions)

donne au commutatif d’ensembles :

dans lequel +V ; @> est un sous-espace vectoriel de H2(V ; Q> o
o o



2. Calcul de l’obstruction primaire.

Soit maintenant a e e) , et soit a = (a.. ) un cocycle de la classe a
o ij

(Le choix du cocycle a n’importe pas, car tout cocyclo cohomologuc à un cocycle
d; déformation est Un cocycle de déformation). Il lui correspond dans Q] le co-

cycle multiplicatif (i + OE . t) . Cc cocycle pout être remonté dans QÎ on la
11 1

cochaîne (i .b ce . t) , et on a
ij

Soit finalement

lo --produit étant pris dans le faisceau d’ algèbres 03A9 .

Remarquons que, si on note  le cup-produit pris dans le faisceau d’algèbres
apposé à ~ ~ i. n ~ défini au niveau cochaîne par ( ~c v (3).... = a.. ~ on a

toujours a  b = - b - a en cohomologie.

Par suite

et 5. a == a ~ a =~ -~a ~ a~ c
On retrouve donc, au facteur 1 2 près, l’obstruction définie au cours do 1 

~~

posé .

3~ Calcul de 1~obstruction secondaire

Supposans maintenant a -a = 0 , on peut alors trouver uno cochaîne 03B2 = (03B2ij)
telle que 03B403B2 + a. a == 0 , io Ce



.~lors ~!, ~ c~.. t + ... t2~ est un cocycle de ~ 9 et on peut choisir la co-
1 ~1 --;¿

dc façon ce soit un cocycle dc Q2 c

Gc cocycle peut sc relever dans 03A9*3 en la cochaîne (i + oc.. t + .. tz et on

L’obstruction secondaire de a est donc la classe de cohomologio du cocycl© ,

(03B1jj 03B2jk + 03B2jj 03B1jk) ~ . Cette classe dépend du choix do la cochaïne P :*-J J-"- a.~ ~k v 
o 

9 ~ P
si on fait un autre choix )3’ == 03B2 * 03B8 , où 03B8 ~ Z (V ; 0398), le cocycle est codifie0 

par 03B1  03B8 + 03B8  03B1 , et sa classe par un élément de [a  H1(Vo ; 0398)] . On recon-
naît là le triple produit do l~iasse~, ~a ~ ~ ~ a j pris dans mais

avec une indétermination un peu plus restreinte.

On peut chercher à calculer cotte obstruction secondaire sans sortir du faisceau
; ; le c calculs sont bien pl.us compliqués : il faut prendre une cochaîne 03B2 = (03B2jj)

~ "*J
que ~~~ ° ~ ~~~~’_~ ’~ ~%.~ :~ C~ 5 Alors l’ obstruction secondaire de a est la classe

du ce cycle

Le calcul fait dans le faisceau d algèbre enveloppante 03A9 se généralise aux obs-

tructions d’ordre a on est, amené à déterminer par récurrence des cochaïnes 03C9r
tclles que



4. Usage des suites spectrales. 
"

PROPOSITION 3. - Soit c~ ; Va -+ X une application quelconque. Elle donne nais-
sance à une suite spectrale d’algèbres de Lie graduées :

n’ est pas nul, mais est l’image par la différentielle l2 de la suite spectrale
d’un élément b e E0,12 , l’obstruction secondaire de a a pour image dans E1,1~
les éléments de la forme [a , b] . En particulier, si pour tous les b tels qqe

d2 b = - on a la.bl 1 0 , l’obstruction secondaire n’ est pas triviale.

1

2014201420142014) Par contre, si [a.b] = 0 dans E1,1 , on peut seulement dire que l’obstruc-
tion secondaire vient de et si ce groupe n’est pas nul, on ne peut~ ~ P p

~2014201420142014 ri en conclure $

DÉMONSTRATION. - Soit a un cocycle sur v 
o 

représentant la classe a. L’élé-

ment b E E 0’1 peut être représenté par une cochaine



On obtient une cochaîne

en posant j3! . = , . + 1 2 03B12ij ; et cotte cochaine vérifie + a .- a = 0 . Mais

cotte nouvelle co chaîne représente, dans le ternie E0,12 de la suite spectrale du

faisceau 03A9, le même élément b que la cochaîne 03B2, car elle cn diffèrc par une

cochaîne qui provient de X. L’obstruction socondairo est alors la classe du co-

cycle + 03B2’  a. , qui représente dans le terme E1,1 de la suite spectrale
l’élément [a.b].

Cette proposition permet de construire des exemples d’obstruction secondaire

non triviale. Considérons lo groupe N dos matricos do la forme

x , y ~ ot Y = N/r J où r ost le sous-groupe do ~~ forme dos éléments

où x , y , z E Z + iZ . Y est fibre sur un tore complexe à dcux dimensions

On trouve dos éléments d obstruction secondaire non triviale dans

e) J où, V est le produit do Y par une droite D . (On uti-
lise la suite spectrale obtenue en projetât sur T" x D ~ ~ Cette variété possède
une déformation "verselle" dont l’espace tangent de Zariski do a’ 

tifie par l’application p de Spencer-Kodaira à H (V ; 0398). B possède en son
point de base b une singularité du 3ème degré, dont Inéquation est
donnée par l’obstruction secondaire.
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Je ne connais pas d’exemple d’obstruction secondaire non triviale sur dos varié-

tés V vérifiant ~5) = 0 , mais il en existe très probablement $
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