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Sé-d-oire Henrd CARTAN 404
i3e année; 190,61, n° 4
24 novombre 1960 °

OBSTRUCTION PRIMAIRE A LA DEFORMATION

par Adrien DOUADY

INTRODUCTION. = Soit Vo une variété analytique complexey compactey, © le fais-
ceau des germes des champs holomorphes de vecteurs tangentse. On se pose la question
suivante : Etant donné un élément g € Hi(Vo s ©) , existe=t~il une déformation de
V, 5 de base non-singulisre (10 ce une variété mixte fibréde n s V- B , avec
b, € B 5 et un isomorphisme V_ §:r7i(bc) )s telle que a soit l'image, par 1'ap-
plication p définie dans l'exposé 2, d'un vecteur T tangent & B en bo o Un
élément a € HJ'(VO s ©) pour lequel la réponse est affirmative s'appecllera vecpeur

de déformatione On donneraw"» condition nécessaire pour que a soit un vecteur de

déformation ; cotte condition siéerira [a — a] = 0 .« Nous donnerons ensuite un

" exemple ol. cotte condition n'est pas vérifiéeo

I. Suites exactes de faisccaux d'algébres.

Soit K wun anncau commutatif, soient ¢ , ¢1 s % trois faisceaux de K-modu-

les sur un espace X , ct supposons donné un homomorphisme él ® 2 - ¢ . noté
comme un prcBuite On définit, pour tout rccouvrement U de X 4 le cup=produit
P, uze)e cHr, use,) - ™% , U; 8) par la formule

{a - B). . = a, . ofn .
\ 4 :
1 s5cecogl 1 s000gl 1 90005l
0* p+q o PP a
On 2 la relation

d(q--p):davp-!- (m&_)pavdﬁ e

On cn déduit donc un r up-produit sur la cohomologie au recouvrement U , ct, pa»

passage 4 la limite inductive sur les recouvremcnts ouverts, lc cup=-produit

BP(x 5 o) @ BUx ; 8)) » #P'Yx ; 9) .



DEFINITION, = Un-faisceau d'algdbres sur X est un faiseccau de modules o .

muni d'un produit ¢ ® & - @ ; que ncus ne supposons ni commutetif, ni associatit.

Si f ¢ & -»¥ est un homonorvhisme de faigcecaux d'algébres, le noyau @° de
f ost un faisceau d'iddaux bilatéres de & , c'est-a-dire qu'on a des produits
P D50 ot P P - 3, tels que les diagrammes

! D P —y P d@® &— Ot

| Y |
2@ d— o O PR — O

Soicnt commutatif~ .

PROPOSITION 4o = Soit O » & - & » " » 0 unc suite cxacte de faisceaux d'sl-
gébres sur X ; soit a e Hp(X ;3 ¥ o Alors da e Hp+‘1(X 3 o) g- cte pour toute
classec b e H}X ; ') , on a

&.‘-‘.b:o [y

DEMONSTRATION, = Soit % wun recouvrement de X +tcl que a ot b soiont repré-
sentés par des cocycles @ ot f de U ct que a se rcléve en unc cochafne
ne cP(x , 13 @ . Alors &n est un cocycle de Cpﬂ‘(X s U &) dont la classc
dans Hp+3‘(X &, ost par définition & . ct &a -« b cst la classc de
on ~ B - Mais 8(n - p) = &n ~pPs et n~ B ostunc cochaino do CF HX , u; @),

car &' est un faiscecau d'idéauxe Lc cocycle 0On —~ B est donc cohomologue & O

‘oo

dans Hp+q+i(X 3 &) , ce qui démontrc la propositione

IT. Liobstruction primaircs

Scit Vo une variété anclytique complexe, @0 lc faisceau des germes des
champs holomorphes de vecteurs tangentss @O est un faisccoou d'alpgébres de Lie.
ct si a4, b e H*(Vo s @O) , on notera [a— bj 1o cup-produit défini par le
crochet [ | ¢ Qe 6 08 - 11 virific [b -2l = (- i)pqﬂ. [a—b] , si

\

"p ~ (=3 qq/ o = ~
aeH (VO . c%) ot bediV . e -
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THEORBME i - Soient = ¢ V +B unc variété mixto, b, un point de B ,
Vo=nMb,) s Pyt Ty Hl(VO s> ©)} 1'application de Spencer-Kodairas Alors,
s1 u ct v sont dos vectcurs tangents 2 B cn b, s Oonas

[p () ~ p (v)] = O

COROLL4IREs = Soiont V- une variété analytiquec comploxcy © lec faisccau des
germes des champs holomorphes de vecteurs tangonts a VoS ae H"‘(Vo s 9)

cst un vectour de déformation
[a ~ 8.] =0 .

Cc corolleire n'eost on fait qulun cas particulicr du théoréme 3 mals.en remar-
quant que [a ~ b] cst unc application bilindairc symétrique de it @ ut dans
: 2 ’ s . - . ’ s
H® , ot qu'on cst cn caractéristique O # 2 , on voit qu'il ost équivalcnt au

théorémce

DF'I\KONSTRJ-_TION du théorémce = Considérons lcs faisccaux suivants sur Vo H
@O $ germes de champs verticaux holomorphcs sur VO

@o ¢ gcimes de champs verticaux holomorphcs sur V
Il
o}

t.germes de champs projotablcs holomorphes sur VO

~ . . a

Ho ¢ gormes de champs projetables holomorphes sur V

A= n*T_ 4,00 T  ost 1'cspacc tongent 2 B on b

0 o o} s ’ o}

~ X N N

/\0 = 5 'I‘o s OU To cst 1'cspace des germes cn bo dc champ sur B dc vecteurs

tangents & B .

On a lc¢ diagrammc suivant @

0 —:@o A.Ho + A - 0
0 4-@9 _Jno A/\O - 0
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d'ou on tirc lc diagrammc commutetif ¢

~ 5 o ~
Ts » (V5 8)
€ €
V] vV
. 0 ol
T » BV, 5 ©,) .

PN

Soiecnt u 4 v € T0 des vectoeurs tangents a8 B cn b0 donnése On pcut trouver
~ ~
decs chomps de vecteurs u ot v sur B, gyant pour valeurs u

tivement on b  , soit e(W) =u, &(¥) =v «La suitc cxacte

ct v rospec-

0-»@0->I'IO-+I\O->O

cst unc suitc d'homonorphismes de faisccaux d'algébres de Licy, donc
(F@~ p(@1 =0

d'aprés la proposition i. Or g ¢ @o -6 cst égoloment un homomorphisme d'algébros

dc Licy ¢t lc diagrammc @

d 3 i 5 [~] R ~
#i(v_, ©) @ H(V, , ©) »H5(V, 5 ©))
EQRE . €
-] >
BV, , @) @ H'(V_ , ©) H(V, 5 )

cst commutatife On cn déduit [p(u) -p(v)]1 =0 .

Ce Qe Fo Do
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RE»’IARQUES .« =

4° On utilise de fagon essentielle le fait que € 3 f; - To est surjective,

donc 1l'sbsence de singularité dans B .

2°0n a en fait [p(w) - b] =0 pour tout ueT , et toute classe
be H‘(V )y @ ) qui est dans 1'image de H (V ’ @ ) par € o En particulier,
pour qulun élément a € HJ'(Vo ’ Cg) soit un vedteur de déformation réguliére au
sens de 1'exposé 3, il faut que [a~ b] =0 pour tout b e Hl(V6 ’ G%) .

Si V est une variété analytique comvlexe compactey, et a € Hi(Vo s 9 5 on

appelle obstruction primaire & la déformation de V_  suivant ; s 1'élénent

[a~a] e H2(V » ©) o I1 est nécessaire, pour que a soit un vecteur de déforma=-
tion, que cette obstruction primaire soit nulle ; mais ce n'cst nes suffisant ¢ onpaut
définir une suite d'applications ensemblistes W , appelées obstructions, avec

W Hl(V s ©) - HZ(V s ©) donnde par uﬁ(a) = [a~- a] ; Weel définie sur

le sous—ensemblo de Hl(V , ®) ou Wy, s 'annule 4 & valeurs dans des quotienta
variables de Hz(V Q) ( )s et une condition nécessaire pour que a soit un
vecteur de déformation est que tous les wk(a) soient définis et rdéels. Je ne

sais pas si cctte condition cst suffisante. KODAIRA, SPENCER ct NIJEMMUIS [4] ont
 montré que si Hz(Vo » © =0, tout Slénont do HY(V_, ©) ost un veeteur do
déformation. On a méme dans ce cas unc déformation localement universclle dont la

base est urc variété, ct p est un isomorphisme de 1l'cspace tangent 3 cetto variété
i
sur H(Vo,@).

ITI. Un cxenplc dlobstructione

le La variété Vo s
Soient X = E/T un torc complexe dc dimension 2 , ie ce E 219? s = Zf ’
et D la droite projective P* C « Posons V = X x D « Lo faisccau @ des champs

holomorplies dec,yectours tangents a Vo ast somme dirccte dos faisccaux d'algébres

de Lic G’x:f’@sx’{:@x ot Oy =0 My Gy s ok 7t V o+ X ot my3 VoD
sont les projcctions, O , OX s OD 1os faisccaux d'anncaux locaux, @X ) @D les

faisccaux dc gormes dos champs holomorphes dc voeetours tangents 2 X ot D rospee=-
tivement. Nous nous intércssons surtout 2 8y Hl(Vo s Gb) cst donné par la suite

cxacte dc Fannsth ¢

() Voir arpendiccs
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0 B%(x, 0,) ® HYD o) -» 14 (v ®,) » H}(x o)§H°(D 8)~»0
? X e o? "2 * X ’D *
Or on sait que H°(D , @D) cst 1'algébre dc Lic a du groupc
A=GL(2, C)/c*=6L(2, )% &}
dcs automorphismes de D 4 ot Hl(D 9 @D) = 0 5 commc on lc voit facilcment avec

un rocouvrement de D par deux ouvertse D'autre part, on a vu (cxposé 1) que si
X=Er, HY X, 9 = Hom(T , g)/HomC(E s 8) cst do dimension 2 o Done

H"(vo » 8) = HYX , ©) ®c ocst de dimonsion 6 . Lo cupcrochot
1 g 2
H (vO ’ @2)®H (VO, @2) - H (vo, @2)
cst donné par la formulec @
[vye @) ~(y'® a)=(y wy) @ [a, a'] .

Le cBne des éléments ¢ € H"(VO s @2) s tels que [@ ~ 9]l =0 s'identific au cdno
des teonscurs de rang 4 dans Hl(X s O ® a o En offct, si Pp=yoea ,

lged=(yev)ola,a=000=0
ct si ¢ n'cst pas un tenscur simplc, on a
p=yo®a + y! @ ot
avee y ot y' indépcndantsy, a ot a' indepcndants, ct
o ~w]=2(YvY')é[a,a'J;!o .

2+ L'cspace mixte V o

Dans cct cxempley, tous lcs éléments de Hi(Vo ’ @2) dont 1l'obstruction primairc

cst nulle sont dos vectours dc déformatione. Plus précisémcnt ¢
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PROPOSITION 2., =~ ¥1 cxiste un espacec mixte m¢ V - B ct un point bo e B, tels
que

1° n—l(bo) =7, (variété définic au début du paragraphc) ;

2° I1 oxiste un isomorphisme o d'un espacc Ceanalytique B sur le cne dos
Qénents ¢ € HY(V_, §) tols quo [p~gl =0 ;

3° Pour tout sous-cspacc B' de B qui n'a pas de singularité cn bo s 1'appli=-
cetion dc¢ Spencer=Kodaira p de l'eospacc tangent 3 B! con bo dans Hl(Vo » ©)
coincidc avee o ¢ B! - HI(VO s %) o Soit H 1'espacc analytique des homomorphismes
de I' dans a dont 1'imagc soit conterwe dans un sous=-cspace vectoricl de a do
dimonsion & sur G (matriccs 4 x 2 do rang i & ccofficicnts dans G ). Pour
tout heH,y, ¢ oh cst un homomorphisme de I dans 4, ¢ ¢ a - A désignant
1'application cxpenenticlle, ot on construit une variété Yy . fibréc sur X do

fibrc D , ainsi ¢ Vh ost lc quoticnt de E x D par la rclation d'équivalcnce

définic par I' opérant par

Y * (x,y) =(x+vy, (co hb{))cY) o

Ces variétés sont lcs fibres d'un espace mixte W = H 4 o W cst lo quotiont de

H B, D par la rclation d'équivalcncc définic par T opérant par
Ye(h, x,¥y)=1(h, x+ vy, (coh(y))ey) o
Mcttons maintcnant sur H la rclation d'équivalcnce suivente 8
(h* ~ h) <=> (h' = h)

se prolonge en unc application (f , g)-linéairo ¢ E - a. Roucrquons quc, si

h' ~h 4 ou bien h'(T') ot h(l) , sont contcnus dens un ndmo sous-cspace L do

a dec dimension 1 sur G , alors on a aussi f(E) cL ygoubicn h~0 et h'~0.
Dans lgs dcux cas V.. ¢cu V
i

ht sont isomorphcsy ot on a un isomorphisme

ntop 8 Vo Ve Aéfini par
b

i h(x 5 7) = (x . ¢ °f(x)ey) dans lc procicr cas
]

1h‘,h = lh,’o ° lO,h dens lc douxiemc cas .
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Onzy si h,y, h' ot h" sont dans la mdmc classc, Loy = Lpupe © iy s b on

met sur VW la rclation d'équivalence

(h* , 2') ~(hy 3) <> h'~h ot 2t =i, 3

pour h,h'EH, Zevh hg.

Soiecnt B ot V lcs quotionts dc H ot W respectivement par ces relations

ot z' eV

d'équivalences On a unc projection V - B 4 Pour montrer que les struturcs d'cs-
paces C-analytiques de H ot W induisent dos structurcs de m@me espéce sur
lcurs quoticnts B ot V , il suffit dc remarquer gu'on pcut rclever B en un
sous=cspacc analytique de H ¢ soit par oxemple (YJ. s Yo o Y3 s Y4) unc basc de
I' tclle quo (YJ. s Y.?.) soit unc basc de E sur C , alors chaque clessc b € B
conticnt un élément h € H , et un scul, tel que

n(y) =hly) =0 .

30 Calcul de Po .

Soit T l'cspcce tangent & B en b0 aux scns dc ZARISKI ¢ clost le dual de
S/f s O I cst 1'idéal des germes cn bo~ de fonctions analyticues sur B ,
millos en b « Alors T s'identific & Hom(T , a)/HomC(E s @) o Diautrc part.

-

H“(Vo s ©)

!

i . L . 0.
H(VO ,@l)GBH(VO 3 0,0

=i'x ;0 eEertXx;0)0a

ot le deuxieme terme de cette sotme siidentific =u quotient HYom{T - Q),/Homc( E,aq)-.
On vo montrer qu> l'application p ¢ T, - H‘l(VC 3 ®) a'esh cutre que l'injection

canoniguencnt définic par ccs identificationss.

Soit uwe T_ = Hon(T , a) Mon(E , @) la classc d'un élément h € Hom(T , < .
quc nous supposcrons dc rang 4 o h  sc met donc scus la forme n® 0
ne Hon(T _g_) s O € a, et on pecut considércr n comzc,un vecteur tongent & H
on 0 o Soit B 1lc champs dec vectours tongents & H,x Ex D zur O Ex D, qui

sc projctte sur h , ct dont los composentos sur E x D sont nulles. Soit J,')
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un reeruvrenent de X = BA par dos ouverts simplcement conncexes, ct choisissons
~
pour chcoue 1 unc composante U ~de 1'image réciproquc de U:.L dans E o On

ésignecra par vy 1timage sur U x D du champ N‘U <D * C'cst un champs proje-

table holomorphe sur O x Ui x D de wectours tang"nts a H«x Ui * Dy ot cn posant
Vij = v:J -V
champs formeront un cocyclc dont la clessc de cchamologic scra par définition

P, ()

w;5 Scra un champs verticel holomerphe sur Uij x D 4 ot ces

Soient x eU xz_ ct x ses inages réciproques dans ﬁi ct Ej « On 2
=5Ei+ylj(x) » ou Yy (X)E r, et

~

J
wy 5(x) = B(%;) - [Yij(X)J* (B(%)) = - hly;;(x) € @
w..(x) st un chemps dec vecteur sur D , done
(Wij) C Zl(vo L] (Ui X D) H 92) ]

ot Vi ost de le forme L@ a 5 o § € ZJ‘(V s (U x D) 3 9) ost le cocycle
defini par &, .(x) = 'q(Y {xj) o Clest un cocvclc aont la classc do cohomologic
cst eu eigne pres 1’e.Lemont de Hj‘(V » ©) identifié a la classe de n dans
Hom(T' 9)/HomC(E s Q)

Ce Ge Fa Do
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LPPENDICE . L'EXPOSE 4 ¢

Obstructions supéricurcs

I, Définition dcs obstructionse.

i Faiscoau des germes d'automorphismes verticauxe

Soient Vo unc variété Ce-anclytique, que nous supposcrons compacte, B un
ospace Cmznclytique, bo € B « On va définir un faisccau ' dec groupcs non zbé-
licns sur Vo « Pour tout ouvert U dec Vo s considérons les isomorphismes de
voriétés analybiques yt W - W' 4 ol W et W' sont des ouverts de B x Vo
contenant bo x U , satisfaipant aux conditions suivantes ¢

] — . N
1 Y T projection de B x Vo sur B .
2° y est 1'identité sur b, x U .

I'(U) est obtenu en identifiant dans 1'ensemble de ces isomorphismes Y deux applie

cations Y, et Y, qui colncident sur un voisinage de bo x U o

I1 est clair que ['(U) est un groupe pour la composition des isomorphismes, et

que les I'(U) forment un faisceau I de groupes non abéliense

PROPOSITION {a = H&‘(V0 » ') stidentifie A 1l'ensemble des classes de germes de
déformation de Vg au-dessus de (B , bo) . '

Rappelons qu'un germe de défornafion de V_  au-dessus de (B, bo) est une
déformation de Vo au-dessus d'un voisinage dec bo dans B 4 et que deux telles
déformations (B! , b, V' , n* , ') et (B, b, VIt , av, L")  sont locale-
nent 8quivalentes s'il existe un voisinage W! de .Tt'-.l(bo) dans V' , un voisi=-
nage W" de 7-"".]“.(’00) dans V" et un icomorphisme ¢ de W' sur W' tel que
lc diagramme
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soit cormutatif,

DRIONSTRATION de la proposition 1. = Soit (B! , 'bO s Vym y t) une déformation
de Vo au-dessus d'un voisinage B® de bO dans B « On peut trouver un recou=-
vrement (Ui) de V_ ot un recouvrenent (Wi) d'un voisinsge de L(Vo) dans
V , ot des isomorphismes (hi) » ol h, est un isomorphisme d'un veoisinage de
{b} x U; dans Bx ¥  sur W, , qui cofncide avec ¢ sur {bo} x Uy 5 b tel
mo moh =7,

1
Posons Yij T hzi o hj e On vérific aqic Yij définit un <¢lément de FfU nu.)
o i Vos r
et que Yo ¥ T Yig ° Les Yij forment donc un cocycle Y € 2 (V s (Ui) s 1)
Tn tcl cocycle scra dit associé & la déformation. Il rcstera associé & la déforma-

tion, si on 1'induit sur un rccouvrement plus fin. Soit (B , bo s V! g Mo, )
unc déformation localcment équivalentc 2 la premiérc, ot ¥!' un cocycle associé 2
ccbtc deformations On pout supnoscr, on raffinant lcs rocouvroments au besoiny quec
les doux cocycles Y ot ¥ sont rclatifs au m@me rccouvremcnt (Ui) do VO <
Soit f wun isomorphismc d'un voisinage dec L(VO) dans V sur un voisinagc de

)
U(Vo) dans V' o Posons £, = hi o f o b, o On a fi € F(Ui) s ot

On cn conclut quc les cocycles associés i unc déformation forment unc classc dc co-

honologic qui nc dépcnd que de la elassc localc de cette deformations

Réeiproquement, donnons-hous un rcecouvroment localemont fini (Ui) do V_ ot
un cocycle Ye€ Z‘i‘(Vo A (Ui) :T) Yi; pout Stre représcnté comme un isomorphis-c
d'un ouvert w.j de B x VO sur un autre ouvert wj. ; ccs doux ouverts contcnant
{bo} x U:'Lj » Cloisissons un rétrécissan:nt (Ui ) du rccouvrement (bi) s O% pre~
nons un voigirage B? do bo dans B suffisamnent petit pour que B! x Uij c wig
13Y5%
sur BM" x ’J:';‘Lik o O obtient alors unc deformation V de V0 sur bBY cn rcocollant

[t

pour tous (i , I) , ot quo 1iégalité v = Y;, elt ov oscns ot ait licu
n

los 3" % U! au noyen des Y.
i ij

On vérific cnfin que tout ccel définit bicn unc bijection cntrc l'cnscmblc des

ol

classes locales de deformations do V. sur (B ," ) ot Hi(VO s T)
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2. Obstructions supéricurcse

Pour chaquc ouvert U c Vo s lc groupc T(U) ost naturcllcement filtré ¢ notons
Fk(U) lc groupc des automorphismcs verticaux qui sont tangonts a 1'identité jus-
qu's l'ordrc k = 4 o I' devicent donc un faiscoau filtré ¢

Posons
U = Ty ’
ot

Gk = F]/Fk+1 = KC‘I' $ Qk -» Qk""l L4

Pour tout k , Gk ost un faisccau dc groupcs abélicns, qu'on notcra additive=-
mente S B=C , bo = 0 (on parlc alors dc déformation 2 un paramétre), pour
tout k , Gk s'identific au faiscecau © dos gormes des champs de vectours tane
gonts & Vo e Dans lc cas général,

Gy = mk/hk+l e 0

o m cst 1'ideal maximal du point b, dans B .

D'autro part, si a € F, be Fq , lo commubatenr aba L bt e Fp+q » ot coci
définit unc application Gf=® Gq - Gp+q qui munit G =@ Gk d'unc structurc dec
faisccau O d'algebres de Lic isomorphc au produit tensoricl de © par 1'algebre

graduéc associée a 1'idéal maximal M de bo dans B filtré par scs puissances.

La suitc cxactc de groupcs non abélicns

0 —)Gk'l'l. -)Qk-!'i..’ Qk—) 0

dans laquellc Gk+1 cst un sous=groupc dc Qk+l contcnu dens son centre, donnc

naissance [i] & unc suitc cxactc d'cnscmbles pointés @
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HJ'(VO ) Qk+1) - H (V ’ Qk)—->H2(V [} )

k+&
pour c¢u'un élénent q € Hl(V Qk) soit dans 1l'image dec H (V s Qk+&) s i1 faut
et il suffit que 6k q=20 dans H (V 3 G I ) « Unc condltlon nécessaire pour
uc q 301t dans 1'image de HL(V F) - H ( 3 ) cst donec que § q=0

dans H2 (V 3 k+i) .

DEFINITIONs = Soicnt gq € Hl(V 5 Q) °t X 21 .0nappolle obstruction d'ordre

k dc 1'élément q 1'image dlroctn dans 1 (V H ) par Sy do 1'image réci-

k+1
proque dc q dans Hi(V s Q ) s Cl'cst done un sous-cnscmble do H (V 3 Gk+1) o
L'obstruction cst dite tr1v1ale si 1'élémont ncutrc eppcrticnt & cc sous-enscmble.
C'ost une condition nécessairc ot suffisantc pour quoc q soit dans 1'image deo

HJ'(Vo ’ Qk+1) ct unc condition nécessairc pour que q soit dans 1l'image do

i
H (v0 s )

2 q n'est pas dans 1'imagc do H‘(vo » @) 5 son obstruction d'ordro
:: k ost videy, dono non triviale.

Cette définition est surtout employéedans le cas des déformations 3 un paramétre
(B=¢C, =0) , ob Gypy =© pour tout k, et Q, =G, = O Les obstructions
sucgessives d‘un éldment a € Hi(V ; ©) sont donc de sous=cnscmbles de
H2(Vo 3 ©) , et pour quo a soit un vecteur de déforma ation, il feut que toutes
ses obstructions soient triviales. En effct, 1'élémont dc H‘i(VO 3 ©) qui core
rcspond par les identifications foites (@ = Ql = F/Fz',ot proposition 1) & um
cerme de déformation n'ost autre que 1'image par l'application p de Spencer-

Kodoira du vectour de bese canonique de l'espace tangent a C cn 0.

II. Calcul des obstructionss

Le Relation avee lc faisceau Q o

Nous nous plagons désormais dans lc cas dcs déformations & un paremeétrc, is co
B=2C, bo=0.

Soit Q lc faisceau d'algebres cnveloppantes universelles des clgébres de Lic
du faiscecau © (ie ce Q(U) est 1l'clgdbre enveloppante universclle de O(U) ).
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Q contiont © come scus=-fzieceauy ot mBmo comme factcur direst d'arres lo

theoréme de Poincaré=Birkhoff-Witt cn coractéristique O o Pour tout k s consi=-
dérong lc frisccau d'elgdbros Qk = Q[t]/(tk+1) e Pour i< k, on a unc cpplication

de faisceaux d'enscnbles

définic par
1
gxpi{G)) =2 1 aP P
1Y

PROPOSITION 2 (CAMPBELL~HAUSDORFF), ~
Q‘k s'identifio cu faisceou des sous-groupes multiplicatifs de Qk engendrés par

los images dos oxp; 5 1 £k .
donnéec ici. Notons Q; lc faig-

La démonstration dec ccttc proposition nc scra pas
ccau de sous=groupcs multiplicatifs dec % formé des éléments dont lo torme constant

cst & o Lo diagramne commutatif de foisccaux de groupes (non abélicns)

‘ N

0 (T ‘\Q'k'l'i. > ’Q’k
|

\Y4 \‘J -
* *
s ) 2 O — Q. > 0
0 Q » € K+ -
dorne naissance au diagramme commubotif dlonscmbles :
o}
. - s 21
at(v_ 5 a.) » B5(V_ 5 ©)
¢ ¥ 0
1}
4
. 8
k > H.Z(VO M Q)

1 .o ¥
H (VO ,Qk)
Q)

‘oo

. 2
un sous=cspace vectoricl de H (Vo

dzns lequel H2(Vo 3 ®) ocst
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2. Calcul de 1'obstruction primairc.

Soit maintcnont a € Hl{Vo 3 ©) 5, ct soit a= (aij) un cocycle de la classc a
(Le choix du cocycle a n'importe pas, cor tout cocyclc cohomologuc & un cocycle

do déformation cst un cocycle de déformation)e I1 lui corrospond dans Q: le co-

cycle multiplicatif (i + Oﬁ.j t) « Cc cocycle peut 8tre remonté dans Qz en la
cochatne (1 + % t) , ct on a

£y 2
(1 + aij t)(a + ajk t) = 1 + (aij + ajk) t + aij ajk £

£2)

L[]

2
={1va,  tra.a, t _(1+aik-b)(1+aija

ij jk

Soit finalement

61a=ava

lo <~produit étant pris dans le faisceau d'elgebres Q .

Remarquons ques si on notc < 1le cup-produit pris dans le faisceau d'algébres
epposé & Q5 ie 0o défini au niveau cochafne par (a< ﬁ)ijk = Py %3 0 00 8
toujours a< b == b < a en cohomologice

Par suite
[aval =(a~a) =(a<a)=2ava ’

= T A
et bla.—ava—-z{a al .

b A8

On rctrouve donc, au facteur

pOSél

prés, l'obstruction définic ou cours de 1'ecxw

3¢ Calcul de liobstruction secondairc.

Supposons meintcnent a —~a = 0 , on peut alors trowver unc cochalne B = (Bi.)

telle que O = Q=0 s 1o Ce

) - + a
P = Pyy * By * %5 Y e
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chcine B de fagon que ce soit un cocyele de Q, o

est un cocycle de Q; s ct on peut choislr la co=-

Cc cncycle peut sc relever dans QB* en la cochalne (i + o 3 t o+ p t ) s ¢t on
2
)

2y '
(1+%.t+gij u,(1+ajkt~z pjkt

15 = o e oy ap) b (Byy By oy )T

» (O':LJ pjk 1' ) t3 4+ Ly t o+ p 'bz)(g + (a K Blj ) ‘b3) .

L'obstruction sccondaire de a est donc la classe de cohomologic du cocyclo

(cx. By ﬁij C[‘jk) € Zz'V ; @) o Cette classc dépend du choix do la cocha¥ne B 3
si on fait un cutrc choix p =B +6 , o 6 e Z‘I‘(V 3 ©) , le cocycle cst modifid
par a -« 9 *+ 0 « o 5 ot sa classc par un élément do [a - Hi‘(V $ ©)] 5 On rocon=

neit 1a o triple produit de Massay (a ; o » a) pris dans l'algébrc Q . meis

avec unc indétermination un pou plus restrsintee

On pcut chercher & calculer cette obstruction sccondaire sans sortir du faisccau
2 1 les calculs son% tien plus compliqués : il faut prondre unc cochaine B = ([3 )
telle que &2 ul;'a ~ o] =0 , Alors 1'obstruction sccondairc de a cst la classe
du cocyclc

[ajj 3 ;, ] g’[[a 8 ajkl aij * Zajk] °
Le calcul fait dans le faisceau d'algébre cnveloppente Q sco généralise aux obs—

4 . 2 s ’ 0 , <&
tructions d‘oxdre 1 ¢ on est amcné & détermminer par récurrcncc des cochalnes w

telles que
wlza
Suw  + z W ~w =0
prgr P 4
; i+ 2 w tPec (v, ;Q)
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44 Usage des suites spectraless

PROPOSITION 34 = Soit ¢ Vo -+ X une application quelconque, Elle donne nais=
sance 3 une suite spectrale d'algébres de Lie gradudes

H* (x ;f)f|= p Q) => H*(Vo s 9) o
Soit

a e HYX ; 9,0 c H‘(vo ; 9 .

Si 1*élément

--%[a.ua] eHz(X : q)*®) = E1°

n'est pas nul, mais est 1'image par la différentielle 1, de la suite spectrale
d'un élément b € Eg’l s l'obstruction secondaire de a a pour image dans E:'o"
les éléments de la forme [a 5 b] « En particulier, si pour tous les b tels que

d, b= - %’f_a.a] ona [ad] #0 , 1'obstruction secondaire n'est pas triviale.

b [a.a]
N .

\
N

s
a i %[a.a]

Par contre, si [aeb] = 0 dans El’l s on peut seulement dire que l'obstruc-

2,0

tion secondaire vient de E_’° , et si ce groupe n'est pas nuly on ne peut

rien conclures

DEMONSTRATION, = Soit @ un cocycle sur v, roprésentant la classe a o L'é1é~

ment b € Eg’l‘ peut 8tre roprésenté par une cochatne

p= (ﬁi,j) e (3"(\1o ; ©) s
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telle que

On obtient une cochalne
g e C‘l(Vo 3 Q)
telle que

14 o+ B te cl(v0 5 Q)

en posant p' = By; é iJ ; et cotte cochalne vérific &8B! + o -« a =0 o Mais

cotte nouvelle cochalne représente, dans le terme E2’l dc la suite spectralc du
faisccau Q 5 le m@me élément b que la cochdlne B s car cllc on différc par unc
cochatne qui provient de X o L'obstruction sccondairc cst alors la classe du co=
cycle o~ fB' + B' v a , qui représente dans le terme gtsd

1'élément  [asb]

de la suite spectralc

Cottc proposition permct de construire des exemples d'obstruction secondaire

non trivialce Considérons kc groupc N des matrices de la forme

1 b y‘\
0 i P4

/
0 0 1/

XyYys2€(,y0t Y= N/T , oo T ost lc sous=groupe de N formé des éléments
ol X,y ,2€2+1iZ .+ Y cst fibré sur un torc complcxc & deux dimensions
T2 2/2 « On trouve deos éléments dlecbstruction sccondairc non trivialc dans
1(V 3 Cb y oV ost lc produit do Y par unc dr01tf projective D o (On uti-
lisc la suite spcctralo obtenuc cn projectant sur T x D )e Cotho variété possedo
unc déformation "vcrsclle" dont 1'espace tangent de Zaricgki de Ya busce 2 s'idone
tific par 1'application p dec Spcnccer=Kodaira 2 H‘i(Vo 3 © « B posséde cn son
point dc basc b, unc singularité conique du 3emc degré, don’ 1'éguation cst

donnéc par l'obstruction sccondairce
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Jc ne connais pas d'ecxemple d'obstruction sccondaire non trivialc sur dos varié-

tés

[a]

(2]

(3]
(4]

(51

v, vérifiant HO(VO 3 ) =0 , mais il cn cxistc trés probablement.
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