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12e année, 1959/60, n® 18 9 mai 1960

DEMONSTRATION HOMOLOGIQUE DES THEOREMES DE PERIODICITE DE BOTT, III.

par Henri CARTAN

Dans cet exposé, il nous reste 2 démontrer que les applications @i (0<ig6)
définies dans 1'exposé 16 induisent des isomorphismes pour 1'homologie & coefficients
entiers. Lorsqu'il s'agit d'espaces dont 1'homologie & coefficients dans L est sans
torsion (donc libre), il revient au méme de prouver que %, induit un isomorphisme
pour les cohomologies & coefficients dans L o Au lieu d'étudier 1'application in-
duite par @i sur les homologies & coefficients dans L 5 on pourra aussi consi-
dérer ¢ 1° les homologies & coefficients dans «92 3 2° les homologies a coefficients
dans A§2 3 11 suffira de montrer que, dans chacun des deux cas, on obtient un isomor-
phisme des homologies (cf. la remarque de la fin du numéro 3 de 1'exposé 16). Enfin,
pour montrer que @i induit un isomorphisme des homologies & coefficients Agz s 11
revient au méme de montrer que @i induit un isomorphisme des cohomologies & coef-
ficients n92 .

Pour &, , la démonstration d'isomorphisme a déja été donnée dans 1'exposé 11
(théoréme 5, page 10). On n'y rovient pas.

Démonstration pour o, Sp(XH)/U(X) - Q(Sp(XH)) .

Considérons le diagramme (8,) de 1'exposé 16 (n° 4) 5 on a vu qu'il est com-
mutatif. En cohomologie & coefficients entiecrs, on obtient un diagramme commutatif

o )* :
B*@Q(su(x @ x')) ;3) ———-(-—O—————>H7‘(U(X ® X')/u(x) x U(x') ;.2)
(gl)* (fl)*
(33

H*(Q(Sp(X;)) ;.2) » B (sp(%,)/0(x) 5 2) .

L'application (fl)* est surjective, d'aprés (23) de 1'exposé 17. Puisque (@O)*

* est surjective, done (¢g)* est surjective. Or les

est bijective, (¢g)* ° (gl)
deux algébres gradudes H*(Q(Sp(Xﬁ)) 3.2) et H*(Sp(XH)/U(X) 5«2) sont Z-libres
et ont méme rang en chaque degré, d'aprés (80) et (25) 8c 1l'exposé 17 ; il s'ensuit

que l'application surjective (¢€)* est bijective.

Ce Qe Fo Do
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Démonstration pour &, : U(Y)/Sp(X) = Qso(¥)/u(Y)) .

by

I1 suffira de montrer que 1'application (<I>3)* des algebres d'homologie & coef<«
ficients dans Z est surjective ;5 en effet, les algébres H*(U(Y)/Sp(Y) ;}V) et

H *(Q(SO(Y)/U(Y)) 3 2) sont Z-libres ct ont mlme rang en chaque degré, d'eprés
(17) et (86) de 1'exposé 17.

Soit pj Q(S0(Y)/U(Y)) -» U(Y) 1'application naturelle ; définissons h

la commutativité du diagramme

par

3

0>
(¥ ) /5p(¥) —2—s Q(S0(Y)/U(Y))

& l p3
u(Y) .

Si on se référe 3 la définition explicite de &, (exposé 16, numéro 2), on trou=

3

ve une explicitation de h3 : h3 assoclie & la classe de T € U(Y) le commuta~-

teur [jd , T] , ol Jg désigne la multiplication 2 droite par Jj dans 1'espace
¥ o Autrement dit, hy: U(LY/8pll) »U(¥) est induit par 1l'application hY U(Y) » UY)
qui, 2 T , associe [jd sy T] o

LEMME 1. = L'application H*(U(Y) 3.2) —>H°(U(Y) 3.%2) Ainduite par hy multiplie

par -2 chaque générateur a,,,, eH*(U(Y) ;,&) .

DEMONSTRATION, - Ltapplication h! est,composée des applications

3
0(r) =25 u(¥) x Ur) 229, u@y) x Ur) - u(y)

ol A désigne 1'application diagonale, P 1la loi de composition du groupe U(Y) ,
o l'application T 17t s et a 1'application T - - ia Tjd (qui est endomor-
phisme du groupe U(Y)) . Si on applique le foncteur d'homologie (& coefficients

entiers), on sait que 0, t H*(U(Y)) ->H*(U(Y)) transforme chaque générateur

k+1

en son opposé o Quant & a_, il transforme a en €

8ak+1 T Skl 2k+1 82k+1
(ol €= T1 ), d'aprés la fin du numéro 2 de l'exposé 17 ; il reste & déterminer
€ « Pour cela, il suffit de regarder quel est l'effet de a  sur le générateur

a; 3 O 1'élément T qui consiste & multiplier les coordonnées, dans l'espace Y ,
io

par 919 s se transforme en la multiplication par = jele:}: o 3 donec a, est

1

10 et par suite €= -1 , Finalement, A* transforme ,a4k+1 en

15.4_1(_'_1 ® 1 +1@® 8141 si on applique OL*® G* s on obtient = 8141 ®1l1-1@ a4k+1,

et P"< transforme ceci en = 2a4k‘_1 , ce qui démontre le lemme 1.
D'autre part, ona vuen (87) (exp.17) que (p3)*= H*(Q (s0(x)/u(x)) ;'&) -»H*(U(X) 19,
applique, en degré 4k + 1 , les "indécomposables' de la premiére algdbre sur le

double des indécomposables de la seconde. Par comparaison avec le lemme 1, on voit
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que (p ) induit une bijection des indécomposables de H (Q(SO(X)/U(X)) Z)
sur l'lmage de (h ) (modulo les décomposables)s Il s ensult que (@ ) st sur-

jective modulo les decomposables, et comme c'est un homomorphisme d' algebres, (@ )

est surjective.

Co Qo Fo D

Démonstration pour & : B(Sp(Y)) - Q(Su(Y @ Y')/Sp(Y e 1))

Considérons le diagramme (AQ) de 1'exposé 16 (n° 4), I1 cst homotopiquement

commutatif. En cohomologie & coefficients entiers, on obtient un diagramme commu-
tatif

(8,)*

H¥Q(SUE ©Y))) 00 ))

(g)* (£,)"
, (@)% .
H¥Q(su(Y ©Y)/sp(¥ &7)))——2 B (B(Sp(Y)))

L'application (fz)%: est sur;ectlve, d'aprés (15) de 1'exposé 17. Puisque (® )*
est bijective, il s'ensuit que (@ )¥* est surjective. Or H¥Q(su(Y o ¥)/Sp(¥ @'Y)))
ot H¥(B(Sp(Y)) sont Z-libres et ont mime rang en chaque degré, d'apres (83) et
(10) de 1'exposé 17, Il s'ensuit que 1'application surjective (¢&)* est bijective.

Co Qo Fo Do

Démonstration pour &, s BO(V) - Q(Su(V, eVC)/SO(VG V) .
~~

s

On va montrer successivement que &, induit un isomorphisme des cohomologies

s

3 coefficients Q2 , ¢* ua jcomorphisme des homologies & coefficients 22 .

Pour le cohomologie & coefficients i&z , on considere le diagramme CAB) de 1'ex~
posé 16 (numéro <), qui est homotopiquement commutatifs On obtient un diagramme

commutatif .

. (2,) " R
B¥ (Q(SU(V, © V) 5.95) — H (BU(V) 5.8)
(g5)" , (£,)"
(2,)
#*(A(sU(Tg @ T)/50(T @ 1) 5.9.) 3 u*(30(V) 5.8,)

L'application (f Y est surjective, d'apres (56) de 1'exposé 17. Puisque (¢0)*

est bijective, 11 s'ensuit que (@2 est surjective ;3 or
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B¥((SU(V, ® V,)/90(V 0 V) 5.Q5) et HY(BO(V) 5 .9,)

ont méme 9 -rang en chaque degré, d'aprés (89) et le numéro 9 de 1'exposé 17.
I1 s'ensuit que (@2)* est bijective.

Pour 1l'homologie & coefficients AEQ s soit

1) l= Q(SU(Vc ® VC/SO(V ®V)) »s0(Vev)

~ny AN

1'application naturelle ; définissons h2 par la commutativité du diagramme 3

BO(V) _-?3"—-9 Q(su(v, © VC)/SO(V ®V))

by lpz
so(V @ V)

Si on se, référe & la définition explicite de &, (exposé 16, numéro 2), on trouve
qus h, : O(V® V)/0(V) xO(V) - S0(V @ V) provient de h} : O ® V) »S0(V & V)
qui associe 2 Te O(V® V) le commtateur [a, T], ol o désigne la trans-
formation (x , y) » (-x,y) de V@V . Il résulte de 1'exposé 5 (théoréme 1,

page 20) que
(hy),+ H(BO(V) 5 2,) »H(SO(V @ V) 5.2,)

envoie les générateurs z, de H*(BO(V) ;«52) sur les génétateurs c, de
H,(SO(V @ V) 3A§2) . Considérons le diagramme commutatif

(2,)
H (80(V) 5 2,) 2% ;H*(Q(SU(\:QEB \igg/so(v ® V) ;.2,)
(hz)* l(pz)*
H*(SO(V ®V) ;32) .

Puisque (hz)* = (pz)* ° (@2)*A est bijective sur les indécomposables, et que les
espaces d'indécomposables de H*(Q(SU(VC ® VC)/SO(V oV)) ;‘§2) et de

H*(SO(V evV) ;Aaz) ont méme rang en chaque degré (cf. (30) eb (89') de 1'exposé
17), il s'ensuit que (@2)* induit une bijection des indécomposabless Comme c'est
un homomorphisme d'algébres, (@2)* est surjective, Or (®2)* applique une al-
gébre graduée sur une algébre graduée qui a méme rang en chaque degré, d'aprés (47)

ot (89') de l'exposé 17. I1 s'ensuit que (¢é)* est bijectives

Co Qe Fo Do
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Démonstration pour @, @ U(VC)/O(V) - Q(SP(VH)/U(VC))“
On montrera successivement que ¢, induit un isomsrphisme des cohomologies a

by

coefficients Q2 et un isomorphisme des homologies a coefficients ZZ .

NAL

Pour la cohomologie & coefficients Q, , solt p, @ Q(Sp(VH)/U(VC)) - U(VC)

1'application naturelle ; définissons h4 par la commutativite du diagrammé”

&
0(7)/0(7) —— s a(sp (V) /0(V )

h Py

U&C) :

Si on se référe a la définition explicite de @, , on trouve que h4 provient,

par passage au quotient, de l'application hj ¢ U(Yg? - U(Yg? qui, & T € U(YQ) ,
associe le produit Tl , en notant T la transformation "imaginaire conjugnée"
de T o On a vu (exposé 17, fin du numéro 2, exemple) que l'application

H*(U(VC) 5«&) e'H*(U(VC) 5a§) induite par T » T envoie 85 OO (= 1)k 8511 *
En rafSonnant exactement comme pour la démonstration du lemme 1, on prouve le ¢

LEMME 2, =~ L'application H *(U(VC) 3.2) »H *(U(V ) 5.2) induite par h} mul=-

2 4 B

~N

tiplie par =2 chaque générateur Bppel ©

Considérons alors le diagramme commutatif

HY0(v,) 3.9,

)" (@)
B0 (5p () /(7)) 5.5 ) —— B (T, 0(7) 5.8,)

Lavad

D'aprés le lemme 2, et la formule (74') de 1'exposé 17, (h4)* est surjective.
I1 s'ensuit que (®4)* est surjective ; en comptant les Q,-rangs (cfe (74') et
(84) de 1'exposé 17); on conclut que (§4)* est bijective.

Passons & l'homologie & coefficients QQQ s Considérons le diagramme (AA) de

1'exposé 16. (numéro 4), qui est homotopiquement commutatif. On a donc un diagramme

commutatif
() 4
H*(U(V&)/O(v) 5.25) -—-———-—-»H*(O(Sp(\i}i)/v(@) 5.25)
(£,), (g,),

(2 dy

H (BO(V) 3 2,)

2 8,O(SU(T 0 T/ 8 1)) 5.2)
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D'aprés (75) de 1'exposé 17, 1'application (f4)* cst injective ; et on sait dé-
ja que (@2)* est bijective. I1 s'ensuit que (& )* ect injectives Or les alge-
bres graduées (U(V )/0(V) ’-2) et H (Q(Sp(V”)/U(V )) ;Aﬂg) ont méme rang
en chaque degré, d'apres (75) et (84') de l’axpose 17, T1 s'ensuit que ( )

est bijective.

C. Q. F. D.

Démonstration pour @5.: SO(X)/U(X) -» Q(Spin X) »

On montrera successivement que ¢ 5 induit un isomorphisme des cohomologies a
coefficients Q2 , et un isomorphisme des homologies & coefficients Zn o
Pour la cohomologie & coefficients A92 , considérons le diagramme commutatif

(A5) de 1'exnosé 16 (numéro 4). On en déduit un diagramme commutatif

* K )*
H¥(Q(sU(X @ X')) 3 )——-———-—>H *(BU(x) 3.9;)
(g5)* (o - (£,)*

R¥(s0(0)/0(0) 5 Q)

H*(Q(Spin H); &2)

Ltapplication (f5) st surjective, d'aprés (70) ; et on sait que (@O)*
bijective. I1 s'ensuit que (& )* est surjective. Or les algébres graduées
H*K(XSpin.X);AQQ) ot H¥(S0(x)/U(x) ;i&z) ont méme rang en chague degré, d'aprés
(81) et (69) de 1'exposé 17. On conclut que (®5)* est bijectivee

Passons 3 1l'homologie & coefficientsz2 « Puisque

(8, ¢ 8(000/000) 5 2) +H (spin) 5 2,)

est un homomorphisme d'algdbres graduées, et que ces algébres ont méme rang en

chaque degré (d'aprés (71) ot (81') de 1'exposé 17), il suffira do montrer que

(¢ ) est surjective modulo les éléments décomposables. Notons comme d'habitude
(A) le quotient d'une algébre graduée A par le sous-module des éléments décom-

posables ; on voit qu'il suffit de montrer le @

LEMME 3. - L'application composée

(25)
H (so(x)/u(x) ,Mz)_..___»H (Q(SpinX); 2,) »QH (Q(Spln}“),v\z)))

est surjective.
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DEMONSTRATION du lemme 3. = Pour chaque entier n , considérons l'application

£ 1 sIXKs0(2n +2) 5 50(2n + 2)

définie comme suit : identifions K0 a ™!, oo qui dgfintt sur EOF 1a
structure complexe suivante @
i(xo,yop ”"xn’yn)z(-yO’XO’“"-yn’xn) .

Soit T & SO(2n + 2) ; on lui associe, pour shaque © € [0 , 2x] ,
[a(B8) , T] € 50(2n + 2) ,

o a(B) est la multiplication par e":"e/2 « Onabien [af(B) 4, T] =1 pour
=0 et e=én;d'oﬁ fe.

1 1'application qui associe & T 1le point

Soit pt SO(2n +2) o
T( 1,0, eoey 0) . Plongeans S0(2n + 1) dans S0(2n + 2) en envoyant R2n+1
dans B2 por ( x 7 x ,5.) (0,5 X Y)M’
A e Jo 2 Xy 9 Vg 9 ee0 s X 5 ¥y s o 2 Xy 5 see s Y/ 0
L'application composée

s %% s0(2n + 1) 8t ¥ s0(2n + 2) £ s0(2n + 2) B 20

est la suivante ¢ & T'e€ SO(2n + 1) associons &'abord
T ¢ (XO Iy yo ’ Xl Iy ooo) -)(XO 9 cp(yo Ny X1 9 ooo) 9 Kl)(yo 3 xl 9 .o.)) 9

ot ¢ (& une composante) et Y (34 2n composantes) sont les applications défi=-
nissant T' ; puis faisons o0) T of- 8) 77! , ot prenons sa valeur au point
(1 50, eeey O) o Un calcul élémentaire montre que les coordonnées

(x(') ’ y(') s see o xr'1 s yr'l) du point obtenu sont données par lss formules @

xé = co§'§+yo sir?-ée-, y(') = (1 -yo) sin-g-cos-g-,

= o _8_(_ 1 _6_+ 9.)
= sin 5 x, sins +y, cos ),

(1<ign), ob (yo y ese 3 X yn) désigna le point de _Mfﬁnﬂ s transformé

de (‘l ) 0 9 eee O) rar T! « Si (yo ’ Xl g ece yn) eS2n 9 alors
(x(') ’ yc') s ses XI{1 ’ yr'1) € 82n+1 ; on a donc défini unc application continue @
Sl>}€< S2n - S2n+1 ,

et les formules explicites ci-dessus permettent de vérifier fecilement que c'est

.. © &) .0
s:Ln-é-(xi cos = +y, s:Ln:g-) s ¥!

'
X5 i

un homéomorphisme [on vérifie qu'étant donné un point (xé s YO 5 eee s X} ,y;l)-es’zn_ 1,

distinct de (1 5 O, eee 5 0) , il existe un unique systéme (O, Y o oeee s Xy yn)

qui 1'a comme image ; cn fait, on a ¢
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o _1"%
-~tgs = ’ ce qui détermine O
Y0
puis
YoR
Yo =% "
: 1~ Xq

on observe que sin.%-# 0 5, et on calcule ensuite les X et y; par les relations

1 1
) . © x5 . © 8 Iy
X, cos 5 +y, sins = y =X, sins+y, cos 5 =- e 1.
i 2 1 2 sin% i 2 i 2 sin%

Observons maintenant que ke commutateur [0(6) , T] ne dépend que de la classe
de T dans 80(2n)/U(n) , et que 1'application

sl (s0(2n + 2)/U(n + 1)) »50(2n + 2)

induite par f n'est autre que l'application (que nous noterons \1)5) qui a servi
3 définir @5 (cfo exposé 16, n° 2). En résumé, nous obtenons le diagramme commu~
tatif

st ¥ (s0(2n)/u(n)) ¥s , S0(2n) »50(2n + 1)

gt ¥ (S0(2n + 1)/U(n))~—3‘»sl>‘§(( (80(2n + 2)/U(n + 1)) ——30(2n + 2)

Sl&(,si&a v _\si"n-*l

ot A et p sont des homéomorphismes.

Or il est classique que si on a une application continue Sl),?&' XY (X et ¥
étant des espaces topologiques), 1l'image de H*(Sl‘/?@ X) » H*(Y) se compose d'é1é-
ments primitifs de 1'homologie. Le diagramme précédent, auquel on applique 1'homo-

logie & coefficients 32 s permet alors de montrer, par régurrence sur n , que

1'image de 1'application ()
N Y
H*(Sl W (S0(2n)/U(n)) ;gg)~—5—f+H*(SO<2n) 5 25)

se compose de tous les éléments primitifs dans les degrés impairs > 3 . Leci reste

vrai & la limite quand n tend vers o .
L'application ( 1p5) . e factorise comme suit :

B (s" X (50(0)/3(X) 5 2,) B H (spin X3 7,) » B (0(X) 5.2,)

et puisque la seconde de ces applications induit une bijection des primitifs dans

les degrés impairs » 3 (cf. exposé 17, fin du numéro 7), il s'ensuit que v a
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pour image l'espacc de tous les é1léments prizitifs de H*KSpinZX;'ég) . Considérons

alors le diagramme commutetif

(%)

*

H,(S0(X)/U(%) 5 %) VB (Aspint) 5 Z)

o o
H (ST (80(x)/0(x)) 5 2,) —2—H (Spin¥ 1 2,)
* . : A2 $'TTTT T T AR2
ou O désigne la suspension en homologis (12 promier homomorphisme vertical est,

comme bien connu, un isomorphisme). Le deuxiéme homonorphisme vertical induit une

bijection de 1l'espace des "indécomposables"
Q(H*(Q(Spinix);ﬂéz)) sur 1'espace des primitifs de ]H*(Spinix a&z) ’

ainsi que cela résulte du théoreme V de 1'exposé 7 (buméro 7). Et pulsque 1'image

de v se compose de tous les éléments orimitifs, le lemme 3 s'cnsuit.



