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DEMONSTRATION HOMOLOGIGUZ DES THEOREMES DI PERICDICITE DE BOTT, I

par denri CARTAN

Dans cette série de trois exposés, on se propose de donner; d'aprés J. C. MOORE,
une démonstration homologique dos théordmes de Bott, indépendante de la théorie
de Morse. On calculera explicitement lss algébres d'homologic et de cohomologie
des espaces impliqués dans le question (cspaces homogénes, cspaces de laccts de
groupes ou d'espaces homogénes), et on utilisera une définition explicite, é14-

mentaire, des applications de ces espaces les uns dans les autres.

Dans cz premier exposé, on va préciscr les espaces en question et donner la dé-
finition explicite des applications. Les calculs d'homologic seront faits dans

les deux exposés suivants.

1. Notations.

e sttt

On considére des cspaces vectoriels (& droite) sur 1'un des trois corps R ,
EL et 21 (corps des quaternions) ; on s'intéressera surtout au cas de la dimen-
sion infinie; mais les généralités préliminaires seront valables dans tous les
ces. Ces espaces seront toujours supposés munis d'un produit scelaire préhilber-

tien comme il est dit en [4], paragraphe 1. Nous conviendrons que la lettre V

désigne toujours un espace vectoriel sur B s la lettre X un cspace vectoriel

sur G , et la lettre Y wun espace vectoriel sur J§~¢ Nous renvovons a [4],
AN

B

pour la définition des groupes O(V) , U(X) et Sp(Y) (groupes des automorphis-

mes de type fini, respectant le nroduit scalaire), ainsi que de leurs sous-groupes
SO(V) et SU(X) (automorphismes do déterminant 1 ). Pour la topologie de ces
groupes, cf. [4] (paragrapho 2),

Considérons les inclusions naturelles R c C ¢
AN

d ; 1l'inclusion C c H s'obtient
A AN LoV o VI Vo V]

en écrivant un quaternion sous la forme a + bj , ol a et b sont des nombres

complexes, la multiplication étant
(a + bj)(a' + b' j) = (aa' - bb') + (ab' + ba') j .

Alors Y npeut étre considéré comme cspace vectoriel sur L s par restriction
des scalaires, et aussi comme espace vectoriel sur R X peut 8tre considéré

comme espace vectoriel sur R . On a les inclusions naturelles
AN
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(1) Sp(¥) ¢ sU(Y) c U¥) , U(X) c s0(X) c 0(x) .

On peut aussi considérér les espaces suivants, obtenus par extension des scalai-

res :

c g Lo Vy = Ve s Ay =X i

~~ ~ N N o AV
le nroduit scalaire se vrolongsant de maniére évidente. Tout automorphisme de
type fini f ¢ V -V , qul respecte le produit scalaire, se prolonge en un auto-
morvhisme de type fini f e 1 ¢ V @R‘gye'v SR-gw’ qui respecte le produilt sca-
laire ; d'ol une inclusion naturelle de grouﬁEE o(v) ¢ U(VC) . On a une autre

inclusion analogue. Ainsi :

(2) S0(V) co(v) ¢ U(VC) , U(x) c Sp(XH) .

Aux inclusions (1) et (2) correspondent des espades homogénes, notamment les

suivants (vour n'écrire que des espaces connexes) 2
(3) SO(x)/u(x) u(v)/sp(¥) , u(v) /o), Sp(Xy)/U(X) .

N

Hous convenons cu'il s'agit toujours des espaces de classes & gauche ; par exem-
ple, pour SO(X)/U(X) , il s'agit des classes a.U(X) , oi a e SO(X) ; autre-
ment dit, SO(X) opére 2 gauche dans SO(X)/U(X) , et SO(X)/U(X) ost la base
d'un fibré principal dans lequel le groupe, U(X) opére a droite.

Tous les groupes considérés sont connexes, » 1'exception de O0(X) qui a deux
composantes connexes. Quant aux groupes fondamentaux, nous rappellcrons seulement

cecl :

. PROPOSITION 1. - Sp(Y) , SO(X)/U(X) et Sp(XH)/U(X) sont simplement conne-
¥es. On a nl(U(Z) =7 , et 1l'inclusion SU(Y) -» U(Y) permet de considérer SU(Y)
comme revétement universel de U(Y) (autrement dit, SU(Y) est simplement con-

nexe, et ﬂi(SU(Y)) —?ﬂi(U(Y)) cst un isomorphisme si i > 2 ). On a

nl(SO(V)) =2, (du moins si dim V 3 3 ), le revétement universel (& deux feuil-
lets) de S0(V) étant noté Svin(V) . On a nl(U(Y)/Sp(Y)) =2 , 1l'inclusion
SU(Y)/Sp(Y) - U(Y)/Sp(Y) permettant de considérer le premier espace comme re-

vétement universel du second. Enfin, on a nl(U(VC)/O(V)) :‘év, 1'application

SU(VC)/SO(V) - U(VC)/O(V) permettant de considérer le premier espace comme re-

vétement universel du second.

La démonstration est immédiate et "aissée au lecteur ; elle utilise la suite

exacte d'homotopiec et les fibrations sur decs spheres.
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Rappelons d'autre mart ([4), raragrephe 4), qu'on a les espaces classifiants @
BU(X) = U(X & X')/U(X) x U(L') , dim X' infinie
B(So(Y)) = 5p(Y o ¥')/8n(7) x Sp(¥') , dim 7' infinie,
BO(V) = 0(V e V')/O(V) x O(V') , dim V' dinfinie,
et 1'on peut aussi considérer B(30(V)) , défini de maniére analogue. Il cst clair
gue l'application naturelle
B(50(V)) -» BC(V)

identifie le rromisr espace 2 un revitement ? deux feuillets du second.

Indépendamment des groupes envisagés plus haut, qui portent une structure de
H-espace; chacun des espaces homngines précédents et des cevaces classifiants
(cui sont d'ailleurs aussi des espaces hoiogénes) nosséde unc loi de composition

qui en fzit un H-espace, lorscuc la dimension de l'espace V (resp. X , resp. Y)

est infinie. I1 s'agit de structure de Heespace au sens faible, c'est-d-dire défi-
nie par une H-loi faible, au sens de [3]} I. B. Cos lois ont été définies dans [3]

(I. B, Scholie).

2. Les applications de Bott.

On va définir sept aprlications (dont la nremiére oy a déja été définie dans

1'exposé 11 (II &) (ot elle était notfe h )

U(Z e X)/U(K) *x U(K') ———— Q(SU(X & X')

Sp(Y e ¥')/Sp(¥) x Sp(7") e QU 0 7')/5p(T & ¥'))

: OV o V')/O(V) x O(V') —————s O ”J(V e V.)/SO(V e V'))

. U(Y)/Sp(¥) ; O(SO(WU(Y&}

: U(VC)/O(V) s sn(v )/u(v ))

s s0(%)/u(x) 5 Q(obln X)

Sp()‘(&')/U(K) y Q(sp fi) .

o

N oA~ D= O

oo

L

LS IS

Ces applications seront toutss compatibles avec les structures de H-espaces,
lorscue les sspaces V , X et Y sont de dimension infinie. Le théoréme de
Bott affirme alors que; lorsque les ecspaces sont de dimension infinie, ces sept

applications sont des équivalences d'homotopiec faible : chacune d'elles d3finit

un isomorphisme des groupes d'homotopie.

De 1% résultera aussitot la péricdicité dos groupes d'homotopie stables des

grounes classiques. En effet
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7 (0(K) =7, (FU(X)) )

i+l

qui par ¢O ast ;fﬂi+1(Q(SU(X))) ¢$?ﬁ+2(SU(X),V 7T, ( 7(X)) , si dim X est
infinie. (Ceci a déj? 4té dit dans [3] . Do mfme , lorsque les dimcnsions

des espaces considérés sont infinies

(4) m(So()) = m L (U()/80(Y))  eréce 2 9 5
(5) 7 (U0)/sp(¥)) = m;,, (SO()/U(Y)) = m,, (C(V)/U(Y)) grice & oy
(6) ni(SO(X)/U(X))z 75 ,,(SPin X) ,  qui est ,Tiﬂ(so(x)) =~ ni+1(o(x)) si
i > 1 ; ceci grace 2 @5 ; pour i >C ; on a donc
7; (0(x)/0()) 22 7y, (O(1)) ;
(7) 1, (0(V) =y 5 (U(V,)/0(V))  grice 2 o,
(8) n, (U(V)/0() 2y, (Sp(2,)/0()) grice 2 g, ;
(9) ni(Sp(%EZ/U(K))-t;ni+l(8p(%§3) grice 2 & .
Les relations (4), (5), (6) donnent :
| ny(Sp(1) =, (O(V)
et les relations (7), (8), (9) donnent :
7, (O(7)) wﬂ,w( o(D) .
Ainsi chacun des six espaces So(Y) , U(Y)/Sp(¥) , 0(X)/1"(X) , 0(X) , U(V )/0(V)

Sp(XH)/U(X) admet unc périodicité de 8 vour ses groupes d'homotopie ¢

L " . - . N b
nicx'ﬂi+8 ; les groupes d'homotopie de ces espaces se déduisent de ceux du pre-

mier Sp(¥Y) par ¢decalagos successifsde 2 , 1 , 1, 2 , 1 unités. La période

se détermine facilement : les groupes Ty & T de Sp(Y) sont évidemment :
0 =mn.(Sp) , O =mn(5), = n, (5p/U) , 2 = m (U/0) 5
0 1 1 ~ 1
,,32 = KO(O) s ﬂ;z'2 = 7[1(0) 9 0= ﬂl(SO/J) 9 ,\ZN: nl(U/Sp) .

I1 nous restc, dans cet cxposé, & Géfinir explicitement les applications ®i
annoncées. Pour mémoire, sous rappellerons la définition de @O (qui s'appelait
h dans [3],
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DEFINITION de ¢y . - Pour 6 tel que 0< 6 < 2m, soit Ci(e)' la transfor-
mation de X & X' en lui-méme qui transforme (x , x') en (Xe-ﬁa, x') . Si
T eU(X e £') , le commutateur

@), 7] = a6).T.a(- 8).77¢

appartient 2 U(X e X') , et méme & SU(X e X') car son déterminant est évidem-
ment gal & 1 . 51 © =0 ou 21, ousi T e€U() x U(X') , ce commutateur est
égal & 1 (élément neutre du groupe SU(X e X')) . L'application

(6, T)> [@(B) , T] définit donc une application continue
st X(U(x o x)/U(x) x U(X')) -5U(X e X')

qui envoie le noint-base au point-base (é1ément neutre), donc induit une appli-

cation
U(X o X')/U(X) x U(ZX') » Q(SU(X & X')) ;

cette application est par définition <I>O .

DEFINITION de @1 . ~Pour 0 €£6<2n; soit a(6) 1la transformation de

Y& V' en lui-méme qui envoie (v , y') en (yeiﬁ/2 , 7') .81 T eSp(Y oY),
le commutatecur [a(€) , T] appartient 3 U(Y & ¥') , donc & SU(Y o Y') . I1

est égal & 1 si ©6=0, et il apparticnt & Sp(Y & V') si ©= 2% ; lorsque

6 varie de O & 2n, l'image; dans SU(Y o Y')/Sp(Y¥ e ¥') , du chemin ddecrit
par [a(8) , T] est donc un lacet avant vour origine 1'élément .1 (image de
"1'élément neutre de SU(Y e V') ). D'autrs part, si T' e Sp(Y) x Sp(¥') , on a
[a®) , T] = [a(®) , TT'] varce que T' commute avee of8) . Par définition,

® est induite par l'aprlicetion (8 , T) - [a®) 5 TJ .

3

DEFINITION de @, . - On prend cctte fois pour a(6) 1la transformation
/2 , x') de Vo e VL dens lui-méme. Si T e O(Ve V') , le com-
nt 2 'é'ﬁ(vc V1) ; il est égal @ 1 pour ©=0,

A N

(x , x') - (xe

mutateur [a(®) , T] appartie

ct appartiont & SO(V e V') wour ©=2m . Si T'e O(V) x O(V') , T' commute

avec 0(8) , d'ou [a(®) , T] = [@(€) , TT'] . L'application ®, est induite par
1l'application (& , T) ~» [a(®) , T] .

DF’;FINIT%ON de CI’B . =Pour 00K 2m, soit a(9) 1la multiplication & droitc
par cos 7 + ] sin%— dans 1l'espace quatermionien ¥V - 31 T € U(Y) , le commuta-
teur [a(6) , T] € SO(Y) ; il est égal & 1 pour O=0 . Pour ©O= 27,

[@(B) 5, T] € U(Y) : en effet o2m).T.a(- 271) est la transformation

¥ - = T(vj) j , ot cette transformation est G-lindaire (a2 droite), car
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T(yij) j = - T(yji) j = - ©(v3) ij = T(yi) i1

Znfin, si T' e So(Y) , T' commute avec a(©) , donc [a(®) , TT'] = [a(8) , T] .

L'application @, ~st induite par (o, T) - [a(3) , T .

3

DEFINITION de ©4

ture d'espace vectoriel & droite sur H , mais aussi une structure d'espace & gauche
° AN .

. = Observons que 1l'eswnace VH nossede non seulement une struc-

A

sur Aﬁ', du fait cue VH =V 8R«§« et que R est dans le centre de H . Prenons

pour o(®) la multiplication 2 gauche par cos %—+ hi sin-? dans 1'espace Vy Si
T e U(VC) ,ona [a(®) , Tje Sp(VH) ; ce commutateur cst égal & 1 si ©=0.

Pour ©O= 21 , on va montrer quc le commutateur est dans U(VC) : en affet, on va
Lav¥av]

interoréter @ (27).T.0(- 271) comme suit. L'isomorphisme V. e V.=V, associe

au couple (x , v) le vecteur x +vj ; et s1 T € U(VC) "™a fronsformation corres-

AN

pondante de V, =V, e V., est (x , v) » (T(x) 5 T(v)) ; la multiplication & gau-

AN AN AN

che par j transforme (x ,y) en (-¥ , X) , ol X et v dénotent les vecteurs

imaginaires conjugués de x et y , ce qui a un sens puisque VC est le complexi-

Ve

fié de 1'espace réel V ; on voit alors que a(2m).Toa= 2m) , lorsque T € U(VC) .
transforme (x , v) dans (T(X) , T(¥)) ; autrement dit, c'est la transformation

associde & 1¥lément de U(VC) qui transforme x en T(X) ; c'est-3-dire 2 la
AN

transformation T , conjuguée de T . Ainsi, on a :

(1) a(2n).T.a(- 2r) =T

'T‘Y

qui appartient & U(VC) comme annoncé. “nfin, si T'e O(V) , T' commute avec
a(®) pour tout O, done [a(®) , TT'] = [@(8) , TJ . L'application
(6, 1)~ [a(®) , T] définit &, .

-i6/2

DEFINITION de ®5 . - Soit a(G) 1la multiplicetion par e dans 1l'espace

complexe X . Si T € 80(X) , [a(®) , T] €80(X) ; ce commutateur est égal & 1
si 6=0 ou ©=2m. i T' € U@), T' comute avec a(®) , a'ol
@), tv'] = [a(B) , T] . L'application @5 sst induite par (8 , T) - [a(8) , T] ;

d'une facon précise, ®5 applique SO(X)/U(X) ; qui est connerc, dans le composan-
te comnexe de 1'élément neutre de Q(S0(X)) , c'est-i-dire dans Q(Spin(X)) .
DEFINITION de @6 o = L'espace Xy =X ®04§» a deux structures d'espace vectoriel
sur .st 1'une & droite (& cause d;V;a st;;;ture d'espace veetoriel a croite sur
-5»)’ 1'autre 2 gauchc. Soit (@) la multiplication & gauche par e_ia/2 dans
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l'espace L . 51 T = Sp(Xq) s le commutateur [a(O) , T] est dans SP(XH) .
A~ AN

I1 est égal &2 1 pour ©=0 ou O=27n. infin, si T' ¢ U(X) , T' comnute

[V

avec o) , donc [a®) , T7') = [@(3) , T] . L'apolication ®, ost induite par

1'application (8 , T) > [a(9)

FROPOSITION 2. - Les arnlications @i (0 €i <5) sont compatibles avec les

lois de composition des H-espaces faibles.

DEMONSTRATION. - Fricisons qu'il s'agit des lois de composition qui ont été
définies dans [3], I, B ; et que sur 1l'espace des lacets d'un H-cspace 4 , on
considére le loi de composition qui; 2 dew: lacets t = (%) et + - b(t)
associe le lacet t - a(t).b(t) , leo point indiquant la loi dc composition de
l'espace A . La loi ainsi définie sur 1'espace des lacets de 4 cst, comme
on rait, faiblement homotope 2 la loi habituelle de comrosition des lacets (qui
consiste & les mettre bout 2 bout). Précisons cncore que, mdme sur les groupes
SU(X ® X') , Spin X , etc. on considére, non pas la loi de composition naturel-
le du groupe; mais la loi de composition définie dens [3] ; elle lui est faible-

ment homotope.

Ceci étant bien pricisé, la démonstration de la proposition 2 consiste essen-
tiellsment & recopier celle donnée dans [3] (II, théoréme 2). L'espace X (resp.
X' ; resp. ¥ ; etec.) Stant décomposé en somme directe de deux sous-espaces ortho-
gonaux X, et X2 ayant chacun une base orthonormele de méme cerdinal (infini),

1

on a une bijzction de la basec de X sur chacune des bascs de Xl et X2 s Ce

ui définit des isomorphismes o (i =1, 2) de U(X) sur U(X.,) ; on obtient
1 g i’ 2

de méme des isomorphismes, encore notds p; s de U(X & X') sur U(Xi ) A')

de Sp(¥Y) sur SD(Yi) s ete. Le point-cssentiel consiste alors en ceci : pour

chacune des applications ¢4 @1 oe s P¢ 5 on a l'identité

() 5 (py TPy T)1 = py(La@) 5 T, 1) ey ([e(S) 5 T,0) »

La compatiblité des applications @i avec les lois de composition s'ensuit aus-
sitdt.

Lz vroposition 2 a pour conséquence que si l'on congidére les applications
(@i " induites dane 1'homologie (resp. les applications (@.)* induites dans

la cohomologie), ce sont des homomorphismes d'algébres de Hopf. Précisons : lors-

cue les espages sont sans torsion, leur hom 0logie (rosp. cohomologice) & coeffi-

cients dans \zﬁ est de tvpe fini en tout degré, et 1l'algébre c'homologie 2 coef-

ficients dans % est une algebre de Hopf, ainsi que 1'algdbre de cohomologie &
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coefficients dans Z . Plus généralement; si los espaces considérés ont de la
AN

T

torsion, E; (quotient de 1'homologie 2 coefficients dans 7 par la torsion)
LavaVd

e

est une algébre de Hopf, ainsi que H  (quotient de la cohomologic & coefficients
dans :é, nar la torsion). Infin 1'homologieet la cohomologie 2 coefficients dans
u§2 sont toujours des algébres de Hdopf, ainsi que 1'homologic 2t la cohomologic
& coefficients dans vgz (groupe 2dditif des fractions dont le dénominateur est

une ruissance de 2 ).

3. Principe de la démonstration homologique du théoréme de Bott.

Pour ppouver que les applications &, (0 €1 <6) induisent des isomorphismes
des groupes ¢'homotopie, on montrera (exnosé 18) qu'elles induisent Ges isomor-
phismes des groupes ¢'homologie & coefficients entiers. Ccla suffira;, en vertu
du théoréme de “'hitehsad (voir par exemple [1], théor&me 4), qui est applicable

o s »~ . s . - -
ici méme lorsgue les espaces envisagés ne sont vas simplement connexcs. Zn offet :

THEOREME. - Etant donnés deux H-espaces connexes 4 et B (avee élément

neutre) et une application continue f : A - B compatible avec les lois de

composition (et transformant 1'élément ncutre dans 1'élément neutre), si
f ¢« H(a:2)-H
* an,

" *(B : Z) est un isomorphisme, alors f induit des isomor-
AN

phismes ﬂq(n);; nq(B) pour tout enticr q 0 .

DEMONSTRATION, - On peut supposer que f est une anolication fibrés au sens
de SERRIT ; d'une fagon nrécise, soit a' 1'esmace des couples (h , a), ou

At

ae A ot ol h est un chemin de B d'extrémité f(a) ; il st évident que 4
s'identifie 2 un rétractc par déformation de &' , ot que l'application

f' ¢+ 4' > 3B, qui ? chaque (h , a) associe f(a) , prolonge f . L'espace 4'
est muni d'une maniére évidentc d'unc structure de H-cspace avant pour élément
nzutre a) le couple (ho s ao) ; formé du chemin ponctuel en by (é18ment
neutre de B ) c¢* de 1'élément necutre 2q de 4 j cette structurc de H-espace

prolonge celle de A , et l'averlication ' respecte les lois de composition et

transforme 1'éiément ncutre aé en bo .

Supposons donc désormais que 1'apelication f de 1'énoncé soit fibrée. Puisque
nl(A) = Hl(n) et que 7, (3)

1"

Hl(B) d'avres le théoréme de Hurewicz (et compte
tenu du fait oue ﬂl(A) et Hl(B) sont ehéliens puisque 4 et B sont des
H-espaces), 1'hypothésze de 1'énoncéd implique que ﬂl(A) - ﬂl(B) est un isomor-
phisme. I1 s'ensuit (cf. lomme ci-dessﬁus)que ﬂl(g) opére trivialement dans

1'homologie H*(F) de la fibre F située au -dessus de 1'élément neutre by -
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Considérons la suite spectrale d'homologiec (2 coefficients dans E~) du fibré,
dont le terme E2 est
2

g =H (B ; H(F 5
"p,q p( 5 q( )) 9

la fibre F est connexe (regarder la suite exacte d'homotopie du fibré, et uti-
liser le fzit que ﬂi(A) - nl(B) est surjectif). ainsi Eisq = Hp(B ;‘E? . Puis-
que, par hypothése, Hp(A) - Hp(B) est un isomorphisme pour tout p , on doit
avoir E2 =0 pour q #0 ; ceci exige H (F) =0 pour q # 0 , parce que
nl(B) opére trivialement dans Hq(F) . Zn particulier, Hl(F) = 0 , et puisque
F est un espace de dopf, on en conclut que Jrl(F) = 0 . Le théoréme de Hurewicz
est donc applicable, et puisque Hq(F) =0 pour tout q 3> 1 ; on conclut que
n (F) =0 vour tout q > C . La suite exacte d'homotopie du fibré donne alors
ﬂq(A) & ﬂq(B) )

C. Q. F. D.

Au cours de cette dimonstration, on a admis le lemme suivant :

LEMME, - Soit f : A - B une avplication fibrée de H-cspaces connexes, res-

pectant la loi de composition et envoyant 1'élément neutre dans 1'élément

a
0
neutre by . Alors tout é1ément de nl(B) situé dans 1'image de nl(A) - nl(B)

opére trivialement dans 1'homologie (et dans 1'homotopie) de la fibre F¥.

DEONSTRATION. - Prenons pour F la fibre située au-dessus de 1'élément neutre
bé . Considérons n lacet de B , d'origine bo s et qui soit 1l'image par f d'un
lacet k de A , d'origine &y - A chaque simplexe singulier s : Arle P de

la fibre, associons 1'application continue h(s) : I x An.» A définie par
(t 5, u)> s(u).k(t) (oroduit dans le H-esvace 4 ) .

Cette application h satisfait bien aux conditions classiquement exigées (cf.
par exemple [2], conditions 1°, 29, 3° du haut de la page 2) pour obtenir la
fagon dont le lacet f o k¥ opére dans H;(F) ; la vérification fait notamment
intervenir le fait que, pour chaque te I , 1'application u - s(u).k(t) est
un simplexe singulier de la fibre situde au-dessus du noint f£(k(t)) du lacet

de la base ; et il en est bien ainsi parce que

fls(uw) k(b)) = £(s(u)).f(k(t)) = bo.f(k(t)) = £(k(t)) .
Pour t =1 ; 1'application h(s) induit u - s(u).ao = s(u) ; autrement dit,
pour t = 1 on obtient le m@me simplexc singulier de F que mour t =0 .

Donc le lacet f o k opérs trivialement dans 1'homologie et dans 1'homotopie



de la fibre F .

REMARQUZ. - Pour que la conclusion du lemme soit valable, il n'cst pas nécessaire
de supposer que 1l'upplicetion fibrée f respscte les lois de composition et en-
voie ay on bO . I1 suffit que la relation f(a) = bo entraine f(a.a2') = f(a')
pour tout a'é A .

.

I1 reste & préciser un point d'ordre technique : les ospaces qui interviennent
dans la démonstration du théoréme de Rott ont une homologie sans torsion ou dont
la torsion est 2-primaire (en fait, tous les éléments de torsion sont d'ordre 2 ).
Ttant donnés deux espaces A et B tels que H (& ; 2) et H (B ; 4) soient
de type fini en chacue degré, et tels que la torsion de H*(A ;Aé). et de
H*(B ;Ag) soit R-primaire, si 1l'on veut montrer qu'une application f : A-> B

définit un isomorphisme H*(A 3.2) = H*(B ;.2) , il suffit de prouver :

(a) H*jA ;Agz)-+ H*(B ;432) est un isomorphisme ;
(b) n*(A 5~£2) - H#(B ;'52) est un isomorphisme.

En effet, le mapping-cylinder de 1l'application f permet de se ramener au cas ou
f est une inclusion ; les conditions (a) et (b) impliquent alors que

H*(B mod A ;«92) =0 et H,(Bmod4 3«%2) =0 , ce qui entraine (cf. [4],
aprendice) que H (B mod A 5.2) =0 . La suite oxacte d'homologie relative montre

alors que I (A ; 2) -~ H, (B 5 %) est un isomorphisme.

4. Quelques diagrammes de compatibilité.

Pour prouvar que les applications G?i)* sont des isomorphismes; nous aurons
besoin (dans 1'exnosé 18) de la commutativité (ou de la commutativité & une homo-
topie faible prés) de quelques diagrammes reliant entre elles les diverses appli-

cations ©i . Voici ces diagrammes :

%

Sp(XH)/U(X) > Q(Sp XH)

®y) lfl o f1

T\Z o X')/U(X) x U(X') ——0 5 o(SU(X o X'))
o
B(Sp(Y)) L > QU o Y)/Sp(V o Y))

6,) jfz . le

0

B(U(Y)) 3 Q(SU(Y o V))




BO(V) 92 y £1(8U(V; ® VC)/SO(V o V))
(213) f3 ‘LgB
BU(Y,) e , a(su(ig o Tp))
U(v,)/0(7) % , 0(5p(7,)/0(7,))
@) | % . K
B0 (V) 2 5 Q(SU(V, o VL)/SO(V o V)
(p ~N AN
80(X)/U(X) > » Q(Spin(x))
A £
®5) 5 . l&i

U(X & x')/0(%) . U(x') — 25 Q(SU(X o 4'))

Nous préciserons pour chacun des diagrammes ¢>i) , les applications fi et g; -

Diagramme Qﬁl) . - On note X' un second exemplaire de X , mais muni G&'une
autre structure d'espace vectoricl sur ( : dans I' 5 le produit de x € X par
c EAQ. est xc (produit de x par T au sens de la structurc vectorielle ini-
tiale de X ) ; © désigne le conjugué de c . nlors X e X' est muni d'une
structure d'espace vectoriel sur G , qu'on se gardera de confondre avec la struc-

ture G-vectoriolle de X & X . L'application qui, 2 un couple (x , x') d'élé-

~A

ments de X , associe x + x' J € XH , est un isomorphisme X o X' QﬁXﬁ pour

les structures ﬂg:vectorielles {2 droite). Quant & la structure C—veé%Brielle
~N

1

4 gauche de XIJ , c'est celle de X & X dens 1'isomorphisme précédent.
~
On a ainsi unc inclusion Sp(XH) cU(X e X') , et comme 1l'interscction de

arv

Sp(XH) et de U(X) x U(X') n'est autre que G(X) (naturellement identifié 2

A . - . o .
un sous-groupe de Sp(XH) ), on obtient une inclusion

£, ¢ Sp(5)/0(0) - UK & X1)/0(D) x U(x)

~A

ce qui définit £, . En réalité, Sp(XH) cst mlme contenu dans SU(X e X') ,

et en appliquant le foncteur ¢ ; on obtient 1'application g, du diagramme (Al) .

Mo&trons que (Al) cst commutatif. Soit a(®) 1la multiplication & gauchc par
-i6/2
e

dens XH s un élément de s étant identifié a un couple (x , x') d'élé-

A AN

ments de X , c'est l'application

-3 /, 4
(x, x') = (xc 10/2 , X' e 16/2)
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Pour T € Sp(XH) , 1'application &, est @éfinie par le crochet [a(O) , TJ -

Par ailleurs, @0 est d.finie par le crochct [p(@) 5 T} , ol ﬁ(e) est 1'ap-

plication (x , x') = (xc:a-le , x') . Un élément TeSp(X,) cst défini par un

H
couple d'applications Tl s T2 de X x X dans X, satisfaisant 2
Tl(xc , x' ¢) = Tl(x Cx') e, Tz(xc ox''¢) = T2(x ,x') ¢ ,
Tl(— x' , x) = - T2(x , X') Tz(- x', x) = Tl(x , x')

Llors T o of(- ©) transforme (x , x') en
x! eiEVZ)

b 5

. s n/ P
(Tl(XBle/z %! 616/2) , TZ(XG_LG/Z

. _ia/o . .
- (Tl(xele , x') e 10/2 ; TZ(Xele , x') 0.13/2) .
Si on effectue o(B) sur cet élément, on obticnt
(Tl(xele , x') o710 R TZ(Xol9 , x')) 5

c'est-t-dire p(0) o T o f(- o).(x , x') . I1 s'cnsuit que
[a(o) 5 T) = [p(o) 5 TJ 5
donc le diagramme (Ai) ost com-utatif.
Diagramme (Az) . = L'application f2 cst définic par 1'inclusion naturclle

Sp(¥) ¢ U(Y) . Guant & g, , elle va 8trc obtenue en appliquant le fonctour

a 1'application

hy : SU(T e vV)/5n(Y & Y) » SU(T o V)

définie commc suit. Soit jd 1z multiplication (& droite) par j dans l'cspace
Y &Y ; l'application T —>[jd , T] applique SU(Y & Y) dans lui-mbme, comme
on 1'a vu lors de la définition de o de plus, si T'e Sp(Y oY) , on a

[jd , TT'] = [jd , T] . Par passage au quotiont, on obtient, per définition,

1'application h2 s qui 2 son tour induit g, .

Le diagramme (A,) est homotopiguement commutatif : cela signifie que 1l'appli-
2

cation gy © @1 ecst homotope & 1'application composée de @0 o f2 . Pour le
prouver, on doit montrer ceci ¢ pour 0 € 6 27m, soit a(6) 1'application

(y , v') - (ye19 , v') de Y eY en lui-méme ; alors les deux applications

(6, 1) »Liys lal/2) , 731 et (9, 1) [a(-0), 7]

de I x Sp(Y ¢ ¥) dans SU(Y e Y) sont homotopes (on note I 1'intervalle
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[0, 2n] ). Or un calcul facile, compte tenu des relations évidentes

Q(G/Z) jd = jd Ot(-' 6/2) 9 TJd = jd T 9

montre que

iy » [0®/2) 5 T]] =a(®/2)[e(-0) , T] a(-0/2) .

On définit une homotopic de ceci & [a(-6) , T] , on introduisant; vour chague

veleur d'un paramétre rézl t variant de O 2 1 , l'application
©® 5 T) > a(®/2)(-9 , 7] al- t0/2) 5

pour ©=0 ou 6= 271 , le second membre cst indépendant de t , comme il se
doit.

Diagramme (A.,) . L'application £,
Zapramme 2
o(V) c U(VC) . L'application g3 s'obtient en appliquant 1z fonctour Q &

~A

est induite par 1'inclusion naturelle

1'application

h, ¢ SU(VC ® VC)/SO(V o V) » SU(VC ® VC)

AN AN AN, AN

définic comme suit. Soit o la trznsformetion de VC ® VC en lui-méme; qui as-

. . > d . o ad AN
socie & chaque vecteur son conjugué (ce qui a un sens, pulsquc VC & VC est le

AN AN

complexifié de 1'espace rédel V e V ). L'application T - [0 , T] applique
SU(VC oV,

AN La¥a V] . . 3
parce que T' commute avec o . Par passage au quotient, on obtient,; par défi-

) dans lui-néme, et si T' €e 30(Ve V) ,ona [0, TT'] =[o, T] ,

nition, 1l'application h, .
~

Le diagramme QAB) est homotopiquement commutatif. Autrement dit, les deux

applications
(e 7) 5 [o s [a(6/2) , 7]] et (8, T) > [a(-0) , T]

de I x O(Ve V) dans SU(VC ® VC) sont homotopes, en notant o(6) la trans-
S

formation (x x') - (xe” , x') de Ve VC en lui-méme. Vérifions-le : un

AN AN

calcul facile, compte tenu des relations évidentes

a(0/2) ¢ = ca(-08/2) , To = oT 5
montre que
o 5 [a(®/2) ; T1] = a(e/2){a(-8) , T] a(- 6/2) .
La d¢monstration s'achéve comme dans le cas du diagra&me (AZ) .
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Diagramme (A4) . Identifions Ve V 2 V., en associant 2 (x , x') 1'41é-

AN

ment x + x' i .
Alors U(VC) c0(VeV), et méme U(VC) c S0(V e V) . Comme l'intersection de

bavard

U(VC) et de O(V)x O(V) n'est autre que O(V) (naturellement identifié & un

sous-groupe de U(VG) ), on obtient une inclusion

£, U(VC)/O(V) - 0(V e V)/0(V) x o(v) ;

~N

ce qui définit 1'application f, dans le diagramme (A,) . Avant de définir g, ,
4 4

ng@ Y:L

(o x, x' , v,y €V ) le couple &+ yi , x' -y' i) . Alors la multiplica-

4

définissons un isomorphisme V, =~ en associant & x + x' i+ (y +y' i) j

tion (& droite) par j dans VH se transforme dans la transformation

o~

(u,y, v) > (ui, ~vi) de V,e V., en lui-méme. Autrement dit, soit V!, 1'espace

c®'c S
VC muni de la structure vectorielle sur ’gv déduite de celle de VC par 1'auto-
[V V] A

morphisme ¢ - ¢ de L. alors la multiplication par j dans VH se transforme

dans la multiplication par i dans VC & Vé . I1 en résulte queAASp(VH) se

plonge dans SU(VC 6 V) . De plus, le diagramme suivant est commutatif :

¢
A AN
AR
AN
Lo
~ 1
Vy Vg o
A -~ A

(ol les fléches verticales désignent les inclusions déduites de 1'extension du

corps des scalaires). Donc, dans 1'inclusion Sp(V,) - SU(V,. e sz qu'on vient
AR

de définir, U(VC) s'applique dans SO(V & V) . Par passage au quotient, puis

AN

application du foncteur Q, on obtient 1'application &, du diagramme (A4) .

Montrons maintenant que le diagramme (A4) est homotopliquement commutatif.

N

Soit a(@) 1la multiplication 2 gauche par cos %-+ j sin<% dans VH s et soit
16/2 » v) de Vg e VL dans 103 -méme. Pour

mohtrer que QA4) est homotopiquement commutatif, il suffit de montrer que les

B(6) 1la transformation (u , v) - (ue

applications
(6 5 T) » [a(®) , T] et (6, 1) ~» [p(®) , T]

de I x U(VC) dans SU(VC ® Vé) sont homotopes. Or a(®) se traduit par la

transformation suivante de VC & VC :

AN A



(u, v) - (ueie/4 s Veie/4) 5

cette transformation est composée de p(6) et de la multiplication par e-ie/4
dans lespace VC & Vb ; autrement dit s
- o«e) = y(-8) p(e)
y(6) étant la multiplication par ei@/l dans VC & V& . S1 T e U(VC) cOo(VevV),
A A

T commute avec Y(©) , et on a donc
[a(®) , 7] = y(-€)[B(9) , TJ Y(6) .
On achéve la démonstration de 1'homotopie comme rour le diagramme 632) .

Diagramme (Aﬁ) . - Soit <t 1'automorphisme suivant de X e X :

(x, v)» (XL rrx

’ P
/2 V2
dont l'automorphisme riciproque est
-vi vy -xi
(Xs‘,’)*(x 4 s ° ) o
V2 V2

v échange les deux structures de S-module de X ® X , & savoir

(x Y) i=(-v, x)
et

(x5 v)i=(xi, -yi) .

Cette derniére est la structure G-vectorielle de X e X' , o X' désigne, com-
me plus haut, 1'espace vectoriel déduit de X par 1'automorphisme c = ¢ du
corps G .

.

Associons & T e€ SO(X) 1la transformation (x , y) » (Tx , Ty) de X e X dans
lui-méme, que nous noterons (T , T) ; c'est un élément de SU(X e X) pour la
premiére structure de Ag:module. Alors (T , T) 7t est une transformation de
X e X en lui-méme, qui est ngslinéaire pour la seconde structure de ﬂg:module 5

autrement dit, c'est un é1lément de SU(X & X') . L'application T - =(T , T) 77t

est une application

hy S0(X) -» SU(X & X') s

et si on applique le foncteur Q , on obtient, par définition, l'application &s
du diagramme (A5) (observer que Q(Spin(X)) est la composante connexe de
1'é1ément neutre de Q(SO0(X)) ).
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Explicitons : si T € S0(4) , la transformation h5(T) € SU(X & X') est la

transformation suivante de X & X :

=

(x, v)- (%{T(X - yi) + T(y - xi) 4} , ={(v - xi) + T(x - yi) i}) .

N

5i T e U(X) , on voit que hS(T) = (T, T)e U(X) x U(X') ; donc, par passage

au quotient, h, induit une application

5

f5 s 80(X)/U(X) » UK e £')/U(X) x U(X") ,

ce qui définit f, dans le diagramme (A

5 5) -

On va montrer que QSS) est commutatif. Soit of6) 1la multivplication par
e-ie/z 10 )
5 .

de X & X' dans lui-méme. Si on remonte aux définitions des applications ¢, et
P

dans 1l'esrace X , et soit ((6) 1'application (x , v) - (xe *

%, (qui font intervenir les crochets avec af) et avec p(6) ), on voit que

la commutativité du diagramme (AS) s'erorime par la relation
t(La®) , 11, [al0) , 7)) <™ = [p(&) , =(r , T) <]

Or ceci équivaut 2

#)  ETpe T, (T, D= (@), ), «6), ) .

La transformation < }3(6)'5"1 =y (0) transforme (x , y) e X o X en

e) e—i@/2 (- -0 /2)

S . .. © 5]
((x cos 5+ v sinx x sin 5 + y cos E) e

Le crochet [y(8) , (T ;, T)] transforme (x ;, v) en
(T((T—l x) e+ﬂs/2) e_ie/2 s T((T_1 ) e+ie/2) e-ie/z)

ce qui démontre la relation (%) .
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