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Séminaire H., CARTAN ~-J., C. MOORE 14=01
12¢ annde, 1959/60, n° 14 29 février 1960

LA THEORIE DE MARSTON MORSE, I ¢
GEOMRTRIE DIFFERENTIELLE

par Michel ZISMAN

A+ Préliminaires

1. Rappel do quelques résultats classiques de gdomdtrie riemannionns [3] et [4].

Dans tout cet exposé, M désignera unc variété paracompacte munie une fois pour
toutes d'uns structurs ricusnnicnns ¢ . On supposcra que pour cette structure ric-
mannionnc , M est compldtc (i. e. 3 M ost compléte pour la structure d'cspace
métrique induite par la structure riemanniennc ; c¢f. 7, ci-dessous). On ddsignora
par n 1la dimension do M . Toutes les applications, tous les champs de vecteurs

seront supposés différentiables, de classe C® , sauf mention cxpresse du contraires

Si Pe M, on désignecra par M, 1'espace vectoricl tangent en P a M,

Soit £ 3 R-—> M (resp. V RxR- M ) une application . On désignera par

(resp. % , ai) le vecteur tangent & la courbe f au point f£(t) (resp. Ile

df
vecteur tangent & la courbe Vy : R~ M définic par 7, (t) =v(t , @), resp. &

la courbe V dsfinic par Vt(a) =V(t , @) zupoint V(t ,a) ).

t
Si X est un champ do vectours défini le long de f , on ddsignera par X' si
aucunc confusion n'est & craindre, ou \-Z% s la dérivie covariante de X 1le long de
f , i. e+, en coordonnées 1oca1es, le vecteur de coordonnées :
n
)l Xm . Z
j k=1

Fjikxa( )k (i::l,ooc,n)

on T jlk désigne le symbole dec Christoffel donné par la structure réemanniennc, et

xt (resp. ( )) la i-iémec composante de X (resp. -g‘%).

Si, on coordonnées localcs, R.j,kz est lc tenseur de courbure, ot si X, Y
sont deux champs de vecteurs sur M , on ddsignera par R(X , ¥) 1la forme de cour-
bure, qui, & tout champ dc vectours Z fait correspondre le champ dec veecteurs
R(X, Y) 2 de coordonndes

n
R(X, ) 2= 2 R \ 2 P,
P,7\,}-l=1 P s

Les résultats qui suivent sont classiques.
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(1.1) R(X, ¥) = - R(Y , X) .

\

(1.2) 8i ¥, Y, 2, T sont quatre champs de vecteurs et si ( , )

désigne lc produit scalaire local d4fini par la métrique, on a

(R(X,Y)Z,T):—(R(X,Y)T,Z) ’
(R(X,Y)Z,T):(R(T,Z)Y,X) .
vov_ v o

(1.3) TR -T X .
vV Vv v Vv _ f)V

(1.4) | aaa‘s‘*"’aza"’- )w

pour tout champ W défini sur la surface V.

(1.5) Si le parametre 't est proportionnel & la longucur dec 1l'arc s comptéc &
partir d'une origine t
g: R-M est

0 2 1'équation différenticlle des géodésiques

vV dg _
wTax - .

M é&tant compldte, toute solution locale de cette équation se prolonge & R

tout enticr de fagon unique.

(1.6) Soient Pye M, Xj€ M

g€ Mp et £ R -+ M une courbe telle que f(to)z B e

0
Le champ de vecteurs le long de f X(t) tel que X(to) = X5 » ;1 X=0,
est par définition le champ obtenu par transport parallele de Xb 1le long
de f .

2+ Champs de Jacobi.

(2.1) CONVENTION. Dans cot exposé, et le suivant, on appellera géodisique une
courbe g ¢ R-M qui satisfait a 1'équation différentiellec des géodésiques et
qui est paramétrée par un paramdtre proportionnel a la longueur de 1l'arc s comp~-
tée & partir de t =0 .

(2.2) DEFINITION : variation d'une géodésiquc. - On appolle variation d'une

géodésique g unc application Ve RxA= M, ob A est un intervallc ouvert
de .R contcnant 0 , telle que :

(1) pour tout o€ A, la courbe V : K- M définie par Va(t) =V(t , a)
est une géodésique 3

(ii) Vo= & »

(2.3) DEFINITION., - On dit qu'un champ de vecteurs n défini le long dec g

cst un champ de Jacobi s'il existe unc variation V de g telle quoc :
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ov
n = ga(t , 0) .

(2.4) PROPOSITION. - Les deux conditions 3

a. 1 est un champ de Jacobi ;

b. 1 est une solution de 1'dquation diffdrentielle

dgy a
(7,) gt + R, 3 F =0

sont équivalentes.

DEMONSTRATION o

a.=—>b, Soit V wune variation de g tel’c que n —j—(t , 0) . D'aprés (1.4),
on a pour tout t et pour tout a:

vV vV _V V¥ ov R(év 5V) oV
q6 IF 3t ~ T da ot y
D'aprés (1.3) ZZE %X—-: %—7{%& , ot d'aprés (1.5) dvt %z =0 , d'ou le résultat.

be=>a. Une solution de (Jg) est parfaitement d<terminée par les conditions
initiales o et T](') pour t = to . On congsidére une courbe ¢ ¢ A= M telle

que ¢(0) = g(to) et que -?1%(0) =1 « Le long de cette courbe ¢ , on considére
un champ de vecteurs Y(a) tel que %(O) = TIE) , Y(0) = -g-%(to) . Par le point

(p(oc) , il passe une unique giodésique V (t) telle que v (tg) =0(a) ,
V. (0) = ¥(a) . On pose V(a , t) =7V (t) . V(OL , t) est une variation de g

dt oc
\ R
telle que ﬁ(to s 0) =1ng » EYEZE(to , A) = T3 (tO , Q) = BY&' Y . En particu=-
. v v ' R
lier 3¢ c)cx(tO , 0) = Ng j le champ de Jacobi Aéfini par V est donc 1 .

REI‘ARQUE, = D'aprés la condition b, on voit qu'un champ de J acobl est une

isométrie infinitésimale le long de g .

COROLLAIRE 1, = L'ensemble Jg des champs de Jacobi le long de g est natu-

rellement muni d'une structure d'espace vectoriel (sur «B, ) et dim .J'g =2n .

COROLLAIRE 2. - Soient o un "scgment" de géodésique (i. e. la restriction de

g & un intervalle formé de R ), ot J la restriction 3 o des champs de

Jacobi de g . Alors la restriction Jg - JG est unc bijection.
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(245) L'espace vectoriel Ag(to) .

On désigne par Ag(to) le sous-espace vectoriel de Jg formé par les champs
de Jacobi n tels que n(to) =0 .

Avec les notations de (2.4), on voit que pour construire une variation donnant

un tel n , on peut prendre ¢(a) = g(to) pour tout « € A . Autrement dit

pour obtenir les champs de Jacobi de A (to) , 1l suffit de considérer les varia-

tions V de g telles que V(t, , a) = g(to) .

(2.6) L'espace vectoriel JéN(tO) .
Soient N wune sous~-variété de M , et g une géodésique telle que
(1) glty) e N ;

P dg b
(ii) Ef(to) est un vecteur orthogonal & Ng(to) .

” .!\T
DEFINITION. - On désigne par i;(to) le sous-ensemble de Jg des champs de

Jacobi le long de g obtenus par des variations V satisfaisant a :

(1) V(ty sa) €N ,
.. Qv
(ii) BE(tO , 0) L NV(tO,a) .

On peut caractériser les champs de JgN(tO) corme étant des solutions de 1'équa=-
tion différenticlle (Jg) satisfaisant a4 certaines conditions initiales. Ces con=-

ditions initiales font intervenir la deuxidme forme fondamentale de N définic

dg
par le vecteur normal dt(to) .

(247) La deuxiéme forme fondamentale d'une sous-variété N de M .

Soient meN , Xe Mm s, X L_Nm , et Y, Z , deux vectours de Nm « Soit

¢ t A-N une courbe de N tel'e que¢ ¢(0) =m , %%(o) =Y .On note Z%(a)
le chemp de vecteurs le long de ¢ défini par transport paralléle le long de ¢
du vecteur Z , et Zﬁ%a) la projection orthogonale de Z*(a) dams 1'espace
vectoriel Nw(a) « On pose

Ayt , 2) = (X, 5 20N .

LEMME 1, = QX(Y , 2) est unc forme bilindaire symétrique en Y , Z , indé-

pendante de la courbe ¢ de N satisfaisant aux conditions ¢(0) =m ,

d
a%(o) =Y,
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DEMONSTRATION, = Soit q la dimension de N . Dans un voisinage assez petit
de m , on peut considérer N comme donnée par une représentation paramétrique
®: A% o> M telle que &(0) =m . Alors

q

Y= v 93::(0) ’
i=1 oz

2= 37t 2 (o) ,
i=1 Ozt

et ¢(a) est la courbe donnde par ¢(a) = @(zl(a) , eee , 2Ha)) , o

. i .
zl(ot) , ees 5 z3(a) sont des fonctions telles que z5(0) =0 , %(o) =Y,

i=1, ees ,q. Alors Zg s'éurit

4 % (1 0®
> (Z)T =
i=1 1 dz* ’
et
e - 4 g% yi o2 ; *x )1V 02
() Zorgon = (x, £ A 2o+ ;2 et E 2o
4 1v < 1.4 v g
=(x, > 2L 0)= X (x,z" 7 X =2(0))
Tam o doet i=1 azd ozt ’

car (X, 9—%—(0)) 0 par hypothése, et 2 (0) = Z*T(O) =2 . Le fait que
Az

Qy(Y 7) est symétrique résultc alors de (1.3),
Ce Qo Fo Do

On pose maintenant T, Y = %—a X*T(O) , ol X*(a) (resp. X*T(ou)) ddsignec le
champ de vecteurs défini le long de ¢ par transport paralldle le long de ¢ du

voctour X  (rosp. la projection de ce champ sur N‘P( Q)

IEME 2. = Ty Ye N , (TX Y,zZ) = QX(Y » Z) « En particulier, T, Y ost
unc transformation linéaire autoadjointc de Nm , inddpendante du choix de la

courbe ¢ satisfaisant 3 ¢(0) =n, %%(O) =Y.

DEMONSTRATION. - Soit v(a) un champ de vecteurs le long de ¢ tel que, pour
tout o , v() L th(a) . On a donc (X*T(a) , v(a)) = 0, soit, on dérivant par
rapport & o ct cn faisant o =0 3

(T ¥, ¥(0)) * (X5(0) , Fv(0) =0

X
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X étant normal & N , on a X*T(O) =0, i.e. Ty Y e Nm « Désignons par
X*k(a) (resp. Z*N(a)) la composante de x*(@) (resp. 7z%¥(a)) dens le sous-

espace supplémentaire orthogonal de N@fa) . BEn dérivant les deux relations
\

* 7% <
(x¥,(@) , 2@y =0, (@) , 25N =0,
compte tenu du fait que :

v x* +-g——fk =-y—X*:O

do °°T o N da
vV o% V. ox _V % _
= A aa-Z N = 3g Z0 =0 (cf. (1.6)),
on obticnt
v *® o\ _ V %
(TﬁﬁT’ZN)"(ﬁT"&'&ZT)
v X\ _ ek v
T X5 T = By 75 Zp) .

Soit, en ajoutant et en faisant « =0 3

(TXsz):-QX(YyZ) °

(2.8) PROPOSITION, - Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

N
ae n € Jg (t'o) H

b. n est une solution de 1'équation différentielle (Jg) satisfaisant aux con-

ditions initiales ¢

b, o n () € Ng(to)
b2. n‘(‘bo) + Tg T](JO) L Ng(to) .

(On a écrit Tg au lieu de T, )

DEMONS TRATION.

a.=>b. D'aprés (2.6)(1), ¢(a) = V(tO ,o)€ N . Donc @

o) = 53.5( Uy, 0) =nlb) € Ny y -

Soit alors Z€ N ;s d'aprés (2.6)(ii), on a @

g(ty)

(& Uty 5 o), B7p@)) =0
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On dérive cette relation, et on obtient, pour o = O , comptc tenu de (1.3) :
' dg g - |

mais, comme %(O) = T](to) , le dernier produit scalaire cst égal & (Tg q(to) ;)

d'aprés 1lc lemme 2 do (R.7), ot par conséquent
(' (5g) + T ntg) 2N =0

dton le résultat, compte tenu de (2.4).

b.=>da. Soit 71 une solution de (J ) satisfaisant aux conditions b1 et b2. On
reprend les notations de la démonstration ((2.4), b.=pa.). D'aprés b,, on peut
choisir 1la courbe ¢ dans N , Soient alors Y(®) un champ de vecteurs le long
d %4
de ¢ tcl que Y(0) =‘&%(J°o) R El_oi(o) :n'(to) , et YT(OL) (resp. YN(OC)) les
projections de Y(a) dans N(p (@) (resp. 1lc supplémentaire orthogonal de N‘P () Ye

- d v 0] e . 2 ’
Je dis que YN(O) = a—%(to) 'y T4 YN(O) = n'(to) s ce qul démontre la proprijté,

compte tenu du raisonncment fait dans (2.4) avec YN(oc) au lieu de Y(a)

Y(0) étant orthogonal & Ng( "

« On a (YN(OL) , Z*T(oc))z 0 ; en dérivant par rapport & a , faisant

) » on @ bien 1,(0) = 1(0) = $E(t,) . Soit

g(tg)

a=0 , ot compte tomu du fait que ¥ (0) = %-%(to) , on obtiont :

-,V
(d—d YN(O) ) Z) + (Tg n(to) ’ Z) =0 ’
ce qui peut encore s'écrire, d'aprés b, @
(1) (4 1, (0) =" (tg) , 2) = (35 ¥,(0) , 2) =0
Jo. "N Vitg) » 8 = 13g I\ » 20 = .

Prenons un vectecur K orthoganal & Ng( £) ° Dérivons 1'égalits

o)

* .
(YT(O") s K N(a)) =0 5
on obtient, pour a =0 ,

(L ¥ (0) , K) + (4(0) , K ) =0

mais YT(O) = 0 , puisque Y(0) L Ng(t . Donc :

o
(2) (G, K =0 .



D'aprés (1) et (2), on a @

0= ._ (0) = da‘V(O) ”'EE 7,(0) = n'(tg) - —— = Y ()
Ce Qo Fo Do

COROLLAIRE 1. = JgN(t est un sous-espace vectoricl de dimension n =dim M .

o)

COROLLAIRE 2. - Solent n , p deux champs do JgN(to) s alors (n' , p)=(,ude
En offet, d'aprés (2.4)b, et (13), ona (", p) = (0, pr) = 0 ., Done
(' 5 W) = (n, W) =Cto . Puisque u(t,) € Ng(to) , On a

(n'(to) 9 H(to)) + (Tg n(to) ’ H(to)) =
d'apres (2.8)b2. Comme Tg est autoadjoint pour ( , ) , cn voit que

(n' ) H) - (ﬂ 9 H') = (n'(to) 2 H(to)) - (n(to) ’ H'(to)) =0 o

3+ Points focaux.

Soiocnt N unc sous-variété de M, g : R -»M une géodésique telle que
dg ~

DEFINITION, - On dit que ty€ R est une valeur focale, ou que g(ty) est un

point focal de N relativement a b géodésique g , si
e o N |
A(tg) = dim Jg (tl)r1 Ag(to) #0 .

EXEMPLE, - M :«3? , N est unc surface, g une normale. Il y a deux points
focaux : les points de contact de g avec les deux normales. Les points focaux

généralisent la notion de foyer de l'optique géométrique.

(3.1) Soit o 1la restriction de la géodésique g & [a, tl] . On a le théo-
réme suivant @

THEOREME, - I1 n'y a qu'un nombre fini de points focaux sur o .

Comme [a , tl] est compact, il suffit de démontrer que les valeurs focalos de

N relativement & g sont isolées.

On a vu dans (2.8) que J (t ) est un espace vectoricl & n dimensions. Soit
(n (£) 5 eoe s um (t)) wune basc dc J (t ) . Soit to€. R , ot soit U un voisi-
nage de g(to) assez petit pour qu 11 ox1ste un champ de n-repéres dans U . Pour
un p assez petit, g(t) e U si |t - tol < p o Dans ces conditions, on pcut
considérer le détcrminant ‘
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D(8) =D, () 5 wer 5 1y (8))

calculé cn chaque point g(t) par rapport au n-repérc de cc point. Puisque tout
champ n(t) € J (t ) ost une combinaison lindaire (& coefficicnts constants 5)
des n.(t) (j=1, s, n), onvoit que la condition nécessaire et suffisante
pour que t soit unc valeur focale (t € Ity - P +p[) ocst que D(t) =0 .
Supposons alors que t, soit unc valeur focale, ct sofc ?»(to) dlmJ (t) n/\(’co)
Le fait que to soit unc valcur isolée résulte du lemne suivant @
Mt

IEMME. - D(t) = (t = tp) A(t) , A(t) étant unc fonction continuc do %

non nulle pour % = b, (telty=p' sty p'[ pour un p' <p ).

o)

DEMONSTRATION du lomne. - Si on change do base 1y 5 see 5 M, d0 J N(t )
D(t) est multipli? par uns constante non nullc. On choisit alors une baso adaptée

34 notrc probléme do la fagon suivante : on prend unc base nl(t) g ses 3 nk(t )(t)
de J (tl) n A (to) et on la compldte par n - A(t, ) champs dc J (t ),

nx(to)+1(t) s eee 5 My (t) dec fagon & obtonir unc basc de J (t ) .

Si j < A(to) , ot si rlJ(t) cst la i-idmec composante de Ny (t) sur lo ropérc
au point g(t) , on a, pulsque qa(to) =0,

) = (b= tg) 958

oh y%(t) ost unc fonction contimuc de t pour |t = tol < p' , Par conséquent

A(to)
D(t) = (b = ty)

A(t) , ob A(t) ost continue pour |t - tol <p' .
A démontrer : A(to) # 0.

Comme w (to) dt n (tO; , on voit quo @
A(to) = D(T'll(to) 9 oce n?\(to)(tO) ] ”)»(to)ﬂ(to) 9 es0 Tln(to))

(ob le primc désigne la dérivée covariante).

Premicr case = X(t Y=n.
Si A(tO) = D(ql(to) g eee 3 1M (to)) =0 , il existe une combinaison linéairc 2

cocfficicnts (constants) non tous nuls

s

(t) = X (t)
n Fal My Ty

telle quo n'(to) =0 , Mais comme on a aussi q(to) = 0 puisque %(to) =n,
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on a, d'aprés (2.4)b, n(t) = 0, ce qui cst impossible puisque les nj forment
une base, ct que les “j ne sont pas tous nuls.

Deuxiéme case = K(to) <n.,

Soient Cyos eev Cp des constantes non toutes nulles. On posc @

= . N.(% s = E. . N .
u(t) jg.\(to) e nJ( ) v(t) 5%ty o5 nJ(t)

D'aprés (2.8),corollairc 2, ona (u' , v) - (u, v') =0 . Mais, pour t =1, ,
u(to) = 0 puisque ult) e Ag(to) . Donc

(u' (to) ) V(to)) =0 .

Supposons alors que A(to) soit nul. On pourrait choisir des constantes c¢; mnon
toutes nulles telles quc, pour ces constantes, u'(to) = v(to) s on aurait done s

(v(ty) 5 v(tg)) =0

soit v(to) = 0 . Autrement dit, puisque les n = Aty ), vecteurs 1, (to) pour
j > A(to) sont lin’aircment indépendants, on aurait ¢, = O pour 3 > X(to) ,

i. ce les c¢. nc scraient pas toutes nulles pour j < X(to) . Or, on aurait

u(ty) =0, v(ty) =u' (ty) =0 , soit wu(t) =0 d'aprés (R.4)b, i. €. o5 = 0

pour j £ X(to) « D'ol une contradiction.

‘B. Cas oll un groupe compact d'isométries de M

est a4 "action variationnellement compléte®

4. Rapnels ot notationse.

Soit K un groupe de Lic compact, connexe, d'isométrics de M qui opére sur
M par 1'intermédiagre do 1'application m : K xM M (n(k , m) = ken )o On
désigno par m ¢ M =M 1'isométrio induite (par n ) par ke K . Soit & 1'al-
gébre do Lie dc K . On rappelle la définition suivantc,([3] et [4]).

{4+1) Champs de vecteurs de Killing.

Soit X € t; oxp tX cst un groupc & un paramétrc d'isométries dc M . Si
x € M , on considdre la courbe h_: R =M définic par h (t) = (exp tX) ex o
L'application x - gf h (0) «g‘ définit un champ de vectcurs X sur M , appeld

champ de Killing, deflnl par X . On notec ® 1'application X - X.

(4.2). - Soicnt g unc géodésiquc de M , ot h(®) un sous-groupe & un para-

métre do K 3 K é&tant un groupc d'isométrics, pour chaque @ , h(a).g ost
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encore une géodésiquec. Liapplication (t , a) - h(a).g(t) est donc unc variation

de g o

CONSEQUENCE : La rostriction d'un champ do Killing & g cst un é1lément do Jg .

On notera %; 1l'apnlieation t - Jg ainsi définiec.

o

(4.3) Soient g unc géoddsique, ct X e t ; alors

dg ¥ e
(a-'-_-t' 5 Kg(t)) = Cte P

En cffet, X laisse invariante la métrique ; si donc on note Y lc tcnsour mé-
trique et £(X) 1la dérivée de Lic associée au champ X , on a (cf. [4))

~
£(X)Y=0, ce qui s'exprime en coordennées localcs (x1 y ees 5 X)) par 1'équation

~ r o _
%:kakyijJ' Zyrjvi'X +Zyirvjf_o .
T T 4
dxi dxﬁ
Multiplions par T T sommons pour i, j variant de 1 & n ; on obtient,

- -0 - o Y dg _ ;
compte tenu de Vy =0 , (dt , dt g(t)) =0 ; come 42 =0, la relation
annoncéc cst bicn démontrée [veir aussi (6.3) pour unc autrc démonstration].

(444) S1 xe€ M, on désignera par O(x) 1'orbitc du point x , i. c.

L]
I1 est clair sur les définitions que @

(1) ofx), = {Xlxetl .

Soit g unc géodésiquc ; supposons que %%(to) soit perpcndiculaire &
O(g(to))g(to) . On a donc, pour tout X e t ,

dg % _ /4 o _
('a"-E ’ Xg(t)) - (a-‘%(tO) s Xg(to)) =0 .
On a démontré, comptc tenu de (1), la proposition suivantc :

PROPOSITION. - Si g est orthogonale & 1'orbite d'un point g(to) , clle est
orthogonale & 1'orbitc du point g(t) quel quc soit t .

DEFINITION, - On dit qu'unc géoddsique ost transversalc si, quel que soit ’
elle est orthogonale & 1'orbite du point g(t) . (Il suffit donc, pour qu'il cn
soit ainsi, qu'clle soit orthogonalec & 1'orbitc d'un seul Eoint). Si g ost unc

géoddsique transversalc, on notcra Jgn(to) 1'espace vectoriel

0(g(tn))
7, %o () .
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(4.5) Soit g wune géoddsique transversale. Si h(a) est un sous-groupc & un
paramétre de K , alors, pour chaque d , h(a).g cst une géodésique transversale
puisque h(a) est unc isométrie. De plus, h(a) g(t) e 0(g(t)). Appliquons cela
au cas ob h(a) = cxp (0X) , X €t :si g est transversale, ot si X ef, alors
Eé X € Jg“(t) quol que soit t € R .

En particulier, Rg Xeldy n(to) n Jgn(tl) pour t, ¢t t,e R En général,
1'apnlication . : £ - Jgn(to) n Jgn(tl) n'est pas surjective, d'od 1'intérét

de la définition suivante.

DEFINITION, - On dit que K est a action variationnellemcnt compléte si, pour

~

Ve 14 (3 ° n n
toute géoddsique transversalo, ot tout 1, # ty s Ty t - Jg (to) n Jg (tl)

est surjoctivec.

PROPOSITION. - Les deux conditions suivantes sont équivalcntes @

a. K ost & action variationncllement compléetc

b. si ne Jgn(to) n /\g(tl) avec b, # t, , alors n est la restriction & g
d'un champ de Killing ( g étant transversale).

DEMONSTRATION.
a.=pb. - Solt n € Jgn(to) n Ag(_tl) . On a n(tl) = 0 , donc cn particulier

q(tl) € O(g(tl))g(tl) . Montrons que n'(tl) L O(g(tl))g(tl) « Comptc tenu de

q(tl) =0 et de (2.8)b2 , cela démontrera quc n € Jgn(tl) , donc que a.=p»b. Si
X est un champ do Killing, X )€ Jg"‘(to) et par conséquent, ((2.8), corollai-

re 2) (Q,'(t) s Af(g(t)) = () , fié(t)) 3 on particulier, pour t =%, , ona
(n'(tl) , Xé(tl)) =0 . On on dédudt le résultat en utilisant (4.4)(1).
b.ompae - Soit 7 € Jg“(to) A Jg“(tl) . D'aprés (2.8)b, n(t,) est tangent 2

' \t‘ - . 5 _N .
O(g(tl)) . Donc, d'aprés (4.4)(1), il existe Xe t tel que n(tl) = Xg(tl) $

~

e 10 3 n - P n o 1 L -
1’1. Cft. Xg(t) appart:.c;nnent 3 B'g (to) , done 7 Kg(t) € Jg (to) s mais, par dé
finitionde X, n = Xg(t)e Ag(tl) ;N - Xg(t) est donc la restriction & g

' ‘174 ' I ¥ s
d'un champ de Killing, et n n Kg(t) + Kg(t) aussi.
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5. Caleul do A(ty) = dim(Jg"(tl) n Ag(to)) (b, fixd, t5# b))

1
(541) DEFINITION, - Soit VW un sous-cnsemble de I ; 1o stabilisatour K, de

W est le sous-groupc de K formé dos éléments k tels que kw = w pour tout

weEW.

(5.2) Soit g wunc géodésiquc transversalc, Kg(t lc stabilisatour de g(tO),

)
Kg lc stabilisateur de g . 0

L'application ;g applique la sous-algébre de Lic fg(t dec t dans

t)
J n(t ) d'aprés (4.5). Dc plus, si Xe i elty) ? (exp aX) g(to) = g(to) pour
tout o , ot par conséquent (n K)(t ) =0 d'apres (2.5) ; réciproquement, si
(ng X)(t y=0, Xet

) i‘:g(’c

g(tl) * Donc ng induit une application (oncore notée
0

0) - Jén(tl) n Ag(to) dont lc noyau cst fg . Autrement dit, la suite
0->f ->f )___,g_* Jn(t)n/\(to)

cst exacte.

Si maintenant X est & action variationnellement compléto, ﬂg est surjcctive,

ot par conséquent on a démontrd :

(5.3) PROPOSITION., - Soit g unc gdodésique transversale, On a @

. _ as < .
din K ) din K S M)
Si K st & action variationnellement compléte, on a plus prfcisément @
dim K - dim K_ = At .
in Ky (p,) = 4in Ky = M)

(544) Soit P ,un point tel que O(P) soit wne orbite de dimension maximume Si

Q est un point quelconque dé M , on pose :

8(0) = aim O(P) - dim 0(Q) = dim K, - dim Kp .

Soit g une gfodésique transversale, et supposons que 0(g(t)) soit de dimen=

sion maximum pour un certain TE R .

PROPOSITION, - Dans ccs conditions, fgm =1

DEMONSTRATION., - g étant transversale, (t) L 0(g(x)) 2 (7) ; et par consé-
quent, (cf. [2]), le stabilisateur de tout p01nt Q de g acsez prés de g(T)
est contonu dans K e(c) ° La dimension de O0(g(t)) étant naximum, les composan-

tes de 1'identit” de KQ et K a(7) cofncident, ¢t par conséquent les composantes
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de 1'identité de K_ ot K aussi.
g g(t)

(5.5) PROPOSITION, - Soit g unc géodésiquc transversale qui passe par un point

dont 1'orbite est de dimension naximum. Alors @
Mog) 2 0(elty)

8i K est & action variationnellement compléte, on a plus précisdment

A’(to) = 6(g(to)) .

C'est une conséquence immédiate de (5.3) ct (5.4). Dans certains cas, on sait
calculer effectivoment 5(g(to)) , d'olt 1'intérét do la proposition précédente.

¢. L'indice d'une géodésique.

6, Calcul d'unc dérivée secondc.

Soicnt N1 at N2

g(tl)e N, g(t?) € N, . Soit \&(t) une famille de courbes telles que ¢

deux sous-variétés de M , g unc giodésique telle que

(1) V(¢ ,_a) = Va(’c) cst une application & de R x A dans M telle que
V(t , 0) = Vy(t) = glt) 3
(ii) il cxiste deux fonctions ta(a) (e=1,2) tellos que Vy(t.(2)) € N,
et que tS(O) = tg3
(iii) si sa(t) désigne la longucur de 1l'arc de la courbe Wx(t) compris entre
une -certaine origine to(a) et 't , alors
t - tl(a)

:k(a)
| 8, (t) - Sa(tl(a)) ’
k(a) étant unc fonction positive.
Pour simplificr 1*écriture, on pose :
oV ov a
=z , Y=35 , T(t):X(t,o)z-a% ,  Rp(t) =Y¥(t,0) .
D'apres (iii), IX|2 =(X, X) = kzia) ; en particulier, |X| ost indépcn-

dant de t©

On sc propose de calculer la dérivdic seconde de la fonction

t.,(a)
I(CX.) =/-ti(a) N(X s X) dt = IX|(t2(a) - tl(a)) = Sa(t2(a)) - sa(tl(a))

pour o =0 .
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(6.1) I' (@) = t4(a) - t1(a))|X] +/tl(a)—-.‘-x-]— at .

VX
Remarquons quc, |X| étant indépendant-de t , il en est do mére de (?i'& y X)o

. X_V ;
En particulier, pulsque 33 = g% Y (cf. 71.3))
(642) (pr , T) = Cte ’
et

6. i k'(0) =0, alors (p, T) =Ctc .
(6.3) si ( alor , 2(té(o¢) e (a)) o

(604) I"(a) = (tg(a) - ‘b"(OL))le I (dOL ) X)
2
(m)(‘7 , %)+ (2 2 X | g2
f 2 dOL _ ] at ]
Ty (OL) | X1 lXiB

Dtaprés (1e3) ot (144), on a @

2
¥y L vV vyv-L L
da2 “dath"'ddY*R(Y’X)Y R

et, pour o =0 , on a, d'aprés (1.5) :
You(s,0 ,0 = (Fagmit,0,n .
Finalecment ¢
(6:5) T7(0) = (£8(0) = &(0)|7] + 2(83(0) - v3(0)) Lp D)

P (¥, , 0) , T() - (L (s, , 0) , Tt,))

+/ 2 ', ) & (R , Dy, T) (pl IT)2J it
T
1 )

Utilisons 1'hypothése 6(ii). Posons cps(cx) = V(ta(a) ,a) (e=1,2). 9
est une courbe de M. . On a, en dérivant :

d

¢
(6.6) T = Me @) , o) s1(e) + (6 (o) , @)

Pe

d
(6.7) K (@) = & 1B =2 1t (@) , @) b(a) + 5 Wb (o) , q)

+ oAb (@) , dta) + Kb (o) , o) t(a) .
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Soit, pour o =0 , d'aprés (1.3) @

d
(6.5) T50) = T(5,) £1(0) + u(t,)
(6.9) K (0) = 2p* (¢, )t‘ (0) + Y (t » 0) + T(t.) ti(a) .

La formule (6.5) s'écrit finalement, comptc tenu de (6.9) ot de (1.2)

K. (0) , T(t,)) - (X, (0) , T(t,))
(6.10) T0(0) = (%, (0) 2))m( L (ty .

o R ) SR, ) | G i P

by |7|°
(6.11) REMARQUE. - Si t,(a) = t, ot =i T(t,) L (Nz)g(tz) , (6.6) ct (6.9)
dg
doviement == Y(t, , @) , K,(0) = Lt ,0) . ¥ty , @) &tant un champ do

vocteurs tangents le long do ¢(a) a N, , ot a_(SL__(O) = ¥(t, , 0) = p(tz) ,0na s

d'sprés (2.7).

Si tl(a) =+t, ot si @1(a) = g(tl) , alors Kl(O) =0 .

1

7. La forme quadratique Q .

Soiont Pe M, N unc sous-varidté de M , et g une géodésique normalc i
N telle que g(0) =P, g(l)e N,

On munit M ds sa structure d'espaée métrique induitc par la structurc ricman-
niemne, i. ¢., d{(A , B) = inf des longucurs des arcs de ecourbesdiffdrcntiables
par morceaux joignant A & B . (La topologic induite par cette métrique cst

d'ailleurs la méme que la topologic initialc).

Pour tout A e M , 1l cxiste un nombre d, >0 tel que si a(a , B) < d, , alors
on peut joindre A et B par une gdodésique unique (paramétrée par la longueur
de 1'arc), dont la longueur est égale & d(A , B) . Puisque M est complédte pour
la métrique ci-dessus, la boule fermée do centrc P ot de rayon 24(P , g(1))

(par exemple) est compacte. Il coxiste donc un nombre d >0 , tel que si A et B
sont deux points quelconques de la boule, et si d(A , B) <d , alors A ct B
peuvent 8tro joints par une géodésique unique, dont la longueur cst égale a

a(a, B) .

11 existe donc un nombre enticr p assez grand, un € > 0 assez pctit ct des
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nombres rsels tp (p =0, «ee ,p+ 1), avec 0ST=1y <1, <...<tp<tp+1= 1,
ot T ecst un nombro fixé, tels que d(A , B) <d pour tout A (resp. B) tel
que d(A , g(tp)) < e (resp. d(B , g(tp+1)) <ge) (p= 0, «ae s p ). On fixe
p, T, T, dans toutc la suitc.

P
Par les noints g(tp) (0<p< p) on fait passer une hypcrsurface Sp non

tangentea g on g&p) . On choisit lc € précddent asscz petit pour que S
(resp. N = Sp+1) a.mette dans la boule ferméc de centre g(tp) (resp. g(1)) de

rayon € , une rcprésentation paramétrique réguliere de la forme

= & i
my = &fz)

=1, e0,n0=1,p=1, e ,p) (rospei=1, «ec ,q avec q=dinN,

—_
[

p=p+1)ctou g(tp) correspond & z; =0.

Soit 2z = (z;) . Se donner z , c'est sc donner un systéme (mp) de points avec

nb € S ., On a tout fait pour que 1'on puisse joindre mp a m.p+1 par une uni-

que géodésique pour p =0 , «os 4, P « On obtient ainsi une gbéodésique brisée

u(z) . On paramétrc u(z) proportionncllement & 1la longueur de 1l'arc, de fagon

que

i

ft=1 on g(T)

t =1 sur N .

Si t (z) désigne la valcur du paramétre au point m, sp(z) la longucur do
1'arc de u(z) calculdc & partir de g(t) , on a @
t -t (z)
£ =1-‘t=k(z) ’
s(z) - sp(z) I(z)
ot I(z) désignc la longueur de u(z) entre T et 1, s(z) la longueur de

u(z) entre T ot t .

(7‘1)13%6-9%(0)-:0 (i=1’.o.,n“‘1; P’-“-l,...,p,ou
Y Zp .
i=1, 60039, p=p+1).
DEMONSTRATION, - I(z) = > /4C (7) s + On applique (641) ct (646) aux p in
p=0 p*"

tégrales qui figurcnt sous le X 3§ avce un peu de soin, on s'apcrgoit que
gl{(z) =0 si: ‘
aZp

1© u(z) cst orthogonal & N 3

20 u(z) a un champ de vecteurs tangents continu.

Goci cst justement virifil pour z =0 , car alors u(z) =g
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(7.2) DEFINITION de Q.(Z) .

Soit Z = (Z;) un systéme de (n - 1) p + g nombres récls. On posc

Dc
i
)2 Z

~(0) 7t

p!
Pour |a| assez petit, oZ cst un systéme de paramdtres qui représentc un systé-

0,(2) =2 Q(z) = Qy(2) .

p p' ’

me (mp) de points avcc m_€ S_ . On posc alors I(a) = I(aZ) « On a, bien

p P
ecntondu,
2
a- I
Q.(2) = =—=(0) .
T dd?

Pour calculer Q (2) , on peut appliquer le résultat du paragraphe 6 & chaquc por-

tion do courbe My By 2 et somer pour p variantde O & pj m m . étant
unc gdoddsique, lc champ de vectours désigné par p dans 6, ot que 1l'on désignera

ici par Ny s est défini pour tp £ttt ct est un champ do Jacobi.

p+l

Soit ¢ (OL) = (aZp) la courbe décrite par m, dans Sp y ot Ko = aya-a% O

P P

D'aprés (7.1), on a ——-(OLZ) =0 pour a =0 , donec, d'aprés (6.3)
(np ’T):O 9 (‘Qp ,T)=C'be Y

D'aprés (6.8)

I

¢
—L ! +
o) = 1) 4100) + 1 (1)

T(tp) tfg(o) + qp_l(tp)

et, par conséquent
t = t .
np( p) np-l( p)
Si donec n est le champ de vecteurs le long de g tel que
n est un champ continu de vecteurs tel que n' soit continu, sauf pout-ftre aux
points tp y 0<p<Lp

Un tel champ sera appelé dans la suite un champ de Jacobi brisé. n étant con-
tinu, ona (n , T) =Cte pour Tt <1 . Come my = g(t) est indépendant do

o , n(t) 0 et par conséquent @
M, T) =0 .

Enfin, (6.10) donnc
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15(0) ) (KP+1(O) ; T(tp+i)) - (Kp(o) , Tt ) /p+1 (n} ,n;) - (RI(:B) ,T) Tmp)

oh L désignc la longusur de g comprise cntre g(O) ot g(1) . Finalement 3

0u(2) = & m; » n(1) i) =, DT,

d'aprés (6.11).

L'ensemblc des champs de Jacobi brisés cn tl s ses 9 tp , nuls en O , tcls que
(n,T)=0 ot que n(l) € Ng(l) forme un espace vcectoricl V . On a alors le

lemnme suivant

7.3) LEME. - L'application Z - est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
n

Reppelons d'abord briévement coment s'introduit lc nombre d : sur la géodésique
g » les points conjugués (i. c. los points distinets a , b tols qu'il cxiste un
champ de Jacobi 7 non nul avec n(a) = n(b) =0 ) sont isolés (démonstration
entiérement analogue & cclle de (3. 1)). Alors, on cherchc un nombre d inférieur

ou égal & inf des distances de deux points conjuguds sur g (voir (9.6)).

Autrement dit, un champ de Jacobi est parfaitcment déterminé par ses valecurs en
deux points de g dont la distance est inférieure & d .

Donc,ici, n o¢st déterminé par lcs valcurs q(tp) . Or, si V- désigne le vec-
teur tangent & la courbe ‘bp(O g see 3 z; , ees 5 0) au point g(tp) , On a, pour
p#Zp+ 1

— l + 1
(7.3.1) n(ty) = n,(ty) = lZ 25 Vp .T(t ) 34(0) )

ety pour p=p + 1 :

a5
(7.342) n(1) = 1‘51 %0 Vo .
Come (B ,T) =0, ona té(O) = - Zp 2 « Dapplication Z =* 1 est
' i=1
donc lindairc. C'est un isomorphisme, car les Vg et T(tp) forment une basc de

Mg(tp) pour Pp<p + 1, et les V;+1 forment unc base de Ng(l) o

(7.4) PROPOSITION. - Q.

focele de N relativemeont & g ; de plus, le corang de Qr est égal 2

est dégénérde si et seulement si T est une valecur

X(p) (cf. paragraphe 3 ). (On appelle corang de la forme quadratique Q. la di-

mension du noyau de la matrice associde & Qp ).
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DEMONSTRATION, = M, satisfait a 1'4quation (Jg), (q;D , qz)) - (R(n, T)T,rb)z 0,

et, par conséquent
p .
- ( -nt .
10,) = (7, (1) + ) L (1) + 2 () =nil) » m(ep))

Soit Y; le champ de Jacobi brisé en tl y ses 9 t qui correspond au vecteur

Z dont toutes les composantes sont nulles, sauf Z; =1 . D'aprés (7.3), on a @

i,i il
n(t ,2)==2 Y?'ZP , n!(t y 2) =% Y'p ZP .

Par conséquent, si j = ;o s On a:

6 - t + P ] -t
o Wel®) = (D) +mi(D) 5 L)+ 3 G ly) = mt) s )

Si Q(Z) est dégénéré, 5%— Q¢(Z) =0 quel que soit j pour un Z # 0 , donc
J
d'aprés (7.3) pour un n #0 . Maid (n' , T) = 0 , Il suffit donc de calculer Y
Yj mod T . Mais, d'aprés (7.3.1),
Yj(tp) = 0 nod T si p#p' ,

st
Yj(tp') = V;, mod T .

(V;) et T formant une base de. Mg( y Ppour p #p+1, et (V;
base de Ng(l) , on voit que Qz(Z) dégénéré entralne :

+1) étant une

”5-1(%) = n;)(tp)
T np(l) + nl')(l) LN,(1) ;

autrement dit : n' est continu, n #0 et n € Jgh(l) n Ag(t) .

Pour conclure, il suffit d'appliquer (7.3).

(7.5) Le théoréme sur 1'indice.

ae Q ost dégénéréd si et seulement si O est une valeur focale de N relati=-

vement & g , et corang Q = A(0) .

be Indice de Q = 2 At) o ( 2 A(t) est un nombre fini d'aprés (3.1
—_— 0<t<1 ogt<1

On 1'appalle 1'indice du segment [g(0) , g(1)] de la géodésique g ).

(7.5)a est déja démontré : il suffit de faire T =0 dans (7.4). La démonstra-

tion de b est une conséquence de (7.4) et des deux lermes suivants :
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(7.6) Soit M 1'ensemble des champs de vecteurs continus diff4rentiables par
morceaux (i. e. 8i p e & , H' existe et est continu sauf en un nombre fini de

points, et en ces points W' a une limite & gauche et une limite & droite) le

long de g « On pose @
b b
Ia (u) = (6u(b) , p(b)) + /a Qp , p') dt s

ot ped, Qluyp')=( ,u)=-@CE,TT,pn , 6 Stant une transforma-
tion lindaire autoadjointe de Mg(b) .

IEMME 1. = Pour tout a assez voisin de b , il existe un champ de Jacobi uni-

que prenant des valeurs données pour t =a et t=b . Pour ces a , soit

pedi tel que p(a) = pla) , p(b) =p(b) avec f e Jg s alors @
b, b, -~
(I (1)) ’

1'égalité n'ayant lieu que si p =H »

IEMME 2, - Pour tout a assez voisinde b, g;?p) >0 pour tous les pe N
tels que p(a) =0, p#0 .

8. Démonstration de (7.5)b.

(801) Indice de Q& 2  At)
0<t<1 '
DEMONSTRATION. - Appliquons le lemme. 2 de (7.6) avec b =1, © = Tg sur Ng(l)g
o =0 sur l'espace supplémentaire orthogonal. Il existe Tg s 1> Tg > 0 .
tel que I% (0) > 0 pour tout pe & tel que B#O0, p(to) =0 .
0

Soient tl s cee s ﬁ% les valeurs choisies dans le paragraphe 7 pour cons.ruire
Q= Qo) ’ Sp les surfaces correspondantes. On construit alors Qt avec les va~-
leurs t, T 5 «e0 tp T et des surfaces Sp(z) dont le plan tangent en g(t_ T)
est obtenmu 3 partir du plan tangent en g(tp) a %) par transport paralléle le
long de g »

Qt est une forme quadratique dont les coefficients sont des fonctions r~ontinuec

de T pour O tT<1.Pour ©=r1, y Q. est définie positive dtapres (7:2)
O .

ot (7.3) ; 1'indice de Q_  est donc nul. Or, quand T varle de <, 3 0, 1'in~

5
. .0
dice ds Qt ne peut varier que lorsque T »asse par une valeur T, pour la-

quelle Qt est dégénérde, la variation de 1'indice étant alors au plus égale au
1 .

corang de er . D'oil 1le résultat en appliquant (7.4).



1422

(862) Indice de Q> 2  A(t) .
— 0<t <1

S'il n'y a pas de points focaux, le raisonnement de (8.1) montre que 1'indice

est nul, et (7.5)b est démontré dans ce cas.

Supposons maintenant qu'il y ait effectivement des points focaux, et soient
0 < Xl < eoe < Xﬂ
continuité analogue & celui de (8.1) montre que 1'on peut supposer les tp diffé-

<1 1les valeurs focales correspondantes. Un raisonnement par

.rents des X o On peut mfme supposer que les tp séparent les X, 3 en effet,

on a le lemme suivant ¢

IEMME., = L'indice de Q est indépendant du nombre des points de subdivision
t, » pourvu que d(g(tp) y gty ))<a . '

Pour chaque x; , soit (ni j) une base de Ag(xi) n JgN(l) (1€3ig ?\(xi) )3
’

i, étant un champ de Jacobi, (ni i T) est une fonction linaire de t .

’ )
Cette fonction étant nulle en x, (car N j(xi) =0 )eten 1 (d'aprés (2.8)),

’
on a ) =0,
(ni’j s T)

Solt p; i (118, 1€ji¢ Mxi) ) le champ de vecteurs le long de g
?
défini par
HE pour 0§ t< Xy
i,J 0 pour x, £ t<1 .
On a encore (}Ji ] T) =0 , et,par conséquent, les Ky j('b ) définissent un
’ ’
unique é1ément de V (notation de (7.2)), qui définit a son tour un unique vec-

teur Zi 3 Ad'aprés (7.3). Les vecteurs Zi 3 sont au nombre de
H ’

A(xl) + oeee +?»(x£) = . % . A(t) .
<t<

Pour démontrer (8.2), il suffit de montrer que Q est définie négative sur un
sous=espace vectoricl 3 2 AMt) dimensions:
0<t<1

a. Les vecteurs Zi j

b

a, : 2. . =0 et soit =Ya, . M. .
i, "1, © © s alsJ pl,J

ot (7¢3.2) montrent que

sont lindairement indépendants. - En effet, supposons que
« Comme (g , T) =0, les formules (7.3.})

p(fp)=0 pour tout p , OLpgp+1 .

Soit alors k 1le plus grand cntier tecl que tk < % o Corme les 1 séparent

P

les X5 s il n'y a pas de valeurs focales entre tk et X s et par conséquent,
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sur [t, , %], p=2a .n, ; »Donc | est un champ de Jacobi non brisé ;
k 2 i 2, '2,] = s
or, cc champ est nul en % (car p(t ) =0)et en X, (car ure s'annule en

X, par définition). Donec p =0 , puisque d(g(t,) , g(xy)) < d(g(t ) g(tk+1))<d.
Come les 1, j sont lindairement ind’pendants, les ap j sont tous ntls ; méme
) . s

raisonnement pour £ -1 , ctc.

b. Q ocst définie négative sur 1'espace vectoriel engendré par les Zl g

Soit K une combinaison lindaire des Hy j (2 coefficients constants) 3 p ost
’
un champ de Jacobi brisé cn Xy poees s Xy s et, par conséquent, dans 1'intervalle

Ix; %, 0 s oma QQu, p') = (u,p') . Done

1 xi-o
Io() = (T p(1) +p' (1) 5 p(1)) +2 (u , p')| ;
g i +0

le terme avant le I ost nul d'aprés (2.8).

En x, , p(xg) =0 , donc, dans le T , n'interviennent que des i<l

En % .1 :
- pour calculer p(x)z 1) , seuls interviennent lcs Ut j H
= ’

- pour calculer ' (X)Z, 1t 0) , sculs interviennent les qé j H
- ’
- ' - i i 28 ! . . ! « ©
pour caleuler p'(x, , -0) , seuls interviemnent les n, ot 1es ny_;

x, ~0

Donc, dans le calcul de (un , pt) | t-1 , los qé 3 s'éliminent, et il roste
x, ,+0 ?

2 =1

.une combinaison linéaire de termes du type
1 .

(nz,j(xz—l) ’ nk—l,h(xfl—l)) 3

mais, d'aprés (2.8), corollaire 2, ceci cst égal & @
1]
qui est nul, puisque %-1(}‘2-1) = 0 par définition des n
En poursuivant ce raisonnement, on voit que finalement
Ié(p) =0 pour toute combinaison lindaire des Hygoe
’

Soit maintenant 2 = Za, j Z, jrEE Zai Hig o N 1o vecteur de V qui corres-—
’ ’
pond 3 Z par l'isomorphisme (7.3). LQ(Z) = Io(n) , et, par définition des
Zy j 0 p(t ) = n(t ) pour tout p . Or:
’
{p' est discontinu aux points P, ,

n' est discontinu aux points tp .
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Donc, dans 1'intervalle ]tp ’ tp+1[ , N est un champ de Jacobi non brisé, et,

par conséquent, d'aprés le lemme 1 de (7.6),

Itp”(p) I, Sy
p “p

1'égalit? n'ayant lieu que si p' est continu dans it [, ce qui n'a lieu

p’ P+1

que s'il n'y a pas de valeur focale dans cct intervalle. Comme on a supposé qu'il

y avait effectivement des valeurs focales, on a :
1 1
Io(p) > I(n) = 1a(2) .
Mais on a vu que Ié(p) =0 . (7.5)b est donc complétement démontré.

(8.3) DEMONSTRATION du lemme (8.2). - Considérons les deux subdivisions

(ty 5 oo tPo , tpo‘“l y ses s tp) et (b, 5 oe0 s tpo s b tpo"l s see g tp)

gatisfaisant aux conditions du lemme ; soit Q 1la forme quadratique calculée avec
la premidre, @ la forme Aquadratique calculde avec la seconde ; soit H un sous-
espace vectoriel sur lequel Q est définie négative ; si Z€ H et si n corres-
pond & Z par 1'isomorphisme (7.3), q(tk) ost parfaitement détermin?, et le
champ n définit donc un vecteur 7 dans 1'espace vectoricl sur lequel est défi-
nie @ , toujours d'aprés (7.3). La correspondanes ainsi définie Z »Z ost un

isomorphisme, Comme de plus
() = M) = W2

on en déduit que 1l'indice de Q est supérieur ou égal & cclui de Q » Soit main-
tenant H un sous-espace vectoriel sur lequel Q est définic négative j si

ZeH et si 7 correspond & 7 par 1'isomorphisme (7.3), on définit un champ n
par les valeurs n(t ) —ﬁ(t ) pour p # k , et, par conséquent, un vecteur 7%
dans 1'espacc vectorlel sur lequel est définie Q . Comme n =7 sauf sur

[tpo y po"’l] , Que q(tpo) -.n(tpo) ’ q(tpo+1) -n(tpo+1) , que sur cot intervalle

7 est brisé (pout-&tre) en ty s alors que 1 est non brisé, on a, d'aprés lo
lemne 1 de (7.6),

- 1 1 '
0> 1E) = Iy > Ijh) = 1a(2) : .
Si on arrive & montrer que la correspondance 7 -7 oestun isomofphisme, on en
déduira que 1l'indice do Q ost.inféricur ou égal & celui de Q , et le lemme sera
démontré «
Vu la définition de n a parti de 7 , il suffit do démontrer que 1l'on ne peut

pas avoir deux champs N # B correspondant & dos vecteurs de H avce
—(tp) = p(tp) pour tous les p # k . Or, s'il existait deux tels champs, le champ
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N -H = h correspondrait & un vecteur de H par 1'isomorphisme (7.3), et & se-

rait nul en dehors de 1l'intervalle ] et non identiquement nul sur

cet intervalle. On aurait dfune part

t
— ptl
0> I (k) = It% ®
Po
et d'autre part :
Yoo+l _
I, (h) > 0
po .
d'aprés le lemme 1 de (7.6), puisque l'unique champ de Jacobi nul on tp et
t o4l est le champ nul. D'ol unc contradiction. 0
o .

9. Démonstration des lcimes (7.6).

On reprend les notations de (7.6), ot on considérc pour les K € il la fonc-
tionnelle

Iab(p A = (Ou(d) , p(0) + /P00 , pt) =M, p)Idt

ou A est un nombre réel.

(9.1) LENE, - Si T donne wno valour minimum & la fonctionmelle I , A)
(A fixd) quand p décrit l%ensemble des 1léments de M tels que p(a) soit

fixd, on a néccssairement

p' est continu et dérivable,
B"+ R, T) T+AL =0,
Sp(b) +H'(b) =0

- b
Si p donne une valeur minimum 3 la fonctionnelle L (b , A) (6 =0 , Afixs)

quand p déerit 1'ensemble des éléments de M tels que p(a) et plb) soient

fixés, on a nécessairemont :

B! est continu et dérivahle

"+ RE,T)T+X =0
(cc lcmme cst unc adaptation "vectorielle" des classiques conditions d'Euler, et
du lemmo de Du Bois-Roymond). .
DEMONSTRATIONs - Soit x(t , @) e & wun champ dépendant différentiablement d'un
paramétre o tel que

x(t , 0) = B o x(a , a) ‘—'Tl(a-) .
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vx v ox _ ox' ]
a—,a-,etona T 33" Ja «On a:

I'(0) = 20©u(b) , %(b ,0)) + 2/b [(33 s i) -~ ®R(EST)T, %%“7(“’%}6{9]‘3”

R . ox ox!
ol, sous la signe somme, ~g et Sa sont pris pour o =0 .

On écerira x' au licu de

Soit ® "la primitive covariante" do -R(E , T) T - M, nulle en a , 1. ¢
le champ le long de g tel que ¢(0) =0, &' =~ R(1 , T) - AL o Unc intégra-
tion par parties ct '5%(3 , 0) =0 donnent

11 (0) = 263 (6) +2(0) , B(b , 0)) 2@ -0, e, ) @b

Si p rond minimum I b, on a nécessairement I'(0) = O pour tous les champs
x(t 4 a) , donc en partlcullor pour tous coux pour lesquels %&(b , 0) =0 . Autre-
ment dit, pour tout w € I tel que w(a) = w(b) = 0 , on doit avoir

fg(g' -d ,w') dt =0 o

Ceci cntrafne p' =@ = B¥ , o B* ost a dérivée covariante nulle. En cffet, soit
K 1la primitive covariante dec p!' =% 1lo long de g , nulle pour a = 0; on
pose B =K(b) , ct B* désigne lc champ lc long de g obtenu par transport pa-

g:aB*;ona w(a) et w(b) =0 3

ralldle a partlr de B . Onpose w=K=
de plus

02/2@' -2, w‘)dt;—"-/z(.p' - -8 » B -CIJ.-B*) dt

C. Q. Fe Do
Mais P! =& + B° montre que [i' ecst continu et dérivable, car & et B* ont

e

ces propriétés ; par comséquent, p" + R(ii , T) T + AL =0 o Mais alors
~ - d .
I (0) = 2(6(b) + ' (6) , (b , 0)) = 0 quolw soit Sx(b,0),

d'ol le lemme.
REMARQUE. - Si on impose, de plus, la condition [i(b)e N 2(b) ? ou N est une

sous=variété normale & g , on rctrouve (pour ?» =0 ) les condltlons de (2.8), ce

qui. fournit une interprétation géométrique de Jg (b)

(9.2) IEME, - Pour tout a assez VOlSln de b, il existe unc solution et une

soule de 1'équation diffsdrenticlle (J ) pt + R(uw , T) T + A =0 qui prend des

valcurs données en a ct on Db . Pour ccs a , lo résultat précédent cst cncore

valable quand A varic dans un intervalle asscz petit.
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DEMONSTRATION, - Les solutions de 1'équation Jgk

pace vectoriel & n dimensions. Soit Byos eve s By unc base de cet espace ;

nulles en b forment un es-

alors }-li(b) s ees g p;l( b) sont lindaircment indépendants, car sinon il existerait
une combinaison lindaire & coefficients non nuls p des W, telle que p'(b) =0
mais, comse p(b) =0 , on aurait p =0 , co qui est incompatible avec le fait
que les u, forment une base. On considére un repeére qui varie continusment avec
t sur g , ct on pose

D(t) = Det(ﬂl(t) y ooy Pn(t)) 5

alors D(to) =0 s8i et sculement s'il existe une solution nulle en b et en to .
Compte tenu du fait que Det(}i’l(b) y cee s ;.L;l(b)) # 0 , on démontre que de tel-
les valeurs to sont isolées, par un raisonnement analogue & celul ds (3.1). 11
existc donc une valeur a, telle que, pour ay< a<b , D(t) #0 pour
a<t<Db.Pour ces t, pl(t) y ese pn(t) forment une base de l'espace vec=-

toricl Mg(t) , ¢t le seul champ de vectoeurs mul en a et b est lc champ nul.

L'ensemble de ces champs precnant une valeur po(b) en b est de la forme

n
Po=pg o+ :Elki By avec k,e R .

~ Com.e les vecteurs pi(a) sont lindairement indépendants, il cxiste un ot un seul
champ de vecteurs prenant la valeur po(b) en b et une valeur fixée en a .« Les

My étant des fonctions continues de A , le lemne est complétcment démontré.

(S43) IEME. - Pour les a du lemme précédent, soit [ une solution de ng et
pell tel que p(a) =p(a) ot p(b) =p(b) . Alors
b -
Iahtp’}‘)? Ia(“ s M) )
1'4galité n'ayant lieu que pour p =f (6 =0 ) . (En particulier, faisons
A =0 2 (S.2) et (9.3) démontrent loc lemme 1 de (7.6)).

DEMONSTRATION, - Soit a vérifiant les conditions du lemme, coes conditions sont
encorc vérifides pour un T < a assez voisin de a « On considére 1'cnsemble des
solutions de Jg}‘ telles que p(z) =f(r) . On a vu dans (9.2) que ces solutions
pouvent s'écrire

p=p0+k1p1+...+knpn ’ avec kie& ’

po('c) =p(z) , pi(‘c) =0 ; les pi(to) forment unc base de 1'espace vectoricl
M pour tous les t, avec T< t,<$ b . Si donc 1N est un champ de vecteurs
g(to) 0 0

€l , il cxiste un systéme unique de fonctions ki(t) telles ques
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les ki étant différentiables par morceaux, pour T + €<t <b+ &, € assez
petit, T +€e<a .
De plus, si Yy est un chemin de Jt+ e, b+ gl x“’f\{‘n , on vérific sans peine

que 1l'intégrale
=/ [otn , F) - Mp, wiat +2 >: <dt ,5@ ak,

ne dépend que de 1'origine et de l'extrémits de y (intégrale de Hilbert) (va%
désigne 1l'expression pj + f k., 1! ).
| =1 -7

Soit n e T un champ tel que n(a) = ia) , n(b) = o) ;

n  d8finit dans JT+ €, b +€f z,&n un chemin y d'équations paramétriques
t, kl(t) y ave s kn(t) .

[ définit dans ]t +e, b +gf X'&n un chemin Y d'équations paramétriques

t, ke ’_En , les Ei étant constants.

y et Y ayent mémes extrémités pour t € [a , b] , ona J = Jg « Mais, d'une

Y
part

b,
‘% = Ia (VY ’
et d'autre part
b Vi B '
JY =/a [Q(Tl ’ d‘b) ">\-(Tl ’ Tl) + 2(\;1: » N "%%)] at .

Donc :

Iab(n » M) - IZ(H s A) =/Z @ ,n') = , 2 -208 , o' -] at

b v
=20 -, - atz0

1tégalité n'ayant lieu que pour n' :v(—i% , ce qui entrafnc ki(t) = Cte pour

agt< b, done ki(t) = Ei puisque n(a) =p(a) .

(9.4) IEME, - Quels que soient a et b, il cxiste un nombre A, tol que, si
A&M gonait I (p s A) >0 pour tous les peli, p#0, pa)=0.

DEMONSTRATION., - Il existe un nombre c >0 tel que :

(Bu(b) 5 u(b)) > = o(b - a)(u(d) , p(b))  pour tout  p(b) € M,y

et
(h(0) , (o)) = == [ D20k , p1) @t .
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Donc
%, M >0 [-2el, 0 ¢ W) - R, DT, ) =M, W] a

I1 existe un nombre k > 0 tel que, sur lo compact as<t<g<b,
(R(u , T) T, p) > =k(p y 1)

puisque les coefficients de R sont des fonctions continues de t . Pour démontrer

le lemie, il suffit donc de démontrer que, pour A < ?»* ’

—=2c(u ,p1t) + (W ,pt) =Ap ,p)>0 .
Or, si onpose X=V(u,p), Y=V{',p'),oma (p,p')<XY, ctpar
conséquent, 1'inégalité est vérifide pour ¢ +A<0.
(9.5) DEMONSTRATION du lomie do (7.6).

as Soit ay< b, ct soit ?»* 1o nombre défini dans (9.4) pour a = aq e Quel
que soit a tel que ay < a< b, Iab(p s A) >0 pour les p el tcls que
p(a) =0, p#0 (onprend p=0 cntre ay et a ).

b. Pour tout a suffisamment voisinde b, et A< 0, p=0 est la seule

solution du systéme @
(1) um +R(u , T) T+ =0,
(2) u'(b) +6u(p) =0,
(3) p(a) =0.

DEMONSTRATION. = Pour A < )\* , Iab(p y A) > Obpour p#0 vérifiant (3) d'aprés
a o Or, si p est solution de (1), (2), (3), L (4 ,A) =0 .Donc p=0 ostla
seule solution de (1), (), (3) pour A< Ay o ’

Supposons maintenant A*s A< 0 . Les solutions de (1) et (2) forment un espace
vectoricl & n dimensions. On en prend unc base n,(t , A, (L =1, een yn),
les n, étant des fonctions continues de A d'aprés (1). On considérc un repéere
qui varie continuement le long de g , et on forme

D(t , A) = Det(rll(t s A) 5 see s nn(t , A))
sur cc repérc. D(t , A) est une fonction continue de t et A o De plus,
D(b , A) £0 quel que soit A

en offet, si D(pb , A) =0 , il existe unc combinaison lindaire des n; & coeffi-
cients constants, soit p , telle que u(b) = 0 ; mais, d'aprés (2), on a p'(b) =0,
ce qui ost impossible, car alors p est nul, contrairement & 1'hypothése suivant
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laquelle les n, forment unc basc. Il existe donc un a, assez voisin de b tel

que sur le compach

/N
ot
N
o’

on ait ¢

D(t ,A) #0
Or D(’c,O s A) = 0 est la condition nécessairc ct suffisantc pour quc 1'on ait une
solution W # 0 vérifiant (1), (2), (3) avec a = %y « b ost donc dimontré pour
tous les a e [a1 , b[ .

ce Soit a € [a1 , b[ vérifiant de plus les conditions du lomme (9.3) pour tous
les A e D\.* , 1] , ol ?»* -est le nombre défini dans a. (Un tel a existe d'aprés
(942) et (9.3), puisque [}\* y 1] est compact). Soit Ag = sup M]éb(p yA)>0
pour tout pe % , p£O0, p(a) =0.

Pour démontrer le lemme (7.6)2, il suffit de montrer quec 7\0 > 0 o Supposons que

)».Os 0 . Comme Iab est continue em A , on a : '
b
Ia(p,}»O)zo pour pe I s, P #0, p(a)=0 .
Supposons qu'il oxiste un P tel que £ #0 , fi(a) =0 et tel que Iab(;l,?\o)=0;
B rend Iab minimum, donc, d'aprés (9.1), f vérific les conditions (1), (2),
(3) de b ; mais alors, d'aprés b, i devrait &tre nul, puisque ?»Og 0 + Par con-

séquent, un tel p n'existe pas ct on a
b
I G ,Ag)>0 pour pel , p#0, p(a) =0,
Soit peM o w #0, p(a) =0, ot soit i la solution de (1) avee A =g s

mulle pour t =a , égalc & p(b) pour t =b ([ existe ot cst unique d'aprés
(9+2) d'aprés 1lc choix de a). On a ¢

h b,.
Ia. (TR )\0) 2 Ia @, 7\0)
d'aprés (903)0

B déerit un ospace vectoriel & n dimensions quand K varie, otsi on impose de
plus la condition (i(b) , A(b)) =1 (ce qui revient & multiplier Iab(ﬁ , 7\0)
par unc constante > 0 ), Iab(ﬁ s A) est une fonction continuc de fi , A , ol
i déerit un compact. Cette fonction étant positive quel que soit H pour
A= )“0 s ¢lle reste positive pour A voisin de }\.O , on particulier pour un
?\ > Ay » Mais alors, d'aprés (9.3), on aurait I (}i s A ) > 0 pour tout pedl,
" 7.‘ 0, p(a) =0, ce qui cst impossible pulsque Ay > 7\0 .

(9.6) Retour sur la définition de d, (cf. paragraphe 7).
ae Il est clair, sur la définition de la métriquec de M , que la topologie
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induitc par cette métrique coincid.: avce la topologic initiale de M .

be Soit Ae M, UA un voisinage de A muni de coordonnées x (i=1 s s eey )
milles on A avec |x*| < k . Dans Uy
(paramétrées proportionnellement & la longueur de 1'arc & partir de A )

1'équation des géodésiques peut s'écrire

€ xt i &
P jkak a " ’

et les solutions dc cotte équation passant par A sont parfaitement déterminées
i : .
par la tangente & 1l'origine, donc par %%—(0) =<xé . Dans un voisinage de @),

ces solutions peuvent s'écrire :

£t ,al, ., a)
x* &tant une fonction différontisble de t , at , u.. , a® , telle que
i 1 n dx" 1 n
Xl(Q,OL ,-..,O(.):O Py a—;E-(O.,Cl ,...,a)=0 .

Soit rlj lc champ de vecteurs de coordonndes Eé%f ( ot y eee s Fixds).
oo
Comme q3(o) est le vecteur dont toutecs les coordonnées sont nulles sauf la

j=-idme qui vaut 1 , les n vccteurs nB(O) forment unc base de M, « On en dé-
duit que les n champs ! (qui sont des champs de Jacobi) forment unc basc de

Jg , ol g est la gdod’sique définic par (o} , eee 5 &) . Or, pour

1 . . . s
Ay 5 ese 0@ s i1 existec un nombre a assez voisin de 0 tel que qlﬁﬂ,...,1}$t)

soient linéairemont indépendants pour tout O <t < a « Donc, pour tout 0< tg a,

le déterminant

b (s, al o) £ 0
6aj 9 O 3 8o o 0 ?

et, d'aprés lc thiorémec des fonctions implicites, on pcut résoudre les équations

1

x(t, & , o) =bT

pour tous lcs b+ appartcnant & un voisinagc assez petit de xl(t ’ aé Oy ag).

Mais, pour lcs mémes valeurs de t , D(gz;-(t , of , eee 5 &) £0 pour dos

o
a} s eee o" assez voisins des aé y ses ag'. Donc le a pricédent est encore
valablc pour ces géodésiques. On déduit do ce qui prfcéde qu'il oxiste un voisi-
nage VA c UA tel que, quel que soit B € VA , 11 existc une géodésiquec unique
dans UA Joignant A & B .

ce On désigne par Q@ 1'cnscmble des courbes issues de A , tracées dans UA ’

paramétries proportionnellement a la longueur de l'arc & partir de A , pour
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0<t< !l o Onmunit Q de la métrique ¢

du , v) = sup O(u(t) , v(t)) , & = VZ(ui - vi)2 .

0<t <l

Soit clors QA un nombre >0 tel que la boule de centre 4 et de rayon dA
(pour la métrique de M ) soit contenue dans v, (ce qui est possible d'apres
a)e Soit B un noint de cette boule. Toute courbe joignant A& & B et de lon-
gueur < d, est tracée dans V, » donc, quitte & changer de représentation paramé-
trique, est un élément de Q . Mais ces élé:ents de Q forment un ensemble compact
pour la topologie de Q associée a sa métrique, d'aprés le théoréme d'Ascoli,
puisque UA est un esmace métrique complet pour O . Soit L(u) 1la longueur de
l'arc de courbe u pour t variant de O 4 1 3 L est une fonction semi-con-
tinue inférieurement et, sur le compact précédent, elle atteint sa borne inférieure.
I1 existe donc une courbe u joignant A & B et de longueur minimum. C'est donc
une géodésiques Mais, d'aprés b , cette géodésique est unique ; d, a bien les
propriétés demandées.

(9.7) En utilisant le lemme 2 de (7.6), on montre de méme que si d(A , N) est
assez petit (o N désigne une sous-variété de M ), il existe une unique géodé-
sique, paramétrée par la longueur dc l'arc, issue de A4 , de longueur d(A , N) ;

cette géodésique est alors normale 3 N ,

D. Le théoréme de finitude.

(10,1) NOTATIONS. = Soient P eM , N une sous-variété de M 3 on désigne par
S(Py, N, M) 1'ensemble des géodésiques telles que g(0) =P, g(1) e N,
%%(1) L N paramétrées proportionnellement & la longueur de l'arc & partir de P .
On désigne par L(g) 1a longueur de 1l'arc de la géodésique g s compris entre

g(0) et g(l) «5i geS(P, N, M), ondira que g est non dégénérée si g(0)

n*est pas un point focal de N relativement 3 g (i. eey si la forme quadratique

Q relative & g est non dégénérde ; cf. théoréme (7.5)b).

’ « .
(10.2) THEOREME, - Supposons que P ne soit pas adhérent & N , Supposons que,

quel que soit g eS(P, N, M) , g soit non dégénérde ; alors, quel que soit
£ >0, l'ensemble des g e S(P, N, M) telles que L(g)<2f est fini.

DEMONSTRATION, - Soit (P , N , M) 1'ensemble des courbes u différentiables
par morceaux, paramétrées proportionncllement 2 la longueur de l'arc a partir de
P, telles que u(0) =P, u(l) eN,Onmnit QP , N, M) de la topologie

associée 2 la métrique
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d(u , v) = sxép d(u(t) , v(t)) + |L(u) = L(v)]

pour u et veQP, N,M .

ae Si g est non dégénérée, il exisbe un voisinage de g (pour la topologie

de (P, N, M) qui ne contient que g e S(P, N, M) ,

En effet, sinon il existerait des géodésiques vy € S(P, N, M) aussi prés que
1'on veut de g et distinctes de g » En particulier, il existerait des géodésiques
Y telles que d(g , Y) < €& (notation du paragrarhe 7 pour g ) 3 mais alors Y
couperait chacune des Sp en un point mp s d'ol un cnsemble ZY de parametres

associé & Y .

D'aprés la démonstration (7.1), on aurait '§£r (z.) =0 o+ Mais, Q étant non dé=-

ozt Y

et, par conséquent, O est un point isolé dans

621 ) 4o,

générée, on a Det(

ézp sz,
1'ensemble de ceux qui annulent EE{ pour tout ; 3 d'ol une contradiction. On
' Jz
P

a en effet le lemme suivant @

Soit f wune fonction numérique de k wvariables Xy g eee 9 X telle que

2
-g% (0) =0 pour 1 =1, sesy k; le hessien det(——%——zg(O)) est différent de
i ox~ ox
28ro si et seulement si O est isolé dans 1'ensemble des points qui annulent -%§
i

pour i:].’ooo,k.

be Supposons que le théoréme soit faux.

I1 existe une bijection entre 1'enscmble des vecteurs tangents en F & M, et
1l'ensemble des seguents de géodésiques issues de P 4 paramétrées por la longueur
de 1'arc 2 partir de P pour O £t <1 . Done, aux géodésiques g € S(P 4, N, M)
telles que L(g) L 5 correspondrait un ensemble infini de vecteurs de MP dont
la longueur est supérieure 2 -% (car L(g) < ¢ ) et bornée (car N # P ). Donc
cet ensemble aurait un point d'accumulation ; & ce point d'accumulation correspon-
drait une géodésique de longueur < £ (car L est une fonction continue sur )
et appartenant & S . De plus, cette géodésique serait un point d'accumulation des
géodésiques congidérées (au sens de la topologic de Q )e Mais ceci est impossible

d'aprés a .

(10.3) Le théoréme (10.2) est intéressant, car il cxiste effectivement des points
P tels que les géodésiques de S(P , N, M) soient toutes non dégénérées (un tel

point est appelé par Morse un point régulier).
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THEORIME, = N é&tant donné, 1'ensemble des P riguliors est partout dense dans

M « La démonstration étant assez longue, on renvoie le lecteur au paragraphe 14

du livre de Morse.

Dans la pratique, la théorie n'a été appliqée avec fruit que dans le cas ol
un groupe K d'isométries de M , & action variationnellement complete, opére sur
M , N étant 1l'orbite d'un point. Dans ce cas, il est facile de trouver des points

P régulierse. En effet ¢

PROPOSITION, -~ Si P appartient & une orbite de dimension maximum, (le groupe

K étant 2 acticn variationnellement compldte), P est régulier ( N = 0(g(1)) ).

DE¥MONSTRATION, - D'aprés (5.5), on 2 A(0) = 8(g(0)) = 8(P) = 0 pour toute

géodésique transversale g .

Co Q,o Fo Do
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ADDITIF

SUR L'INDICE D!'UNE GEODESIQUE
(Complément au théoréme (7.5) de 1'exposé 14)

Soit ¥ 1le sous-espace vectoriel de T (notation de (7.6)) des champs de vecw=
‘teurs continus différentiables par morceaux sur g tels que si p e ¥ alors
B0y =0, p(l)e Ng(l) y (B, T)=0.8ur ¥ (qui est de dimension infinie)
on considére la forme quadratique I définie par

I(u) = (Tg p(b) , u(o)) + /gﬂ(u y ph) a .

On a alors le théoréme swivant ¢

THEOREME, - La forme quadratique I est d'indice ot de corang fini. De plus,

1'indice de I ost égal 3 1'indice de la géodésique g , lc corang de I ost

DEMONSTRATION, - Soit E un sous=cspace vectoriel de ¥ sur lequel I cst dée
finic négative. Soit K un sous-espace vectoriel de dimension finic de E . On

voit immédiatemcnt (on considérant par exemple une basc de H ) qu'il cxiste um
nombre fini de valeurs de t , soient ti s ses tﬁ s telles que pour tout

pe€H, p ne peut 8ire Egigé (évontuolloment) qu'en une de ccs valeurs. On rajoute
a ti s oo tﬁ un nombre fini de valeurs de t de fagon que 1l'ensemble obtenu,
soit {tl g ses tp}, vérifie les hypothésos du paragraphc 7. Avec lcs notations

de (7.2), H cV, ot d'aprds le lemme (7.3), pour n €V

I(ﬂ) = Q(Z) ’

mais alors, d'aprés (7.5), dim H < indice de g o Bt par conséquent E est do
dimension finie, de dimension < indice de g . On en ddduit immédiatement que
1'indice de I est égal & 1'indice de g

Mfme démonstration pour lc corang.

REMARQUE. - Le théoréme précédent donne en fait une définition intrinsdque de

1'indice d'une géoddsiques.



