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Séminaire H, CARTAl « J. C. MOORE 13-01
12¢ annde, 1959/60, n°® 13
8 févricer 1660

et 22 février 1960

QUELQUES RESULTATS DE R. BOTT SUR La TOPOLOGIE DES GROUPZS DE LIS

par Joseph A. WOLF

Modulo quelques résultats de la théoriec de lorse, nous allons prouver le théo-

& -
réme suivant

THEOREME. - Soient G un groupe de Lie compact comnexc, [i(G) 1'cspacc decs
lacets de G , Z(S) 1le centralisatecur d'un tore S de G . Alors les groupes
d'homologie entiére H;(fl(G) 3 2) et H;(G/Z(S) 5 Z) n'ont pes de torsion ni
d'éléments de degrés impairs. Par suite il on est de méme pour les grouves
H*(SZ(G) 3 2) et H*(G/z(S) ; 2) , groupes de cohomologie 2 cocfficients entiers.

Dans le cours de la démonstration, nous verrons beaucoup de formules qui exvpli-
citent ce théoréme. Enfin, on doit remarquer unc conséqucnce évidente :

V'ﬂ;(G) ='"é(§1(G)) est un groupe abélien libre.

I. Résultats de la théorie dc Morsc.

J'oxplicite les résultats de la théorie dc “orse modulo lesquels ce théoréme
sera démontré. Ils sont aussi utilisés par B0TT nour ses théorémcs dc périodi-
cité.

- On considére une variété riemannienne M , unc sous-variété ¥ , ct un point
p £ ¥ non contenu dans N qui a une certaine nropriété qu'on appclle régularité.
Soit S(M , ¥, p) 1'enscmble des segments gdodésiques s : [0 , as] — M
de M telles que s{(0) 2N, s'(0)L 1, s(as) =p. Soit LM, N, p)
1'ensemble des chemins ¢ : [0, 1] — M différentiables par morccaux; para-
métrisés proportionnellement & la longueur, avec c(0) = N ot c(1) =p ;
$YM, ¥, p) est topologisé par la métriquc suivante

d(c 5 ¢') = sup d(e(t) , c'(t)) + |long ¢ = long c! | .

Ost<1

Nous avons zussi 1'ensemble 2 ;, ¥, p) des chomins continus
cs: [0, 1] —» M tel que c(0)€ ¥ ot c(l) = p, muni de la topologie com-

pacte-ouverte.
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1. Q@M , ¥, p) et LM, N, p) ont le mime type faible d'homotopie.

N . e
Chaque s € S(M , ¥ , p) nous domnne un entier X(s)> 0, 1l'indice de s ,

utilisé pour définir la séric de Morse d2 M , ¥ , p) par

) N,
M, 0, p;t)= :2_,M_J tx(°) .

s¢S (¥, N, p)

Tvidemment cotte série existe si et soulement si, pour cheque entier n , il n'y
. . 7’ 1\}' - ’ 3 ’
a qu'un nombre fini d'éléments s € s(M, ¥, p) avec X (s) =n . Les inégalités

de liorse nous donnent le théoréme puissant s

2. Supposons gque 3HZM s ¥y P t)  existe ¢t ne contienne aucune puissance im~

paire de t . Soit ¢ un corps arbitrairc ; alors la série de Poincaré de

(M, ¥, p) avec des coefficicnts dans ¥ est donnéc var

PV, N, p) , t38) =J0,%,p:1t).

La partic importante est le calcul de l'indicc d'une s & sS(M, N, P):si N
" est une orbite d'un groupe de Lic compact connexe G opérant par des isométries
sur M, p est contecnu dans unc orbite de dimension maximale,

S(X) = dim (orbite dc p ) - dim (orbite de x ) , et si G opére d'une maniére

qui est dite variationnellemcnt compléte, on a la formule

(3) ,\N(s)=o§: , ds(6)) .

II. Rappel sur les groupes de Lic.

Pour fixcr la terminologie ct les notations, nous rappclons quelques faits au

sujot des groupes de Lie ct de leurs algébres.

Un groupe de Lic cst unc variété différentiable munic d'une structure de groupe,

de telle mani®rc que 1l'applicgtion G x G- —3 G , définic par (g , h) — gh_l ’

soit différentiable. Une algdbre de Lic sur-un corps F est un cspace vectoriel

sur F muni d'une loi de composition [X ; ¥] bilindaire teclle que :
x, x]=0, ce qui ontraine [X , V] + [V, X] =0 s
Mx,v],2]+[[z,x],v)+[[v,2],% =0 (identité de Jacobi) .

Soit G un groupe de Lie. On dcrit toujours c¢ pour 1'élément ncutre de G .
51 g est un élément de G , nous avons les translations & droite (dg : a->ag)
et 2 gauche Geé : a-->ga) assocides & g . Comme d'habitude, nous identifierons

1'cspace tangent Ge de G & ¢ avec l'cspace des champs de vecteurs invariants
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3 gauche définis sur G . Ainsi, nous obtcnons unc structure d'algeébre de Lie

sur Ge . Muni de cette structure, Ge sera notée © , 1l'algebre de Liec de G .

Un sous-groupe de Lie de G est un sous-groupec engendré rar un sous-groupc de

Lie local, c'est-a-dire par unc sous-variété H d'un voisinage de¢ ¢ , telle

que xv-l € 1 chaque fois que x € 4 et y =H sont assez voisins de e . Une
sous-alg‘ebrq_ p de © est un sous-espace vectoriel de © tel que B ,5]lcy .
Un résultat classique sur les groupes de Lie ost qu'on a une correspondance bijec=
tive entre les sous-algdbres § de © et les sous-groupes de Lie connexes H

de G , définie par
H — H (notée toujours § ) .

Un sous-groupe fermé est toujours un sous=-groupe de Lie (la réciproque n'cst pas

vraie).

Soit f ¢ G —» H un homomorphisme de groupes de Lie, c'est~a-dire un homo-

morphisme différentiable du groupe de Lic G dans le groupe de Lie H . L'homo-
‘morphisme induit & — § sera toujours noté f; 2 & =~ 5 .81 f: GH

est un revotement, nous faisons une identification de © avec g par f_ . Si

G est simplement connexe et Lf’: G -—§ | est un homomorphisme d'algébres de Lie,

1'homomorphisme induit G -—» H sera en général noté "}’: G — H . Un homo-

morvhisme continu de groupes de Lie est automatiquement différentiable.

* . , . k4 . . d
Soit R 1la droite réelle, considérée comme groupe de Lie. L'exvression T

a sa signification habituelle comme champ de vecteurs sur R . Un sous-groupe &

un paramétre de G est un homomorphisme continu (et automatiquement différen-

tiable) ¥ : R — G . llous associons 1'é1ément %*(%IO)EG . Soit X € G 3
nous avons un homomorphisme 4 ¢ R -— G des algébres de Lie tel que
}(’8%‘0) = X . Nous lui associons le sous-groupe 2 un parametre ‘1 de G . Main-

tenant; nous allons rappeler l'application exponentielle exp : 6 —> G . Soit

Xs 6 et ¥ le sous-groupe & un paramdtre associé ; on a exp (X) = %(1) .
Alors ¥(t) = exp (¢X) - Si f : G —>» H cst un homomorphismc de groupes de

Lie; nous avons un diagramme commutatif

6 5
£, L
exXp eXp
N/ £
G ———— H

La correspondance canonique entre les sous-algébres § de § et les sous-groupes

de Lie connexes H de G peut étre donnée mar
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" oexp (5) engendre H "

Supposons que G opére différentiablement (2 gauche) sur unc variété M ; nous

avons donc une application F : G x ¥ -= M différcntiable, nous écrivons
f(g)(x) =F(g , x) , fle) est 1'identité sur M , et £(gh) = £(g).f(n) . Les
champs de vecteurs sur M invariants par G forment une algébre dc Lie, ot

1'homomorphisme canonique de © dans cette algébre cst défini par

)

(X) = é;40 ¥(exp (tX) , x) .

Soit O(x) 1l'orbite F(G , x) d'un élément x =M, G ) le groupe d'isotropie

{g G!f(g)(x) = x} correspondant ; on rappelle 1'identification canonique entre
1'espace G/G(x) des classes du sous-groupc fermé '( ) de G, ot 1l'orbite O0(x) ;
glle est domnée par g — F(g , x) . L'espace tangen? O(x)y & unc orbite 0(x)
en un de ses points y est 1l'enscmble de toutes les f(X)y avec X € ® . Un point

p&M est dit régulicr pour l'action de G s'il est contenu dans unc orbite de

dimension maximum.

L'action adjointe F(g , a) = ad(g).a = gag-l de G sur lui-mdme induit une

représentation linéairec de G dans © ; on & ad(g) e = ¢ pour chaque g€ G .
En notant Ad(g) la transformation de © induite ainsi par ad(g) , nous avons
ad(g).(exp (X)) = cxp (4d(g).X) . Coette représentation linéairc de G dans G

s'appelle la représentation linéaire adjointe de G . La représentation induite de

& comme algdbre de Lic des transformations linéaircs de & , donnée par

)Y =2 Ad(exp tx).y
s'appelle la représentation adjointe de © . Rappelons que Ad(X).Y =[X , Y] .

Soient H ot ¥ sous-groupcs dc Lic connexes de G , [H , ¥] 1c groupe des

Lyl oy heH, keK), §

et & les sous-algdbres de G correspondantes, ¢t [§ , @] 1la sous-algdbre des

commutateurs (engendré par les [h , k] = hkh

commutateurs (engendrée par les [X , Y] , o X< §s YR ). Zn utilisant la
formule [X , Y] = 5%10 Ad(cxp (tX)).Y , on peut démontrer que [H , K] cst un
sous-groupe dc Lie connexe de G ayant pour sous-algébre 5 8] - De 13, on
déduit facilement que H cst abélien (resp. résoluble, resp. nilpotent, resp.

distingué) si et sculement si § cst abélicnne (esp. résoluble, resp. nilpotente,

-y

¢tPe wi idéal). On voit aussi que 1'algdbrs de Lic do Gy % eee x G est iso-

morphc & G x vee . x G _ .
N n

»oit G un groupe de Lie compact connexe. Nous rappelons (cf. exposé 1) qu'un
tore de G ost un sous-groupec abélicn connexe fermé, ct qu'un tore maximal de G
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est un tore de G maximal dans 1l'ensemble des torcs de G . G cst la réunion
de ses tores meximaux, et les torss mexinaux de G sont tous conjugués ; ils

ont tous la méme dimension, le rang de G .

Si x €G (resp. A ©G) , son centralissteur dans G sera toujours noté 2 (x)
(rosp. 7Z(h)) . Soicnt 4 un tore de G et x € Z(4) ; nous rappelons (cxposé 1,
théoréme 4) qu'il v a un tore S de G contenant A4 et x . Par suite, le cen-
tralisateur d'un tore 4 dc G cst la réunion des torcs de G contenant A ,
le centralisateur d'un tore maximal T de G est T lui-méme; et le centrali-
sateur connecxe d'un é1ément x de G est la réunion des tores de G contenant
X . Un élément x de G est régulicr s'il 2st contenu dens un seul tore maximal,

c'est-*-dire si la composante conncxe de Z(x) ost un torc maximal de G .

L'algtbre & de G Stant somme directe d'un idéal semi-simnle G__ ot de son

centre % , on peut écrire G = GSS.A , ol Gs~ est un sous-groupe fermé semi-

(%]

simplc de G ;, et 4 @est le centre connexe de G . Zn fait, nous rappelons que

G, = [G, G] s'avpelle la partic scmi-simple de G et 6ss =[G, G] s'appel-

le la partie semi-simple de G . L'intersection Gss‘P‘A ; étant contrale dans

Gss s est finie. Nous avons un revotement g ¢ G“s x A — G par aqlg , a) = ga .

e . n .
Soient u: G' — Gs" ot v: R —3 A les rgvétements universcls. Avec q
¥

. . T n
ils nous donnent le revétement universel < : ¢' x B® —= G dc G .

IEMME 1, - Soient G wun groupe de Lic compact conncxe, et G" sa partie semi-

simple (ou bien le revitement universcl de sa vartic scmi-simple). Si

H ($2(6") 5 2) n'e pas de torsion ni d'éléments de degré impair, il cn est de

méme de H;(;L(G) 3 2) .

DEMOISTRATION. - Fous avons un revétement w : G x R -5 G Puisque va
est contractile, H%(Sl(Rp) 3 2) est acyclique. Commc nous avons unc identifica-
tion canonique cntre Li(GM x RY) ot £XG") x DRV, H;(§1(G" x BY) 5 2)

n'a pas de torsion ni d'éléments de degré impair. Mais w nous donne un homéo-

morphisme entre la composcnte connexe du chemin constent de (G x Rp) et celle

de (G) . ilors H;(ﬁ)(G) : Z) n'a pas de torsion ni d'élémonts de degré imvair,
C. Q. F. D,

G étant compact, ad(G) est un groupe compact de transformations linéaires
de G . Alors nous pouvons trouver un produit scalaire (X , ¥) défini positif
sur © , tel que (X , Y) = (Ad(g) X , ad(g) ¥) pour X , VE€C ot g&G.
Soient dg ¢ a —» ag et f% : a —> ga lcs translations & droltc ot & gauche
de G.Si U, Ve Gg , nous définissons (U ; V) par
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(v, V) =( U, a _1°v) .

g g
Alors nous avons une structurc riemannicnne sur G qui e¢st invariante par les
d_ et les ‘ég . On suprosera désormais G muni d'unc telle structure. Ces struc-

N - . "1 ’
tures sont utiles parce que C est alors un espace symétrique (g — ¢ etant

la symétrie au point e £ G ) ; on peut démontrer que les gdodésiques passant par

¢ sont les scus-groupes & un paramétre de G .
Soit x un point d'une sous-variété N d'une variété ricmannicnne M tel que
chaque géodésique x(t) de M, x(0) =x , x tangente & N au point x , soit

contenue dans N . On dit alors que N cst totalement géodésique au point x .

Kous disons que N cst totalement géodésique si clle ost totalemont géodésique

en chacun de ses roints.

LEMME 2. - Soient G un groupe de Lie compact connexe, et H un sous-groupe

de Lie ; H est totalement géodésique dans G .

DEMONSTRATION. - Soit g(t) wunc géodésique de G, g(0) =h €H , et g(t)
tangente 2 H au point h . Puisque Hh est i%rg et que g(t) est de la forme
g(t) = h.exp (tX) avec direction 1%3X en h , nous avons X & § . Alors, chaque
é1lément exp (tX) de G ost contenu dans H , et rar suite chaque é1ément
g(t) = h.exp (tX) cst contenu dans H ,

C. G. F. D.

Une autre chose intéressante pour la métrique riecmannienne de G est la formule

(x,v], 2+ (¥, [Xx,2]) =0 pur X, Y ;72 6 . On 1'obtient 2 partir de
(4d(exp (tX)).Y , ad(exp (tX)).2Z) = (T , Z)

par différentiation.

ITITI. Les théordmes de Bott.

Considérons maintcnant 1l'action adjointe de G sur une boule ouverte M dans
G, de centre O et assez petite pour que 1'application exp : M —=M = exp M) C G
soit un homéomorphismc. Evidemment Ad(g)® =3 et ad(g) M =M pour chaque
g £€G . Le noint p sera un élément régulicr de G contenu dans M . Son centra-
lisateur connexe, tore maximal de G , sera noté T ; N sera une orbite O0(g)

d'un g M tel que p‘# I o I1 est clair quc N est contenu dans M .

LEMME 3. - On a S(G, N, p) = S(T, NnT, p) i S(m,N,p) = S(MmT,NnT,p).
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Pour démontrer cc lemme, il suffit de démontrer que chaque élément de
S(G, ¥, p) est contenu dans T . Parce que T cst un sous-groupe fermé de G ,
le lemmc 2 nous dit qu'il conticnt chaque géodésique de G qui lui est tangente.
Alors il suffit de démontrer que chaque s € S(G , ¥, p) est tangente & T
en D .

D'abord, soit g € G ;, et soit s un segment de géodésique t —3 g.exp (tX)
qui commence en g . L'csmpace tangsnt O(g)g 3 1'orbite O(g) de g se compose

des éléments

df . _al .. R
L otaatexs (#1)) ) = gl p(oxp (¥).gcxp (- 1))

= %‘O(dg(exp (t¥).exp(- 4d(g) (t¥)))) = dg,; - ﬁg,;) Y

pour chaque Y& G . Alors s commence orthogonalement & 0(g) & if; XJ.O(g)g 5

i. e . €
=o=F, x, @, -F)e)=@x,E_ @,-4)s)
g g g g * g g
= (x, (aa(g™) - 1)6) = ((ad(g) - 1) X ,6)
& hd(g) X =X .

Cela implique que G_ est la somme directe orthogonale de O(g)g et de l'espace
tangent Z(g)g au centralisatcur de g . En particulier, 1l'espace tangent T

4 T en p est le comnlémentaire orthogonal de 1l'esvace tangent O(p)p de
1'orbite O(p) .

Soit s €3(G, N, p) . Comme s commence orthogonalement & l'orbite N ,
s est 1 3 chaque orbite qu'elle rencontrec. En particulier; s est 4L 2 O(p)p
en p gy c'est-2-dire s est tangente T en p . Alors s cst contenue dans

T C. Q. F. D.

Nous avons vu aussi que x £ G est régulier si et seulement si x est régulier

pour l'action adjointe de G sur lui-mémec.

Soit & 1la sous-algébre de © relative 2 T . Evidemment exp : & — T
est le revétement universel de T . De plus; NN T est fini parce que deux élé-
ments quelconques sont conjugués par lc groupe de Weyl. Soit P 1l'unique point
de M tel que exp (P) = p, st soit P 1'ensemble de tous les points de g
envoyés sur p par exp ; M sera l'unique sous-ensemble de 7 N qui ecst en-

voyé sur NN T par exp . Znfin, S(§ , N ﬁ) est l'ensemble des droites
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de ¥ commengant e¢n un point de Mt et sc terminant en un point de T , et
s(¥N T, N, P) cst 1l'ensemble des droites de T A M commengant en un point
de M qui se terminent en P . Le lemme 3 nous donne sans peine le lemme suivant :
LEMME 4. - La rcstriction oxp < de exp donne unc correspondance biunivogue
entre les droites de 8(%, m,m) (resp. (¥ N7, n, P)) ot lcs scgments

géodésiques de S(C¢ , ¥, p) (resp. (¥, I, p)) .

Considérons une décomposition de © sous l'action de Ad(T) -

T =% 0C, & ... 8C 5
m

ot Ad(T) opére trivialement sur T ot non trivialement par des rotations sur
chaque 2-plan (Ej (cf. l'exposé 1, paragraphe 3). Soit X <X ; alors ad(exp X)
est, dans @j , une rotation d'un angle 27Tf%(X) . Les 63 sont des formes li-
ndaires sur § . En général, on considére lecs + O, comme les racines de G dans
la théoric des groupes de Lic compacts. Lzs racines ordinaires (de la théorie des

algébres de Lic) sont les & a1 6% .

Pour chaque x ¢ T , s'il oxiste dans Ej un X A0 tel que Ad(x).X =X,
la restriction de Ad(x) 2 Gj cst 1'identité. Soit f(x) 1lc nombre des @j
tels que la restriction de 4d(x) & Gj soit 1'identité. La dimension de Z (x)
est dim T + 2f(x) . On en déduit que :

S(x) = 2 (x) ,
) désignant la fonction définie en I, 2.

Soit U, 1lec sous-groupe des x @ T tels que la rcstriction de Ad(x) a Ej

soit 1l'identité, et soit Hj son algébre de Lic. On rappclle que le diagramme

infinitésimal de G est la réunion dcs Hj ; on le note D'(G) . C'est une réunion

d'hyperplans de ¥ passant par l'origine. Los composantes conncxes du complémen-

taire de D'(G) dans & sont les chambres de Weyl (ou chambres fondamentales).
Soit ®j4 1l'ensemble des X &€ ¥ tels que oxp X £ Uj 5 %j est une réunion
d'hvpervlans paralléles & Hj ; la réunion des ﬁj (pour j variable) est le
diagramme D(G) du groupe G . Les composentes connexes du complémentaire de D(G)

dens & sont les polyedres de Cartan.

Soit x €T . Observons ocue f(x) est lc nombre des U, qui contiennent x .
Si x =exp X, f(exp X) est lc nombre des hvperplans de D(G) qui conticnnent
X . Soient s€ (G, ¥, p) (resp. (M , ¥ , v)) , ct s&€S(T, N , ) (resp.
S(¥A® , N , P)) les éléments qui se corresvondent par 1l'application exvonen-
tielle. L'indice A(s) ost égal 2 %; o(s(t)) , et par suite : A(s) = 2g(s)
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g(s) désignant le nombre des hypernlans de D(G) traversés par s .

PROPOSITION 1. - H;(G/Z(s)) n'a vas de torsion ni d'é1lément non nul de degré
impair.
DEMOWSTRATION. - S(MA T, &, P) étant fini, puisque N ost fini, SM , N, p)

est fini. Par suite, la séric de Morsz

) > )
MM, ¥, pst) = L t7°
seS(M , N, p)
existe. Hous venons de voir que chaque iXN(s) ast pair. Par suite, pour tout corps
t de coefficients, N{M , ¥, p; t) .est égal & la série de Poincaré
P (S (¥, 1, p) , 3 t), et cotte dernidre ne contient que des puissances
paires de t . Il s'ensuit bien que H _(NL'(M , N, p) : Z) n'a pas de torsion ni

d'élément non nul de degré impair.

Soit T wun tore maximal de G qui contienne un tore S , et soit x un é1lé-
ment "générateur” de S tel que x &1 5 soit N = ed(g).x , ot soit p un'géné-
ratcur® de T +tol que peM , p& N ; soit enfin X€ T tel que oxp (X) =x.
Alors : 2(8) = 7(x) ,

6/2(8) = 6/2(x) ~ ad(G) x = 4d(C) X

i?

le dernier isomorphisme étant défini par l'exmonentielle ; d'ou finalement :
G/7(S) ~ s(M , ad(G) X , P)
qui est un rétracte par déformation de ' (M, 4d(Q X , P) parce que M est une
boule euclidienne. D'autre part
exp ¢ (M, Ad(G) X , P) =~ (¥ , ¥, p)
donne
' (ms Ad(G) X, P) e (M, N, p) ;

d'olh finalement

H(SU (0, N, p) 5 2) 2 H(6/2(S) 5 2)
C. G. F. D.
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PROPOSITIUN 2. = H*(.O.(G) 5 Z) n'a pas de torsion et cst nul dans les degrés
impairs.

DE.IONSTRATION, - D'aprds le lerme 1, il suffit de démontrer la proposition dans
lc cas ot G ost semi-simple. On doit montrer que, l'entier n étant donné, il
n'existe qu'un nombre fini de s € 3(%,7, B) qui traversent exactement n
hyperplans de D(G) . Or R étant fini, il suffit de prouver qu'il n'y a qu'un
nombre fini de s €8(X, Y, T) qui traversent exactement n hypcrplans de
D(G) , avee Y& T . Soit q 20, Sq(% , Y, T 1llenscmble des s £5(T, ¥, 7)
tols que ||s|l€ @ . Puisque B est discret, Sq(‘l’ , Y, B) est fini. Soit alors
m un entier > 0, et soit ST , Y, P) 1'ensemblc des s €S5(T , ¥, M) tels
que g(s) gm , ob gfs) dssigne lo nombre des hyperplans de D(G) traversés
par S . Jo dis qu'il existe un ¢ 20, q¢& st e Sq , comme consiqucnce de la
semi-simplicité de G . Une fois cela démontré, il sera évident que lc nombre des

s€S(X¥, Y ,B) traversant exacteront m hyperplans de D(G) est fini.

G étant zmi-simple, son centre 4(G) = N Uj est fini, ot 3(G) = /N ZIJ. = {O}
j . - -

Par suite chaque polyddre de Cartan est borné : il oxiste un s » 0 tel que chaque
polyédre ait un diamdtre ¢s . Soit SéESm(t , ¥ . %) ; la longucur "S ” de S

ne peut &tre 2(m + 1) s . Donc



d'olt finalement

sm(i,&',fn)cs< (T, 7 ,0)

m+l)s
4
comme annoncé.

Terminons la démonstration de la »roposition 2. On supposc G semi-simple.
Alors

-

2g(s) . e :
AR =G, ¥, p;t) =P (5L(G, N, p), t;t)
s23(G,N,p) '
pour un corps arbitraire f . Par suite, H (V' (G, N, p) 5 4) n'a pas de tor-
sion ni d'élément de degré impair ; SY'(G , K, p) et SL(G, N, p) ayant le
méme type faible d'homotopic, il en cst de méme pour H (S1(G , Ny p) 5 2)
Dans le cas spécial o N ocst l'orbite e = ad(G) ¢ , nous utilisons lec fait

bien connu

H;(ﬁl(G) : é} = H;(§1(G s e 5 C) é):x H;(il(G s € 5 D)3 39

et nous voyons que H*(fl(G) 5 Z) n'a pas de torsion et cst nul dans les degrés

impairs.

REMARQUE 1. - La considération des racines ct du groupe de Weyl de G donne
des formules explicites, d'une maniére évidente, pour les sdrics de Poincaré de
H,(6/2(3) ; 2) et do H_(Li(c) ; z) .

REMARQUE 2. - On peut expliciter une décomposition cellulaire de G/4(S) qui
permet de calculer directement 1'homologie : pour le cas du quotient de G par
un tore maximal, c'est fait dans [4], (voir théoréme 2, page 42 et suivantes) et
[2]. Le cas général a été étudié par CHEVALLEY (non publié).

REMARQUE 3. - En général, H;(gl(G', N, p) s E} n'a pas de torsion et est nul
en degrés impairs. Lorsque G ost semi-simple, cela résulte de ce qui précede.
Le cas général se raméne 2 celui-ld ¢ G posséde un revitement Gss x A , produit
de la partie semi-simple Gss de G ot du centre conncxe A de G ; soit

: G' — G l'application de revétement, définic par (g , a) = ga ; soit

x'=(v'";a'), o =(z",1b), Ax')=x, Fp')=p )
PET =ad(®) x , o EN =ad(G') x' = (ad(C ) ') x a!

Alors

-Q<G' s N, D') = Q(GSS 3 ad(GSS) v'os z') x (U4 s a' b') ’
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le second facteur du second membre cst acyclique; tandis que 1'homologie du

premier factour est sans torsion et nulle en degrés impairs. D'ou le résultat.
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