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12e année, 1959/60, n® 11

25 janvier 1960

et ler février 1960

PERIODICITE DU GROUPE UnITATRE

par Adrien DOUADY

I. Structure de H-espace sur l'espace classifiant du groupe unitaire infini.

A, Conventions et notations.

Tous les espaces considérés seront munis de points de base; notés ay pour A,
etc. Si A est un espace topologique, Sl % A est sa suspension. SU signifie
groupe unitaire spécial, et non suspension de U . Si G' est un sous-groupe d'un
groupe topoldgique G , G/G' est l'ensemble des classes xG' , x parcourant
G , muni de la topologie quotient.

Si A est un espace;, et BE€ A, A;é désignera l'espace »btenu 2 partir de A
en contractant B en un point. Deux applications fO et fl ¢ 4 —3>» B sont
dites faiblement homotopes si, pour tout complexe fini KX et toute application

continue g ¢ K — A, fO og et fl o g sont homotopes.

Une application f : A — B est une équivalence d'homotopie faible si; pour
tout complexe fini X, g — f o g définit une correspondance biunivoque entre
les classes d'homotovnie d'avplications de ¥ dans A et les classes d'homotopie

d'applications de X dans B .

On sait que, si A est connexe; il suffit pour cela que f* H 'ﬁ; A > 7% B

soit un isomorphisme pour tout n , ou méme, si de plus A et B sont simplemeunt

connexes (ou plus généralement simples, comme le sont tous les H-espaces) que

£, H(A;2) — H(B;2)

*

soit un isomorphisme pour tout n (théoréme de Hurewicz).

Le type faible d'homotopie d'un espace est sa classe dans la relation d'équiva-
lence engendrée par la relation "il existe une équivalence faible d'homotopie de
A dans B T,

Une H-loi faible sur un espace A est une application continue

\P: Ax A — A telle que \f o i1 et wfo 12 soient faiblement homotopes
3 1'identitd, i, et i,
il(a) = (a , ao) et iz(a) = (ao , a) . Les propriétés classiques des H-espaces

étant les injections de A dans A x A définies par
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s'étendent aux H-espaces faibles.

Si E est un espace hilbertien de dimension finie, U(E) désignera le groupe
des transformations unitaires de E . Si E'< ® , on identifiera U(E') au sous-
groupe de U(E) formé des transformations qui laissent fixes les points de 1'or-
thogonal E e B' de E' dans E . Si I est un espace préhilbertien de dimen-
sion infinie, on posera U(E) = lim U(Z') et SU(E) = {ygASU(E') , limites
inductives sur les ' dedimension finie contenus dans E . ﬁ(E) est le groupe
(sans topologie) des transformations unitaires de & . Observons que U(E) est
, ol x € U(E)

-1

un sous-groupe distingué de ﬁ(E) , et que le commutateur XyX ¥
et y € U(E) , appartient & SU(E) .

B. H-lois faibles sur certains esraces.

Soit V un espace préhilbertien sur € , muni d'une base algébrique orthonor-

male (en)nGZ ; soit V le sous-espace de V de dimension q - p , engendré
oy L + -

s ' . I = =1
pir les e, tfl que p<«< n <q . On pose ¥ VC;+<® s v J—(D,O s
Vy = VO,n sV ® V—n,O s eb

+ - + ‘ -
B = U(V)/U(V U(v ) = 1im B = U(V U(V_ ) = U(V .
(V)/U(V") x U(V") = lin 5,4 ( -psq)/ ( q) ( p)

On a vu (exposé 5) que B est un espace classifiant pour U(V) .
Soit V' (resp. V#) 1le sous-espace de V engendré par les e, pour n im-
pair (resp. pair), V'' = V' NV, etec., B' = G(V')/U(V'7Y) x U(vV'") . Soit :

ple v 2o défini par ¥'(en) =654 s
T 22 " €54 i =

pl V s ¥ défini par ¢ (en) e 5
it s V' — VT et ifne VIl o V

les injections canoniques.

+ + - -
Remarquons que ?' ¢t Vo= ', V= T P' induit des applications;,

qu'on notera V; s ou simplement :
Pl U(V) —s U(v) , U — Uw’), B — B
De méme, pro, it Av.

LEMME 1. - i
- tité.

o} f; et iMoo fﬂ ¢ B — B sont faiblement homotopes & 1'iden-~

1
%*
DEMONSTRATION pour i' o

r
g: K — B=1im B . K étant compact, g prend ses valeurs dans 1'un des
—> DPsq :

'« - S0oit KX un complexe fini,
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Bp,q . L'injection canonique I et l'application 1% o o V-p,q > V;2p,2q

sont deux éléments de 1l'espace M des applications V pg v 20,24 qui envoient
s g S

V; (resp. Va) isométriquement sur un sous-espace de Vép (resp. ng) ;s M, pro-
duit de deux variétés de Stiefel, est connexe par arcs @ soit X un chemin tel

que X(O) =1, X(l) =1i' o p' . Pour tout t, 0Lt <l

; S —_— ¥
Km -p,q © ' -2p;2q

définit une application

?

X*(t) : B —_ B2p,2q

et 1'application

Yot Bpg* 1 7 Papzg ’

ainsi définie, est visiblement continue, ce qui démontre le lemme. 31 x < u(v)

notons x sa classe dans B .

PROPOSITION 1. - On a une H-loi faible Q' sur B , telle que xr(i , ¥) soit
la classe de f;(x)cfg(v) dans B .

DEMONSTRATION. - La formule ci-dessus définit une application B x B —> B :

en effet si X = XU Vi = yv , avec u ;s V& U(V+) x (V") s on g
Prixg) = ¢ &) () 5
p'0ry) = pry) prv) s

et
F' (Xl) P"(Yl) - Pn (X) Fy (u) ;”‘"(Y) .?"(V) - Pr(X) r._,n(y\) Pt(u) ‘,"(V) 5

car P'(u) et p"(Y) commutent ¢ 1'un opére sur V' ; l'autre sur V" ; et
V=V'"e V" . Donc P'(xl) r“(yl) et p'(x) ¢"(y) sont dans la méme classe de B .

Le fait que L? soit une H-loi faible découle du lemme 1.

Plus généralement, on obtient par la méme méthode le résultat suivant :

w

SCHOLIE, - Soit W = e Yi s ou les V, sont des espaces préhilbertiens de di-
mension infinie sur ¥ =~Fi s E‘, s ou le corps i des quaternions. Pour tout « ,
soit G, un groupe classique de V, (i. e. U(Wg) ou SU(VS) R Yi
un espace préhilbertien sur k < K sous-jacent 2 Y% s soit un k-sous-espace de

Vx tel que Y{ = Vg ®

étant soit

K ¥, ou encore Gy = {I} ). Soit G , un groupe classique
de W , contenant tous les G, . alors CAT (G“) cst un H-cspace faible.
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In particulier, les espaces classifiants des groupes orthogonal et symplectique

infinis, et les espaces homogeénes

u(V)/3p(V)[resp. U(V ® C)/0(V) , resp. O(V)/U(V) , resp. Sp(V ch)/U(V)J R

oi V est un espace préhilbertien de dimension infinie sur les quaternions
[resp. Ry resp. 6, resp. C] , sont des H-espaces faibles. On définit aussi
une H-loi faible sur les groupes classiques infinis eux-mdmes, qui ne coincide

pas aveé la loi de groupe, mais qui lui est faiblement homotope.

QUESTIONS.

1° Ces H-lois faibles sont-elles des H-lois ?

2° On peut montrer que ces H-lois sont faiblement homotopigquement associatives
et commutatives. Peut-on remplacer ces esnaces var des espaces de méme type d'homo-
topie faible, avec des lois exactement associatives ? On sait qu'on ne peut pas

en faire des groupes abZliens; cat ils ont des invariants de Postnikov non nuls.

C. H-algdbres d'homologie ct de cohomologie de B .

B désigne l'espace classifiant B(U) du groupe unitaire d'un espace préhilber-

tien de dimension infinie.

THEOREME 1. ,

a. La H-algdbre de cohomologié¢ de B est une algibre de polvndmes & un géné-
rateur en chaque degré rair : 5 (B) :‘é[cl 5 ooe 3 Co 5 sos] 5 OU c, est de
degré 2k : en vosant cg =1 1l'application diagonale est donnée par

<~

Ale,) = 24 c.® c, ;
¥ i+j=k * J ’
b. La H-algébre d'homologie de B oest du méme type :
o o _ ST, ,
B,(B) =aly, 5 oo 5 vy s ceea s Cegy =2k, et Alyy) = if}ik y;evy

¢. Le modulc P;(B) des éléments nrimitifs de H;(B) a une base
(p1 5 ees s Dy eae) 5 OU p, est de degré 2k , Py = (- 1)k+1 ky, * décompo-

sables, et <.pk s C > = 1.,

DEMONSTRATION. - Algebre H (B) : B, = U(V_ GD)/U(V+) x U(V) , base du fibré
nrincipal r;'= U(V;n,<m)/U(V+) , est un espacé classifiant pour U(V;) . On a
vu (exposé S) que H*(Bn) = Elcl s
les classes de Chern du fibré ijn . 35 m>n,; 1'injection canonique

ceo cj,ou ea=1, ¢ coo c. sont
b2 n.’? O s 1’ 5 n

- *
ce 5 C_£ H*(Bm) SUr Cy 5 Cp 5 een 5 C & H (Bn)

B —5 B envoie ¢ c
n m o °? n

1 9
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. * . " _
et ¢ ces y C SUT 0 .Pour B=1imB , ona H (B) = lim H (Bn) , la

n+l ’
limite projective devant .étre prise au sens des algbbres graduées, i. e.
d(B) = lim Hq(Bn) pour tout q : en l'6ccurence, cectte limitc s'obtient pour un n

*
fini en chaque degré q . On a donc : H (B) :.é£01 soee s Uy cee] o

Diagonale : On a un diagramme commutatif

s b f|
x Ti—> 8

‘ 7 2n
ptox " 1 Qi w)
Bn 8 Bn ~ Bp X ?ﬂ "_;‘?Zn
| Y )

en posant Vﬁ_ = P'(V;) s

[ J— 1 Tt vt

=0T e v )/ ),
[ s I ™t (i~
B! = U(v' e v YUV ) L(Vn )

) g ?é x B —3 B,, est 1'injection définiec par Mx , 7) =xy si
x € U’ e Vh—) et v € UV e Vg") s & est le fibré principal sur T/ x B}

de fibre U(Vgn) associé au fibré ~rincipal ﬁrg x f5 de fibre U(Vﬁn) x U(Vg-) 5

en méme temps que 1'image récivproque du fibré rbn par X . Les classes de Chern

de 69 sont ;k = E:L ci ® cg , (exm0sé 9). Par fonctorialité des classes de
Chern, i+j=k
* —} »'* - ni'* -
)Y (Ck) =% F (Ci) r' (cﬁ) Cy 5
_ * fea* - * -
A(ck)—lo%(ck)—(f @f")olo}\(ck) S c; ® ,

i+j=k
I désignant 1'isomorphisme de Kinneth H(h x3) — H(4) o 1 (R) . la partie

(a) du théoréme 1 est démontrée. les partiss (b) et (c) en découlent en appli-

guant les résultats de 1'exvosé 10.

RPMARQUE. - Pour démontrer lec théoréme de Bott, on ne se sert que d'une partie
trés faible du théoréme 1 : on a seulement besoin d'une majoration du nombre de

générateurs de Hq(B) pour tout gq .
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II. Le théoréme de Bott.

A, L'application de Bott.

Soit A : S1 C - ﬁ(V) 1'application qui, &8 u < C tel que !u] =1, fait

corresvondre la transformation ~xu de V qui induit 1'homothétie de rapport u

sur V™ et 1'identité sur V' ., On a ou = f;(uu)ofx&xu) . Le centralisateur de

«(sh) dans T(V) est DY) x T(V) , qui contient U(V') x W(VT) . A 1'appli-

catinn

v st xB -3 SU(V)

définie par v(u y X) = x.wuox“loﬂu- correspond l'application de Bott
h: B — Y(SU(V))
définie par h(%) = (u — w(u, %)) . Le but de cet oxrosé est de démontrer le

théoréme de Bott : h s B — +.(SU(V)) est une équivalence d'homotopie faible.

THEOREME 2. - L'application h : B —s Z1(SU(V)) est multiplicative 2 une

homotopie faible pres.
DEMONSTRATION. - On considdrc sur SU(V) la H-loi faible \y définie en I. B:
PYlx 5 v) = ¢! X’Fi v .
On a

v(u s Kf(i s 7)) = ﬁﬂu-g f; X'Pi y) = ?' xor" Y eadtto p " y-l;p' x-lﬂxu-l

= proxe Yoyt x e gl AU T y-lnf’ xulnp’o{u“lop"a«uﬂl

1

= i Gromx ™ L) = gy, %), 9))

On en déduit que h est multiplicative quand on munit Y(SU(V)) de la loi
W définie par

\¢;(a s b) = (u — ty(a(u) s b(u)) .
Mais cette loi est faiblement homotope 3 la loi naturelle de misec bout 2 bout des
lacets, comme sur tout H-espace faible, ce qui démontre le théoréme 2.
B. L'algébre H*(fL(SU(CD))) .

THEOREME 3.
a. H (351(sU(n + 1))) = Eiyl s ese s yn] s oy, est de degré 21 ;
b. H*(JE(SU((D))) = E[yl s eee 9 Y5 eeed e
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DEMONSTRATION. -
a. Par récurrence sur n : pour n =0 , SU(1) est un point, [:(SU(1) aussi,
H, (QL(sU(1))) = 2 .

2n+1

On considére le fibré {i(SU(n + 1)) -3 ::(S ) de fibre J<1(SU(n)) . Par

hypothése de récurrence

H*(v- (SU(n))) = é\[yl 5 eeo s yn_1] o

D'autre part ([5], ou [3]) :

2n+1))

H,(£i(s = 2[y,J

Le terme E2 de la suite spectrale du fibré considéré est donc
Z[yl s eee s Yy g s Vn] . I1 n'a que des éléments de degré pair, donc = E2 .

On conclut en appliquant le lemme suivant 2 H;(LL(SU(n +1))) ¢

LEMME 2. - Soit A wune algébre commutative graduée filtrée. Si 1'algébre bi-
gradude assdcide G(A) cst une algdbre de polvndmes & générateurs de degrés filk-

trant et complémentaire positifs, A cst isomorphe (non canoniquement) & G(A4) .

Démonstration du lemme. - S6it G(4) = Z[(Vi)] . Pour chaque générateur ' e G) ,

soit §i € A de filtration égale au degré filtrant de Vi oo et dont 1'image dans
G(4) soit y; - Soit s EI(Vi)J —3% A 1'homomorphisme d'algébre défini par
W(yi) = 91 . 4 est un homomorphisme d'algebres filtrées de G(4) , filtrée
par le degré filtrant; dans 4 . Cet homomorphisme induit sur les gradués associés
un isomorphisme : 1l'identité. C'¢st donc lui-méme un isomorphisme, puisque, pour
chaque degré totel, la filtration est finie; ce qui achéve la démonstration‘du
‘lemme et de la partie (a) du théoréme 3. La partie (b) s'en déduit par passage 2
la limite inductive. Au cours de la démonstration du théoréme 3, nous avons récolté

des informations sur les générateurs (yi) qui peuvent s'exprimer ainsi

PROPCSITION 2. - Soit PO 5 eso g Pn s oo» une suite d'esvaces, et pour tout n ,
2 eH, (B) et y st AP — SU(n + 1) telle que '
50y, : S RP — SUn+1) — &0

1 N s T
s¥, © ey (57 AR,) sur un génératour do By (S

applique la suspcnsion

+
2n 1) . hAlors s
a. Pour i& n

g P -~ LiSU(L + 1)) — Q(SU(n + 1)) s

. s . 2a 2 o Y
qui corresvond 2 Y; » eprlique fi sur un élément ¥y € HZi(“~(SU(n +1)))
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et les y, ; i< n, forment une basc d'algdbre de H (31(SU(n + 1))) .

b. Idem pour n = ® -

C. L'application génératrice.

Pqsons @
o+ -
= = )
PL= By, = U /U < u(vg)
+ +
P =B  =TU(CeV)/u(V ) = U(c) ;

ou C = Vl est le sous-espace vectoriel de V engendré par ey *

Pn est un espace projectif de dimension n sur C . L'application
1 . . . . s A | . o
VE 8" KB — SU(V) dinduit une application Xn s S 3{?31 e 5U(V-1,n) , &

laquelle correspond g : P —3 31(SU(V_1 n)) . On a aussi :
5

"

g: P —> L(sU(Ce V')) .

THEOREME 4.
a. L'image de g, : H*(Pn) — H_(Z2(su(C e V;))) contient un svstéme de
générateurs de 1'algébre I _(:£2(SU(n + 1)) ;

b. Idem si n est infini.
DEMONSTRATION. - Cela résulte de la proposition 2 et du lemme suivant s

LEMME 3. = On a un diagramme commutatif

1 ‘ Xn .
S* P o ——s su(v_l’n)

;

1 i &
ST OH(P

/i:’n-l) = SU(V_lyn)/SU(V )

n -1,11-1

ou ¥ et & sont les applicetions canoniques, et ol ¢ est un homéomorphisme

. 2n+1
de deux espaces homéomorphes & S

°

2n+1

Démonstration du lemme. - X ¢ SU(V_l n) -5 8 est définie par

5, .
A) = v(e)) 5 et K o Y(u, ¥) = xaguaad )(e,) - 07 iley) = e car
6 €V .51 %< P estunc droite de V , x & UV ) est une transfor-
n n n . ~1lsn -l,n
mation telle que x(c) = x , et x.Xu.x ~ est la transformation de V 1.n qui
L
induit 1'homothétie de rapport u sur la droite X , et 1'identité sur l'hyper-

plan orthogonal. Si X est un vecteur unitaire de la droite X ; on a
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d'ou
¥ o y(u, %) = xoxu.XJWen) = u(en]i) x+eo - (en!x) x=e + (u- 1)(eniﬁ) X .
Cette valcur est le noint de base ¢, dans les deux cas suivantsg ¢t ceux-ci

seulement

(u=1
ﬂdﬁ orthogonal & e i. ee x € Pn—l .
On a donc une application continue < de
st xp /it xp vstxp =8t KR )
dans
g2+l SU(V_y )/SUCT_y ) .

L'espace de départ étant compact, il suffit de montrer que & est injoctive pour
en conclure que c’est un homéomorphisme sur son image. Las deux cespaccs étant

des variétés de dimension 2n + 1 , le théoréme d'invariance du domaine ([5])
assurera alors que 1'image est ouverte; la compacité qu'elle est fermée, la con-

2n+1

nexion que c'est tout S . Montrons donc que ¢ est injective : si

s(u, x) =¢# e, » % est la droite engendrée par e - e, ; ¢t % étant un

. . P ° s ¢ = €n . .l
vecteur unitaire choisi dans % , u est donné par u = 1 + === . Ceci ache-
: (ex) %

ve la démonstration du lemme.

Démonstration du héoreéme 4. - Soit, pour tout n , 3 un générateur de

H2n(Pn) . §. appiique s = sur un génératcur de g%n* s et & o0 E{ aussi. Nous
pouvons donc anpliquer la proposition 2 ; cn posant
- S
on a
H (£1(SU(n + 1)) =2[y; 5 eoe 5 v, .

Mais on a un diagramme commutatif :

g
P, —=— L28U(1 + 1)

1
ji jl
gn
Pn — (1 SU(n + 1)

En particulier, y; = ], gi;(%.) = gn*(j* Ei) s o0 F, %i est d'dlleurs le géné-

rateur canonique de H2i(Pn) .
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REMARQUE 1. - Orientons 82n+1 en convenant qu'un repére (tl g soe s t2n+1)
. . . 2n+2 -
est direct si le repere (to s tl 9 oo 3 t2n+1) de R s ou to est un vec-

teur sortant, est direct. P cst munic de son orientation dec variété complexe :
si tl 5 ese 9 tn est une base sur (G de 1'espace tangunt en un point,

(tl R itn) est un repére direct. st %KP °st munic de 1l'orien-
tation produit, qui est d'ailleurs la méme que celle de P’ ?XC» . Avec ces
conventions, & est une application de degré + 1 . Pour 1e montrer, il suffit

de trouver un point ol le jacobien de X o X soit >0 . Le calcul est assez
simple pour le point (- 1, en) .

REMARQUE 2. - g, cstun homémorphisme de coalgébres : 1l'application diagonale
sur H (P ) est donnée par A(ék) = S ¥ 8¢
4

3 55 s en posant % =1.0na
i+j=k ° : ’
donc dans H (£a(sU(n + 1))) =

/_\(yk Z__ (y ® ¥ ) on posant yy = 1 s
i+j=k

ce qui détermine complétement l'apolication diagonalc.

D. Démonstration du théoréme de Bott.

THEOREME 5. - h : B — Li1(SU(V)) est une équivalence d'homotopie faible.

DEMONSTRATION. - On connait la structure des algébres d'homologic de ces deux
espaces . ce sont des algébres de polyndmes sur des généreteurs de degrés 2 , 4 ,

6 5, 8, ... (théortmes 1,(b) et 3,(b). On a le diagramme commutatif suivant -

B (P) —2 sy B ((SU(C o 7))

. h <

*

H,(B) —— H (SL(SU(V)))

ol j désigne les injections canoniques ; J @ SU(C e V)~ SU{V) est une équi-~
 valence d'homotopia faible (exposé 5) et il en est de m8me de £1j . L'image de

g, engendre 1'algébre H (SI(SU(C e V7)) , (théoréme 4), donc 1'image de h
engendre 1'algébre H (SI(SU(C o V))) , et puisque h, est un hqmqmorphlsme‘d'al—“~
gébres (théoréme 2), on en adduit que h, est surJective. Mais pour chaque k ,
Hk(fl(SU(V))) est libre & un nombre fini r(k) de générateurs, et Hk(B) est
engendré par r(k) éldments ¢ h  est nicessairement un isomorphisme. Les deux
espaces étant simplement connexes, lc théoréme de Hurewicz assure que h est une

équivalence d'homotopie faible,
c. Qo F. D.
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{(Z pour 1 impair
COROLIAIRE. - T (U(w®)) =/
+ }\O pour i pailr.

; 1C s j., - 7 = T =N £ = 7T 5 . !
DEMONSTRATION. ﬂi(U§ o)) i+l(B) (i+1(J (su(v))) i+2(SU(®)) . D'autre
part U(®) = SU(®) x S~ , d'ol ’-“.:’.l(U(@)) :"fri(su(ao)) pour 1 #1 . On en
déduit par récurrence que, pour i pair, ’ﬂ’i(U( ®)) :'71'0(U( ®)) =0 , et pour

i impair, 'Wi(U( ®)) = ’f’i(U(w)) =7 .

IIT. Homomorrhismcs de Hurewicz.

A. La suspension dans les deux fibrés de Bott.

Considérons d'abord le fibré acyclique E -—s SU(n + 1) de fibre SUSU(n + 1)) ,

ou l'analogue pour n = ® . On sait que :

H, (SU(n + 1)) = ,'\.(x1 s eee xn) , algébre extdrieurc sur l'anneau 7 , ol

x; est primitif de degré 2i + 1 (cxvoséds 2, 3 ot 5)
H;(,S'}.(SU(n +1))) = Z[yl 5 s g Vn_l ol v, estde degré 2i (théoréme 3).

PROPOSITION 3. - La suspension « : I (€1(8SU)) —» Hk+1(SU) cst donnée par :

X
< CT(Yi) =%,
\}k 7 (décomposables) = O
DEMONSTRATION. - Considérons l'application y : SU(i + 1) —s S5°1 . 0%

applique y, sur 1'é1ément fondamental de HZi(_i'?-_(S (cf. exposé 11, II,

B, proposition 2 et II,C, remarque 1). Sa suspcnsion est 1'élément fondamental
2i+1 '

de Hy,,,(87777)

est primitif (exposé 6, paragraphe 2), cec ne peut &tre que X e D'autre part

. Donc o‘(yi) a pour image par ¥, cet é1ément; et comme il

o s'annule sur les décomposables (exvosé 6, paragraphe 3), ce qui démontre la

proposition.

Considérons maintenant le fibré acvelique T -— B, de fibre U(n) . On

sait que :
B (U(n)) = Alby s «oe 5 b ;) , ob Db, ost primitif de degré 2i + 1 ;
»* . , .
H (Bn) = g[cl 5 see s cn] ; o ¢, cst do degré 2i ;
H*(U( ®)) = ,."\(xO s eec 5 X s coa) 5 OU x; est de degré 2i + 1 ;

< _
H*(B) —,%.[yl s oeee s Vo 0 cee] 5 avec Ayk-— i,f;:k A @yj en posant Yo = 1,
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ou y, est de degré 2i (1)°
On a une base de P (B) , ou p_= (- 1)k+3‘ ky, + décompo-
pl 5 ecc 3 Pn 5 oo % s % Tk
sables est de degré 2k , < Py s Oy > =+1, < Py s décomposables » =0 .

PROPOSITION 4.
a. La suspension o ¢ Hk(Bn) — Hk_l(U(n)) est donnée par :

o x _
(o (e;) =P

'} 5" (décomposables) = O

b. La suspension ¢ : Hk(U(co)) — Hk+1(B) est donnée par

- (décomposables) =0 .

{f(xi) = Pin

DEMONSTRATION. - Soit X, le fibré de fibre g*i-l - U(i)/U(i - 1) sur By

associé 3 3'1 . On a les diagrammes commutatifs sulvants :

51) s T

Si a; est 1'é1ément fondamental de Hzl'l(SZl;l) , & (ai) =c; (exposé 9), et
» . b3

o (ci) = o Q(ai) =X (ai) =D, , - Pour n?v i , on considére 1'homomorphisme
d'espaces fibrés :

i~

i i
L )
Ny . F N
U(n) > 1, — By .

Pour n =® , on passe & la limite inductive, ce qui démontre la partie (a). La

. , R . * ’
partie (b) se démontre en utilisant le fait que o et o sont transposees.

B. L'homomorvhisme de Hurewicz dans SU(®) et B = £1(SU( ®)) .

le générateur

s . - , A - r\r, - ;‘-
Soient & le générateur de ’Zn(B) ’ffzn(.( (SU(@))) et £

(1) Les générateurs y, de H (B) et H;(.O.(SU(GD))) se correspondent par 1'ap-
plication h, de Bott.
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de 7 +1(U((D)) définis par récurrence par les propriétés suivantes :

2n
(£ est le génératrur canonique ;
) 0t =¢' dans le fibré |
n n-1

)\ Ot!' = ¢ dans le fibré E .
n n

THEOREME 6. - L'homomorvhisme de Hurewicz qiz U EI— H* est donné dans
U( @) par :

()t 1) = (- IR0

n

et dans B par :
(b)) s W)

posables.

(- I)Kn-ﬂ(n-Z»/Q (n-1)p =(- 1%n(n-l»/2 nly + décom-

DEMONSTRATION. - Par récurrence :
[}

(ao) : théoréme de Hurewicz et définition de %

(an-l) —- (bn) ¢ on a le diagramme commutatif :

=7
.~ ¥y o
My neq (U) > Hy (1)
a/’ \
. (Y :
oh : O ) =g, . $E! ) = (- 1)(n-1) (n-2)) /2 (- Dtx
F(Xn-l) =p, = (- 1) ny, * décomposables, d'ol \?(En) .
(bn) = (an) ¢ on a le diagramme commutatif
LS @))) — s, (SL(eU( @)
i N
Tane (SU( @) L s By (SU( )

ol 5(££) = En s Kp(én) = (- 1ﬂn(n—1»/2 nly, + décomposables, nyn) = x

¢ (décomposables) = 0 , d'ol !f(££) s et le théoréme est démontré.

n 9

COROLLAIRE. - La n-iéme classe de Chern d'un fitré vsctoriel complexe sur $*n

est divisible var (n - 1)! , et caractérise le tvpe stable de ce fibré.

DFMONSTRATION. - A un fibré vectoriel complexe sur S correspond un élément

k&n£I7Tén(B) s qui caractérise son type stable. La n-idme classe de Chern prend

sur 1'é1ément fondamental de HZn(Sn) la valeur :
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<~\Kk£n) I (- 1) xn - 1)t < R, s Gy 7 T (- 17 x(n - 1) .

C. Homotopie des groupes unitaircs finis.

THEOREME 6 .
a. (BOTT) : ﬁrk(U(n))z, Z pour ¥k dimpair <2n
0 pour k nvpair <2n ;

b. (A. BOREL-HIRZERRUCH) : 'Wép(U(n)) =2,

c. (TCDA) : ‘h2n+1(U(n)) f{Zz si n mrair 32,
0

o

si n impair ,
d. (TODA) : ﬂén+2(U(n)) :§%b+ﬂl/2 si n impair 23,
l%n+l)' & 22 si n pair >4 .

DEMONSTRATION, -
a. La fibration U(n + 1) —> S

. w20+l (1 £ w (g*r

2n+1 de fibre U(n) donne la suite exacte

d'ou, pour k < 2n
M (0(2) =T (U + 1) = .o =T (U(@))

d'ou (a) par le corollairec du théoréme 5.

b. On a la sulte exacte

(U + 1)) -391> gttty 7, (U(n) = 7% (U(n + 1))

)

2n+ 2n+1 2n
ol § (U(n +1))= 2, générateur £ ,,’ﬁén(U(n + 1)) =C (partic (a)),
’nén+1 n+l) =72 , générateur % nel Le dicgramme commutatif
’ X 2
U LN 1 n+l
+ (T + 1)) > T (8 7)
:
V X 2n+1
2n+1(U(n + 1)) - H.2n+1(S )
ol \§QZ = (- 0" n Xn s et X, (x ) = Q(g ) est 1'élément fondemental de
2n+1(S ne 1), montre que };{S ) = (- 1)* .gn'o On en déduit par la suite exacte

iy =
que ,2n(U( n)) an

c. La varidtéd de Stiefel U(n + 1)/U(n - 1) est fibrée sur g*n+l de fibre
S2n-l , et oc fibré admet une section si ct sculement si n + 1 est pair ([6],

theorems 27.10 et 27.11, page 142). L'application de bord



P 2n+1
Mo (87 7)

est done nulle si n

sance 2 l'obstruction = H S 5 o

o)
/ 7\*
. (S2n+1) a

T 2n+1

montre alors que X ’nan(U(n)) —_ ’ﬂén(sz

est impairy; et non nulle si
2n+1,.2n e 2n=
n l( n+1 T (S n l))

"l) est nulle si
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(SZﬂ 1)

n mpair, car elle donne nais=~

» Le diagramme commutatif :

n Impair, sur=-

jeetive si n  pair. aprliquant ce résultat, pour n + 1 , 3 la suite cxaéte :

2n+2 Y

X

s

=5

on trouve O =0 pour n impair,

d. Désignons par = 1l'opération homotopique stable de degré

514 7 L4
1'é1ément non nul de k+1(8 ) .

2ﬂ+1

W g ()

2n+l
Tr
(U + 1) = Ty (579
2 L 2

= pour n pair, d'ou (c).

+ 1 définie par

Cas n impair. - On a vu que 6(o(§) =0, d'ou 6(»(2§) =x9(x3}) =0 . La
suite exacte :
2n+1 i 0=0
on+3(8 ) &2, w2 (U@) =7, S (U(nr1)) = 0, o (2,) hpap (U(n))
] H
Zae1) )
y _-
donne 2( (n)) = é(n+l)!/2 B

- On a la suite exactc :

2n+l, O
S
) = T ea

Cas n npair.
T 1 T
1 u

0 Z

Mais le diagramme commutatif

! 2n+1 d
) — ﬂ5n+2(U(n))

T (8 2w, (u(n)
] ]

n!

(U(n)) >

Y =
2 +2(U(n +1)) ———-}oe.
I
Z(n+l)!

2oy

il
M opea (8

A 2
qaL

X

2n—1)

X -
% 2n l)

\ %én(S
1]

2y
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ou les applications de la ligne inférieurc sont surjcctives, montre que
! 2 . 1t 272 3 S t A . - 71-' 21""1 — -
A, 0o 3}) ost 1'é1lément o (S) d'ordre 2 dans 2n+2(s ) = Zyy + 11 est
donc divisible au plus par 12, ce qui exclut la possibilité 22(n+1)' , ot ter-

mine la démonstration du théoreme.
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