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Séminaire He CARTAN « J, Ce MOORE 10-01"
V4 (4 [ )
12¢ année, 1959/50, n°® 10 18 janvier 1960

ALGEBRES DE HOFF UNIVERSELLES

par John C. MOORE

Dans cet exposé, tous les modules sont des K-modules, oi K désigne un anneau
de base commutatif, fixé une fois pour toutes ; on supposera que K est un an=
neau de Dedekind, Quand on parle d'algébre, ou de coalgtbre, ou d'algtbre de Hopf,
on suppose toujours que le K-module gradué sous=jacent est connexe, et projectif
de type fini (on pourrait travailler sous des hypoth®ses moins restrictives, mais,
pour les applications qu'on a en vue dans les exposés suivants, ces hypothéses suf=~
fisent, et les démonstrations sont plus simples). De plus, toutes les algébres ont
une multiplication associative, et toutes les coalgebres ont une application dia=-
gonale associative. Ainsi, une algébre de Hopf posséde une multiplication asso=

clative et une application diagonale associatives

Nous considérons d'abord le probléme consistant & plonger une coalgébre dans
une algébre de Hopf, Il y a deux solutions universelles, selon que l'on considére
toutes les algdbres de Hopf, ou seulement les algébres de Hopf & multiplication

commutative,

PROPOSITION 1, » 8i C est une coalgdbre, il oxists uno clpthro de Hopf 7(C) et
un morphisme de coalgébres ¢t : C =T(C) , tels que si A est une algébre de Hopf

et £ 5 Co»A un morphisme de coalgébres,il existe un unique morphisme d*algébres

de Hopf £ T(C) - A tel que le diagramme

C~—~£———;A

c)” £

soit commutatif.

DEMONSTRATION, = Soit J(C) le conoyaude m t K- C3 J(C) est done canoni-
quement isomorphe au sous-module des éléments de degré > 0 de C o Soit T(C)
l'algébre de Hopf gui, comme algébre, est 1'algébre associative libre engendrée par
J(C) 5 et soit z s C -»T(C) 1'application naturelle. Il y a une unique applica=-
tion diagonale A dans T(C) , telle que le diagramme
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C——A———)GQC

L lce;
7(c) —2— 7(c) @ 7(C)
goit commutatif, et telle cue A soit un morphisme d'algébres. On notera que

1'image de ¢ contient un systéme de générateurs de 1'algébre T(C) « Il est clair
que T(C) et t ¢ C = T(C) satisfont a la propriété universelle désiréece

PROPOSITION 2, = S1 C est une coalgébre, il existe une algébre de Hopf 3 mul-
tiplication commutative L(C) , et un morphisme de coalgébres ¢ ¢ C »L(C) , tels

que 81 A est une algébre de Hopf & multiplication commutative et £ ¢ C -4 un

morphisme de coclgdbres, il existe un unique morphisme d'algébres de Hopf
T3 L(C) +A tel que le diagramme

 ————— A
e 3
A4

L(c)

soit commutatif.

DEONSTRATION, = Soit L(C) 1'algdbre de Hopf qui, comme algdbre, est 1l'algébre
associative=commutative libre engendré par J(C) , et telle que si ¢ ¢ C -L(C)

est 1'application naturelle, le diagramme

C~——u—CO® (G
L lcoc
L(c) — L(C) @ L(C)

soit commutatif. Ici encore, la propriété universelle désirée est évidemment satise
faite par ¢ ¢ C =L(C) .

DEFINITIONS et RAPPELS, = Si A est une algébre, I(h) désigne le noyau de
€3 A-+K, clest-d=dire le sous-module des éléments de degré >0 de A (cfe
1'exposé 4)e De plus Q(A) = I(A)/f[(A)2 o L'algébre A est triviale si 1'applica=
tion.naturelle I(A) »Q(A) est un isomorphisme, 1. ee si I(A)" =0 ,

De m@me, pour une coalgébre C , le module P(C) des éléments primitifs est le
noyau de 1l'application naturelle J(C) = J(C) © J(C) , et J(G)2 est la coimage
d'une certaine application. La coalgébre C est triviale si 1l'application natu-
relle P(C).+J(C) est un isomorphisme, is ee si J(C)" =0 (exposé 4). On obser=-
vera que si C est une coalgébre triviale, alors L(C) est justement 1'algtbre de
Hopf souvent utilisée et désignée par L(J(C)) » '
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Autres conventions et commentaires ¢ Pour tout K-module X , le K-module
Hom(X 5 K) sera noté X* , Le module X* s'appelle le dual de X ¢ Si X est
projectif de type fini, il en est de méme de X* ot X =X F est un isomorphisme o
Si £t XY est un morphisme de K-modules, alors f£¥ : Y* o x* ost défini
par

*eH) ) =y¥ex) .
Ltapplication £* s'appelle la duale de f .

Soit maintenant A wune algébre ayant pour multiplication .® ¢ A @ A,»4A ;

alors A% est une coalgebre avec application diagonale o¥ s A% INE- TN s ¢t
¥k
A

algébres de Hopfe Rappelons que la duale d'une algébre de Hopf est encore une al-

= A , Des considérations analogues s'appliquent aux coalgébres, ainsi qu'aux

gébre de Hopfe

PROPOSITION 34 = Si A est une algébre, il existe une algébre de Hopf U(A)
et un morphisme d'algdbres m ¢ U(A) »A tels que si C est une algdbre de Hopf

et £¢ C=A un morphisme d'algébres, il existe un unique morphisme d'algdbres

de Hopf f ¢ C -~ U(A) tel que le diagramme

~

¢ —L o ua)
X llf

soit commutatif,

DEMONSTRATION, = I1 suffit de prendre U(A) = T(A®)*,

1'application duale de & ¢ I -»T(A*) .

ne: UQRL) >A étant

La proposition 3 est duale de la proposition le

“ROFUSITION 44 = Si A est une algébre, il existe une algébre de Hopf 2 applica-

tion diagonale commutative M(A) , et un morphisme d'algébres s ¢ M(A) - A , tels

que s1 C est une algébre de Hopf dont 1'application diagonale est commutative, et

st £f: C-4 est un morphisme d'algébres de Hopf, il existe un unigque morphisme
d'algébres de Hopf f ¢ C ~M(4) rendant commutatif le diagramme

~v

c—I M)
J]‘

£ WA
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DRMONSTRATION, - I1 suffit de poser M(A) =L(a™)*, 1tapplication = 2
M(A) +4 Stant duale de t : A* 4L(a¥) .
PROPOSITION 5. = Soit C une coalgebre ; alors ¢
u(c™)

M(c™)

10 1(c)*

ve

20 L(c)*

il

ve

3° Pour que 1l'application diagonale de 1'algdbre de Hopf T(C) (resg. L(c) )

soit commutative, il faut et il suffit que 1'application diagonale de la coalgéebre

¢ soit commutative.

La démonstration est évidente & partir des définitions.

PROPOSITION 6, - Si C est une coalgébre, 1'application naturelle J(C) - Q(L(C))
est un isomorphisme. Si A est une algebre, 1'application naturelle P(M(A)) -» I(A)

est un isomorphisme.

Gecli résulte aussitdt des définitions. On observera que les deux assertions de

1'énoncé sont duales 1l'une de 1l'autre.

DEFINITIONS. = Si X est un module, nous noterons X 1e produit tensoriel de
n exemplaires de X . Si A est une algébre, A" désignera 1'algébre, produit
tensoriel de n exemplaires de A . Si C est une coalgebre, ¢c® désignera la

coalgdbre, produit tensoriel de n exemplaires de C o
Soit m le groupe symétrique sur n lettress S1 X est un module, 7 opére

sur X° . En particulier, si o© en, est la transposition qui échange la i-éme

ot la (i + 1)=itme lettre, on a ¢

4 [ 4 L] ) ] i

- rs
0(X1®ooo @Xn) (" ) @ooo @X 1®Xi+1®xi®xi+2®ooo @Xn 9

PROPOSITION 7. - Soit C unc coalgtbre. Si q est un entier >0 , il existe

un entier n tel que 1l'application naturelle e P -+ L(C) soit un épimorphis-
g

me dans les degrés < q « De plus,  est un morphisme de nn-modules, lorsqu'on

fait opérer n ~ trivialement sur L(C) .

DAMONSTRATION. = L'application & est composée de G »>L(C)" et de 1'appli-
cation L(C)® = L(C) fournie par la multiplication dans L(C) o La seconde partie

de 1'énoncé provient du fait que la multiplication de L(C) est commutatives
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La premiére partie suit du fait que ¢(J(C)) est un systéme de générateurs de

L(C) comme algdbre. On notera que ¢ eost morphisme de coalgébrese

PROPOSITION 8, - Soit C une algébree Si q  est un entier >0 , il existe un

entier n tel que l'application naturelle o M(A) +A% soit un monomorphisme

dans les degrés < g .

De plus, 7 est un morphisme de ﬂh-modules, lorsqu'on fait opérer U tri-
vialement sur M(A) .

DAMONSTRATION, = Duale de la précédente, On notera que 7 est composée de
1'application diagonale M(A) - M(A)" et de 1'application naturelle M(A)" =a" .,

n . .
Fn outre n° est un morphisme d'algebrese

DEFINITIONS et COMMENTAIRES, - Si C est une coalgébre triviale, avec J(C) = X,
on notera L(X) 1'algébre de Hoof L(C) « De mlme, si A est une algébre triviale,
avec I(A) =X, on notera M(X) 1'algébre de Hopf M(A) .

On se propose maintenant de définir une application naturelle ¢
As LM(X)) - M(L(X)) ’

qui sera un morphisme d'algebres de Hopf. Une telle application existe pour deux
raisons : tout d'abord, il y a une projection naturclle de J(M(X)) sur X, et
par suite il existe un morphisme naturel d'algdbres A, LM(X)) »L(X) ; puis=
que L(M(X)) cst une algébre de Hopf, A, définit un unique morphisme d'algdbres
de Hopf A ¢ L(M(X)) -M(L(X)) tel que 7n\= A sob me M(L(X)) -»L(X) est
1'application canonique des algdbres. En sccond lieu, 1l'inclusion X - I(L(X))
induit un morphisme de coalgbres A, ¢ M(X) »M(L(X)) ; puisque M(L(X)) est
une algébre de Hopf, il existe un unique morphisme d'algébres de Hopf

At LM(X)) »>ML(X)) tel que AL = 7\2 y o t* M(X) -L(M(X)) est 1'appli-
cation canonique des coalgébrese

A n'est pas toujours un isomorphisme d'algébres de Hopf ; mais il en est ainsi
sous des hypothéses particuliéres. Supposons maintenant que X soit un module
libre & un générateur x de degré 2n j écrivons [x] pour X . Une basc pour le
K-module libre L([x]) se compose des éléments 1 , x , 2 s ees 3 une base pour
le K-module libre M([x]) se compose des éléments 1 = yb(x) y X = Yi(X) ,
yé(x) s eee 3 de plus \&(x) y&(x) =(i, j) Yi+j(x) ,

(1) Ay, (x)) = 2 oy (x)e YE(X) .

j+j=x
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THEOREME 1. - 81 X est un module libre & un générateur x de degré 2n >0 ,
1'application A ¢ L(M(X)) »M(L(X)) est un isomorphisme d'algébre de Hopf.

DEMONSTRATION, = Considérons 1'algdbre (L( [x]))k . Clest 1'algdbre commubative
libre avant pour générateurs Xy s eve s X s o x, désigne 1® «ee ®XB® 1 «us
(x étant 2 la i-idme place). Soient S, » +e+ 5 8, les fonctions symétriques

élémentaires des lettres Xy 5 eee 9 X3 considérons 1l'application ¢

= o A ; LM([x]1)) e-(L([x]))k (cfe proposition 8),

On a (nk 0 %)(Yi(x)) = s; pour i =19, ese 5 k o Par aillcurs, les fonctions
symétriques élémentaires s, , +os , 5, ocngendrent la sous-algébre de (L([x]))k
formée des éléments invariants par lc groupe symétrique sur k lettres ; et cette
algébre est commutative-libre en ses générateurs. I1 s'ensuit que nk o A est un
isomorphisme en degrés < 2kn . L'image de A est contenue dans 1'algébre des fonc-
tions symétriques élémcntaires, et par conséquent A est un isomorphisme dans les
degrés < 2kn o Puisque k a pu &tre choisi arbitrairecment, il s'ensuit que A est

un isomorphisme.
On observera que si, dans la démonstration précédente, K est de caractéristique

2 , il n'est pas nécessaire de supposer que le degré de x soit pair.

DKFINITIONS et NOTATIONS, - Si x est de degré pair ou si la caractéristique
de K est 2, l'algibre de Hopf L(M[x]).=M(L[x]) sera notée B(x) . On défi-

nit comme suit les é1éments pn(x) e B(x) @

1° pl(X) =X 3

20 pn(x) = ;g; (- 1)j+1 yj(x) pn_j(x) + (= 1)n+1 nyn(x) pour n >0 ,

PROPOSITION 9, = Dans 1'algibre de Hopf B(x) , les éléments pk(x)
(k=1, eee 50, «os ) formont une base du K-module P(B(x)) des éléments

primitifs.

DEMONSTRATION. - Montrons d'abord que les éléments pk(x) sont primitifse C'est

évident pour k = 1 ; supposons-le vrai pour k < n « D'apres la relationl(l), on a ¢

) !

Afp,(x)) =p (x)® 1 +18p (x)

Ne1
* (= )% 1 7309 © Yy ()



n=l j=1

v 22 (- 7

2 32 (X)pn_j(x) ® y; (%))

j-i

-1

SIS i
AR SRV AR CENNER)

-1

+ jg_-l (" 1)j+1(Pn_j (X) ® Yj (X) + Yj (X) ® pn_j (X)) .

Ceci est égal & :

-1
pn(x) @1 +1® pn(x) + (= e, ?;__1 yj(x) ®Yn-—j(x) |

n-1 n=1 141 ‘
2 i.__%ﬂ(- Iy g (py s (x) @ Yy(x) Yy() @ vy (x)p,_4 (x))

nel 541
+ s (o 1) (py g (%) ®Y;(x) +y;(x) @ Pyag ()
= p,(x) ' o, 7T -
=p,(x) ®1 +1®pn(x) + (- 1) njgl yj(x)gyn_j(x)
n=2 . ned
+ 3.;-1 (- 1)3(pn_j(x) + (- 1) -3) Yn_j(X) ® yj(X))
ne2 . Nt
+ jgl (- 1)? Yj(x) ® (pn_j(x) + (- 1) (n=3) Yn_j(x))
nel .
¢y (- 17 Hp, 5 6) oY () + yyx) @ 5 ()

)n+l n

n-1 )
=p(x)el+10 p,(x) + (-1 j‘él Y; (x) ® Yn_j(X)

—

+ (- 1)" n;z Y5 () @ vy (%)

[

+(-1)" 2 (0-3) Yj(X) ® Yn—j<x)

[

(=)oY, (x) +y (x)e x)

= pn(x) e1+1® pn(x)

1007
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# (1) nxe Yn-l(X) Y, (x) @ x)
+ (= 1)*(n - 1)(Yn_1(x) ®x +x® Yn-l(x))
(1) x oy, (x) ry _ (x)e x)

= pn(x) ®e1l+1 épn(X) .

Ainsi pn(x) est primitif, par récurrence sur 1n .
Considérons maintenant 1l'application naturelle 3

8 : B(x) »L[x] .

On a G(pl(x))= X, S(Yk(x)) =0 pour k >1 , et par suite e(pk(X)) = Xa 9(pk_1(X))

, k .
pour k > 1 . Par conséquent, par récurrence, on trouve que e(pk(x))= X o Ceci
exprime que le sous=espace de P(B(x)) engendré par les éléments pl(x) s pz(x) ) eee
s'applique isomorphiquement sur I(L{x]) ; d'aprés la proposition 6, c'est le sous-

espace de tous les éléments de P(B(x)), ce qui prouve la présente propositions

PROPOSITION 10. = Supposons que le degré de y goit r fois le degré de x .
Alors, il existe un morphisme d'algébres de Hopf f : B(y) =*B(x) tel que ¢

f(pk(y)) = prk(x) pour tout k .

Si la caractéristique de K est zéro, le morphisme f est unique.

DMONSTRATION, - I1 y a un unique morphisme d'algdbres ¢
£' ¢ Lly] »L[x]

tel que £'(y) = x* ;. cette application induit f ¢ B(y) » B(x) , ct on a un
diagramme commutatif ¢

Bly) —  +B(x)
e ' le
Lly] _-f---.,\L[x_]

On a ff e(pk(y)) = f'(Yk) =x ¥ ’ e(prk(x)) = x*K , et par suite l'application
f posséde la propriété désirée. Los formules récurrentes donnant les éléments

pi(x) et pj (y) montrent alors 1'unicité de f si la caractéristique de K est
z8T0 o
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CONVENTION, = Si le degré de y est r fois le degré de x , on peut considérer
que B(y) est une sous-algébre de Hopf de B(x) , grice & la proposition précéden=-
tes On peut done considérer 1'algébre de Hopf quotient B(x)//B(y) e Le fait que
c'est bien une algébre de Hopf résulte de-la proposition 6 de 1'exposé 4.

PROPOSITION 11. - Soient n et r des entiers >0, n étant pair j soient
x de degré n, y de degré rn ; alors
10 Q(3(x)//8(y) =0 si o

2° 81 r ¢st une unité de K, (.Zg(B(x)//B(y))q =0 si g=0 mod rn , et est
libre de base 1'image de ykn(x) si g=kn, avec k£0 mod r ;

i

0 mod n ;

3°8i r est une unité de X, B(x)//B(y) est commutative-libre comme algdbre }

40 Si p est premier et r = pl s la caractéristique de K étant
P ‘;),(B(x)//B(;)r))kn est libre de base 1'image de ykn(x) quel que soit k >0,
et le noyau de 1'application naturelle B(x) - B(x)//B(y) est 1'idéal engendré par

les é1léments yk(x)p pour tous les k>0 ,

DEMONSTRATION, = On observe d'abord que les algébres B(x) , B(y) et B(x)//B(y)

-

peuvent &tre obtenues 2 partir des algdbres correspondantes sur 1'anneau «Z~ s €N
tensorisant (sur .“ZN) par K . En outre, si A est une '\Z‘:alg‘ebre, on a
QA ®, K) =Q(A) ®, K « On a alors une suite exacte ¢

~ QBH)) +aBE) »eBE)/AF) -0 .

De plus prk(x) = pk(y) , de sorte que 1'on a, modulo les é1éments décomposables $

k+1 _ _ ~ rk+1 ‘ .
(" 1) kYk(Y) = pk(Y) = Prk(x) = ( 1) knicr (x) H
et si la caractéristique de K est zéro, ceci implique que ¢

%) = (- 1)(FHLE

Les assertions 19, 29, et la premiére moitié de 4° résultent de 12 aussitdt. En

utilisant le théoréme 4 de 1'exposé 4, l'assertion 2° implique 3% I1 reste donc

rykr(x) *

3 prouver la seconde partie de 4°, Sous les hypotheses faites, y = 2L = ) i(X) .
1 P
Supposons que, pour i<j, yi(y) = yr(x)p ; alors ¢

MY, @) = 2 v, 0 ey ),



10-10

et
i i i
A(yj x)P )= u,,%:j Yu(x)p ® YV(X)p .

Par suite Yj (y) - yr(x)p est primitif ; et puisque l'image de cet élément dans

J
L(x) est O pour j >1, on a yj(y) = Yr(x)p , ce qui prouve la premiére moi~

tié de 1l'assertion 4.

PROPOSITION 12, = Soient r et n des entiers >0, n ¢tant pair ; soient
x de degré n, et y do degré rn . Alors :

1° L'algdbre de Hopf (B(x)//B(y))* est isomorphe & 1'algtbre de Hopf B(x)\\B(y) .
cette derniére étant définie par 1'épimorphisme f : B(x) -B(y) induit par
£+ Mx] - Myl tel que f(ykr(x)) = yk(y) , f(yi(x)) =0 pour 1 #0 mod r ;

2° Ltalgdbre de Hopf B(x)\\B(y) est commutative-libre comme algbre ;

3% La suite ¢
0 -»Q(B(x)\\B(y)) »Q(B(x)) »Q(B(y)) -0
est exacte.
DAMONSTRATION, = En vertu du théoréme 1, on a B(x) = B(x)* et B(y) =B(y)* .
De plus le dual du diagramme

B(y) —B(x)

|

L(y] —L[x]
est

- Mly] ——M[x]

| |

B(y) ——B(x)

3 condition d'identifier L[y]™ et M[y], L[x]* et M[x] o Ceci prouve 1l'asser-
~ tion 1.

On a la suite exacte ¢

QBEENBG)) —t—a@x) X o@mm)) »0

et, par suite, si on montre que ¢ est un monomorphisme, la proposition sera

démontrée gréce 3 la proposition 1 de l'exposé 4.
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=0 pour j =0 mod r (j >0) . Définissons w, pour les

Soit w, =1, 3

0 W3

autres valeurs de j , en posant ¢

Wy = Yj(x) pour j <r ,

k=1

wj"’kl" = Yj-f-kr(x) - ig‘l wj+ir Y(k-i)r(x) pour 0<ji<r "

L'application composée ¢
B(x) ~B(x) ® B(x) —-253(x) & B(y)

envoie wy en 19 LA Donc vy € B(x)\\\B(y) , et cette algtbre de Hopf est
librement engendrée, comme algébre commutative, par les éléments vy relatifs aux

3 tels que j #0 mod r o Ceci prouve la proposition.

REMARQUE, - Considérons 1'algébre B(x) = Q B(x)q ; définissons Y par la condi=-
tion que sa composante dans B(x)q est 0 si q#0 mod n, et est yk(x) en

degré kn ; définissons y par la condition que sa composante de degré q est O
si q#Z0 mod rm , et est Ykr(x) en degré krn ; définissons w tel que sa
composante de degré gq soit O si g #0 mod n, et soit Wy en degré kn .
Alors w est 1l'unique élément ayant cette propriété, y est une unité, et

w=Yy-1 .



