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9-01

LES CLASSES CARACTÉRISTIQUES D’UN ESPACE FIBRÉ À FIBRES VECTORIELLES

par Bernard MORIN

Séminaire H. CÂRTAN - J. C. MOORE
12e année, 1959/~0~ n° 9 11 janvier 1960

1. Opérations sur les espaces fibres.

Sauf indication contraire! tous les espaces fibrés considérés dans cet exposé
sont des espaces fibrés localement triviaux à groupe structural. Lorsqu’on parle

d’applications fibrées, on suppose toujours qu’il s’agit d’applications compatibles
avec les structures définies par la donnée du groupe structural. Par exemple, lors-

que X est un espace fibré principal, de groupe structural G ~ on dit que X’ est

un sous-fibre de X si X’ est un sous-fibre au sens de l’exposé 8 paragraphe 1,

et si, de plus, X’ est un espace fibré principal de groupe structural G’ , où

G’ est un sous-groupe de G ~ et où les actions de G et G’ sur X et X’ res-

pectivement sont astreintes à la condition de compatibilité suivante :

( j désignant l’injection de XI dans X ~

i l’injection de G’ dans G )

Soient X - B , Y -~ B deux espaces fibrés de groupe structural G. On dit que

X est équivalent à Y , et on. écrit X ~. Y , s’il existe un isomorphisme d’espaces

fibres X -~ Y induisant l’identité sur B .

a. Soit X un espace topologique, G un groupe topologique opérant à droite sur

X . On désigne par X/G l’ensemble des orbites de X sous l’action de G ~ muni de

la topologie quotient induite par la topologie de X. Lorsque X est un espacé

fibre principal, de groupe structural G ~ X/G s’identifie à la base du fibré X .

Par exemple, si G est un groupe de Lie (resp. un groupe classique d’un espace

préhilbertien) (cf. exposé 5, paragraphe 2, p. 7 et 10). L’action de tout sous-groupe
fermé (resp. admissible) U de G (que l’on fait opérer sur G par translation à

droite) définit sur G une structure d’espace fibré principal de groupe structural

U et de base G/U .

Plus généralement! si X est un espace fibré principal dont le groupe structural

G est un groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissible d’un groupe classique d’un

espace préhilbertien), la donnée d’ un sous-groupe fermé (resp. admissible) U de



G (que l’on fait opérer sur X par l’injection naturelle U .~ G ~ définit sur X

une structure d’espace fibré principal, de groupe structural U et de base X/U.
On dira que c’est le fibré principal déduit de X à partir de U .

b. Soient B ~ C ~ C’ 9 trois espaces topologiques~ j , : 
deux applications continues. En désignant par 6 : B .~ B x B l’application dia-

de B 9 on appelle produit de C et de C’ au dessus de B ’ et on note

C x le sous-espace

On note encore j xB l’application C x~ C’ ~ H f définie par

1° Image réciproque d’un fibre. - Soient B ~ B’ deux espaces topologiques,

X ~B un espace fibre (resp. un espace fibre principal) de groupe structural

G ~ f : une application continue ; B x est munie d une struc-

ture d’espace fibré (resp. d’espace fibré principal) de groupe structural G qu’on

appelle réciproque de X sur B’ par l’application f ,,9 on note ce fibré

f ~( X~ et sa projection f ’~~ n~ , Si B’ = B et f = id , alors

Soit B" un espace topologique et f’ : une application continue 9
on a

2° Produit fibré. - Soient ~ ~ X’ deux espaces fibres (resp. deux espaces

fibrés principaux) de base B et B’ , de projection 7C et de groupe

structural G et G’ respectivement. L’espace X x X’ e st , muni d’une structure

d’espace fibré (resp. d’espace fibr~ principal) de base B x B~ ~ de projection

. 
Jd et de groupe structural G x Ge .

Lorsque B = xB X’ s’identifie canoniquement à x X’ ) ,
ce qui permet de le considérer comme un espace fibré (resp. un espace fibre prin-

cipal) de base B ~ de P ro ’ J ection ~ xB ~.~ et de groupe structural G x G’ , On

l’appelle le produit fibre de X et de X’ et on le note k(X ~ XI) . A l’aide
du numéro 1 ci-dessus, on voit que k(X ~ X’ ) est en outre muni de deux structures

d’espace fibré (resp. d’espace fibré principal) obtenues en considérant ces deux
structures fibrées images réciproques n*(X’ ) et n’ *(~~ .



Soient n espaces fibrés (resp. n espaces fibrés principaux)

Xl ’ X2 ’ ... ~ ~ ~ n de et de groupe structural G1 ~ " . 9 Gn
respectivement 9 on définit par récurrence sur n un produit fibré, noté

k(x1 , x2 , ... , Xn) ; c’est un espace fibré (resp. un espace fibré principal)
de base B et de groupe structural il G.. Le produit ainsi défini est associa-

tif et commutatif, à une équivalence prèso Toute partition (I , J) de l’intervalle

[1 , n] en sous-ensembles I et J détermine une fibration

dont le groupe structural est G..

c. Fibres associés. - Soient X et Y deux espaces topologiques, G un groupe

topologique qui opère à droite sur X et à gauche sur Y . On fait opérer G à

droite sur X x Y de la façon suivante :

On désigne par l’espace quotient (X x Y ~/G ., Si X est un espace fibré

principal de groupe structural G et de bse B , X X G Y est le fibre associé à

X de fibre Y 9 les sections s :. B -~ X X G Y de ce fibre sont en correspondance

bijective avec les applications f : X -~Y telles que

EXEMPLE. - Le fibré X x G G , associé à X et obtenu en faisant opérer G sur

lui-même par translation à gauche, est muni d’une structure d’espace fibre principal.

déterminé par les translations à droite de G sur lui-même. L’application
X X x G , qui associe à tout élément x de X le couple (x , e) ( e élément

neutre de G ~~ définit par passage au quotient un isomorphisme

comme pour tout et tout g E G ~ ~xg ~ ~x ~ g) mod G ~ l’application
i est une équivalence de fibrés principaux. On voit en outre que si U est un

qous-groupe de G , i définit un isomorphisme ’

X/U est donc un espace fibré de base B , de fibre G./U et de groupe structural

G . On l’appelle l’espace fibre quotient par U de l’espace fibré principal X.

Ainsi, soient G un groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissible d’un groupe

classique d’un espace préhilbertien), V un sous-groupe fermé (resp. admissible)



de G ~ U un sous-groupe fermé (resp. admissible) de V ; alors G/U est un

espace fibré de base G/V ~ de fibre V/U et de groupe structural V.

d. Extension et restriction du groupe structural.  Soient G et G’ deux

groupes topologiques et h : G’ -> G un homomorphisme de groupes topologiques, X’

un espace fibré principal de base B et de groupe structural G’ , alors le fibré

X = X’ XG, t G est un espace fibre principal de groupe structural G , On dit que

X est déduit de X’ par agrandissement du groupe structural de G’ à G au

moyen de l’application h. Do Inapplication canonique

on déduit une application

Lorsque G’ est un sous-groupe de G , cette application définit X’ comme sous-

fibre de X.

Inversement, soit X un espace fibré principal de groupe structural G ~ on dit

que le fibre principal X’ de groupe structural G~ ’ ° est obtenu par restriction

du groupe structural de X à G’ au moyen de l’application h , si l’on a

X étant donnée un tel espace X’ n’existe pas nécessairement ; et si X’ et X"

sont deux espaces obtenus par restriction du groupe structural, on ne peut en con-
clure que X’ = X" .

PROPOSITION 1. -" Soient G un groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissible

d’un groupe classique d’un espace préhilbertien), U un sous-groupe fermé (resp.
admissible) de G ~ X ~ B un espace fibre principal de groupe structural

G ~ X/U ~ B’ le fibre associé de fibre G/U , X Q: x/u le fibre principal déduit

de X à partir de U . Dans ces conditions

. 

u

En effet l’ application X x G x X définie par

applique X x G sur le sous-espace X/U x X . De plus, 
on en déduit une application



C’est l’isomorphisme cherché.

PROPOSITION 2. - Soient G un sous-groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissi-

ble d’un groupe classique d’un espace préhilbertien), U un sous-groupe fermé (resp.
admissible) de G , X un espace fibre de base B et de groupe structural G ; les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

a. Il existe une restriction X~ du groupe structural G de X à U ~

P. II existe une section s ? B ~X/U du fibre X/U~B ,

En outre~ si les sections s ~ s’ : B ~X/U sont deux applications homotopes entre

eUes~ les restrictions de X associées à s et s’ sont équivalentes en tant que
fibres de groupe structural U .

L’injection canonique du sous-fibre X’ dans X est une application
fibrée pour les structures d’espaces fibres principaux, déduitesde X’ et de X

respectivement, à partir de U ; s s’obtient alors par passage au quotient sur U ~

Puisque p o s = id ~ s*(p*(x)) ~X admet pour restriction le fibre

X’ = s~(X) 
Le reste de la proposition est immédiat à partir du théorème de relèvement des homo-

topies. La proposition est encore vraie si G et U sont des groupes topo logiques
quelconques. Mais on doit alors prendre garde que X n’est en général pas la-
calement trivial. On montre pourtant que s*(X) est localement trivial.

e. Classes d’équivalence de fibres principaux. - Soit X ~B un espace fibre prin-
cipal de groupe structural G . On lui associe un élément x ~ G ) de l’en-

c
semble de cohomologie de B à valeur dans le faisceau G 

e 
des germes d’application

continues de B dans G de la façon suivante ?

Si U = (~~~r est un recouvrement ouvert de B , tel que soit un fibré
trivial pour tout i et (p~).~r .Un atlas de X relativement à U ~ le cocy-
cle ~.} ~ U ->G) des changements de cartes de (p.) est un

représentant de la classe de cohomologie x. Cette classe ne dépend ni du recou-
vrement U , ni du cocycle (gij) choisis.

Pour que X et Y définissent la même classe de cohomologie x e G ) , il
faut et il suffit que X== Y . D’autre part, à tout x e Gc) on sait associer
un fibre principal X de base B et de groupe structural G dont la classe est x o

On identifie dans la suite les classes d’équivalence de fibres pour la relation =
aux éléments de G ) .



a. Rappelons que l’ensemble de cohomologie G ) (qui n’est un groupe que
lorsque G est abélien) est muni d’un élément distingué e (correspondant à la
classe du fibre trivial B x G) ~ relativement à tout recouvrement ouvert

U= (Ui)ieI de B il admet pour représentant le cocycle

03B2. Ci on s’est donné sur G un anti-automorphisme g ~ g , on définit sur

H (B . G ) une involution x qui laisse fixe e ! si U = (Ui)i~I, est un

recouvrement de B , (gij)i,j~I un représentant de x subordonné a U , x est

la classe du cocycle

subordonné à U , cette classe ne dépendant, ni du recouvrement U , ni du représen-
tant choisis.

SCHOLIE. - Soient G et G’ deux groupes topologiques, B , B’ deux espaces

topologiques~ ,

ht G’ ~ G un homomorphisme de groupes topologiques,

f : B’ -~B une application continue.

Considérons les applications 3

G ) x G~) ~H~(B ~ (G x G’) ) (définie au moyen de l’identifica
tion canonique k : G x G’ -~(Gx QI) )

c c c 

Soient X et X’ deux espaces fibrés de base B et de groupe structural G et

G’ respectivement. On note x et x’ leurs classes d’équivalence respectives.
Dans ces conditions :

1° la classe du fibré f *(X) est égale à f*(x) ; ’

2° la classe du fibré k(X , X’ ) est égale à k(x ~ 

3° la classe du fibre h*(X’ ) est égale à h*(x’ ) .

REMARQUE. - Pour définir h* : H1(B , Gc) ~ H1(B , G’ ) , il suffit de connaître

h 1 G’ ~ G à un automorphisme intérieur de G près. En effet, on voit facilemet

que si h’ : G’ t -- G est défini par



alors h’* = h* 0

De même, si U et U’ sont deux sous-groupes fermés (resp. admissible) 

groupe de Lie (respo d’un sous-groupe admissible d’un groupe classique d~-un espace
préhilbertien) G ~ conjugués 1" un de l’autre par un automorphisme intérieur, X/U
est isomorphe à comme espace fibre. 

’

Rappelons enfin le résultat suivant :

PROPOSITION 3. - Soit B un espace paracompact, G un groupe de Lie (resp. un

sous-groupe admissible d’un groupe classique d’un espace préhilbertien), U un

sous-groupe fermé (resp. admissible) de G , tel que G/U soit contractile, alors

l’annlication

est un isomorphisme

En effet, soient x E H1(B , Gc) , et X un espace fibré principal de base B

et de groupe structural G dont la classe est x , D’après c , X/U est un espace

fibre de base B et de fibre G/U . Comme B est paracompact et G/U contractile,
il existe une section B ~ X/U de ce fibré, et par suite (d’après la proposition 2)
il existe une restriction X’ du groupe structural de X à U . Si x’ désigne
la classe de X’ , on a, d’après le scholie précédent :

Si X" est une autre restriction du groupe structural de X à U f la section

définie par X" étant homotope à s, on en déduit que X = X’ e

f. Propriétés des espaces classifiants. - Si G est un groupe topologique et

EL un espace classifiant pour G (cf. exposé 5, paragraphe 4), pour tout espace
topologique B ~ ayant même type d’homotopie qu’un CW-complexe, on peut identifier

(de façon naturelle par rapport à B ) l’ensemble G ) à l’ensemble

~t(B ~ classes d’homotopie des applications de B dans B ~ au moyen de
l’application

où x désigne la classe du fibré universel XG ~ BG .



Lorsque X est contractile (c’est le cas si G et BG sont des CW~complexes

de type dénombrable), on peut définir cette identification pour tout espace B ayant

même type d’homotopie qu’un espace paracompact. Si BG est un autre classifiant

pour le groupe G ~ il a même type faible d’homotopie que B G (cf. pour la défini-
tion de cette notion, exposé-11, paragraphe 1) ; le type faible d’homotopie de B~
est donc déterminé par celui de G (c’est une généralisation de la proposition 3).
Si G et G’ sont deux groupes topologiques, BG et HG~ des espaces classifiants

pour ces groupes ayant le type d’homotopie de CW-complexes, XG , XG les espa-

ces universels correspondants, h : G’ .~ G un homomorphisme de groupes topologi-

ques, il, existe une application fibrée XG,.xG’ G à l’aide de laquelle on

définit :

h est déterminé par h à une homotopie faible près. Si h’ = h0 o h , où h0 est

un automorphisme intérieur de G ’ alors h’ est homotope à .h . Lorsque h est

faiblement homotope à l’application identique, h est faiblement homotope à l’iden-

tité.

Soient G" un autre groupe topologique, h’ : G’ un homomorphisme de groupes

topologiques; alors

Si h : G ~G’ est une inclusion 9 h a le type faible d’homotopie de la fibration

Si BG et BG, sont des espaces classifiants pour les groupes topologiques G et

G’ respectivement, BG x BG, est un classifiant pour le groupe G x G’ .

Avec les notations précédentes on a évidemment

Lorsque G est muni d’un anti -automorphisme et que BG est un CW~complexe, on

peut munir 8 G (à l’homotopie près) d’une involution i telle que

APPLICATION. - Soit G un groupe topologique et B~ un classifiant pour G ; la

donnée d’un homomorphisme de groupes topologiques .



définies par = h(g , e) et h~(g) = h(e , g) respectivement, soient fai-

blement homotopes à l’application identique, munit B~ d’une H-loi faible (cf.

exposé 11, paragraphe ~)..

2. Cas où le groupe structural est un groupe unitaire. 

On désigne dans la suite par A l’un des trois corps usuels :

R’ (corps des réels); C (corps des complexes), H (corps des quaternions).

î~ = 1, 2, 4 est la dimension de A comme espace vectoriel sur R ,

A) ( p entier >~. 0 ) (respQ p == oo ) est un espace vectoriel (à droite)
hilbertien de dimension p (resp. un espace préhilbertien possédant une base al-

gébrique dénombrable).

U~p ~ ~ est le groupe des automorphismes (resp. des automorphismes de type

fini) de V(p , o On prendra pour 11) et I~ la topologie définie

dans 1’ cxposé 5, paragraphe 2.

On dit qu’une application

est de type si on peut la définir en faisant opérer de façon naturelle

U~p ~ A) sur un sous-espace W de dimension p et de co-dimension q de

V(p + q , A) , tel que V(p + q , A) = et en prolongeant cette opération
à V(p + q , A) tout entier, en faisant opérer trivialement U(p ~ A) sur W1 .

Ces applications sont des injections 9 elles dépendent du sous-espace W choisie
et se déduisent l’une de l’autre par un automorphisme intérieur de U(p + q , A) .
On a vu (exposé 5, paragraphe 3)~ que, quel que soit q , les applications de type
i sont des équivalences d’homotopie faibles.

On désigne par en l’élément distingué de H (B ~ U(n , A) ) ~ et par A)
la réunion des e 

n 
( n entier ~0 ) .

On définit une application

en posant, pour tout n E ~i ~ -~ e .
~ ~v.. n

On considère l’ application



Rg : A) ~J~ définie pour tout x par Rg(x) = n si

U(n, ^)c) .
Rg(x) s’appelle le rang dé x et l’on a

Le rang d’un fibre X sera par définition le rang de sa classe x .

Lorsque ^ ~ H , en munissant les V(p , h) ( p entier > 0 ) d’une base, on dé-
finit classiquement un opérateur de transposition noté o sur les groupes U~p ~ A) . ,
On munit ^) d’une involution x ~ x* dont la restriction à l’ensem-

ble des éléments de rang n coïncide avec l’involution H~(B ~ A) ) ~ décrite
dans le paragraphe 1 ; e03B2 .

Lorsque h - R ~ * se réduit à l’identité.

Lorsque ^ = C , x* s’appelle la classe duale de x . Si X est un fibre de
classe x j, tout fibre x* de classe x* est un fibre dual de X .

N* B, -. Lorsque ~, = H 9 on désigne par I~ ~B ~ H~ l’ ensemble des classes de.~..~.~ 
~~~ ~j ~,,~..

fibres principaux (à gauche) de base B, de groupe structural U(n , H) (pour tout

entier n  0 ), où U(n , H) est le groupe des automorphismes de l’espace vecto-
riel à gauche de dimension n sur le corps H . Dans ce cas, on définit comme pré-
cédemment un opérateur o , mais c’ est ici un anti-isomorphisme de U(n , H) sur

U(n , H) .

On définit ainsi une application x ~ x* telle q ue 

D’après la remarque du paragraphe 1 e, la donnée du type d’application i

( p , q entiers  0 ou ~ ) suffit à définir une application 
p,q

On a évidemment

et on désigne par 03C8 l’application évidente



~ l’aide de la famille d’applications ~i~ ~ ~ n entier > 0 ), on définit 
. 

p

plication

qui se factorise évidemment par 03C8 ; on pose

l’application 03C80 n’ est en général ni injective ni surj ective. Si X est un espace
fibré principal de base B et de groupe structural U(n ~ A) , on notera 
l’espace fibre principal X A) obtenu en identif iant U(n ~ A) à un

sous-groupe de A) au moyen d’une application de type p(X) s’appelle
le fibre faible associé à X. D’après le scholie du paragraphe 1, si x désigne la
classe de X ~ la classe de c~(X~ est c~(x~ .

b. Somme de Whitney. - Soient p 9 q deux entiers %0 (resp. p = ~ ou q = ~ ) ;

on dit qu’une application .

est âe type h 
P,q 

si on peut la définir en faisant opérer

de façon canonique ( ~ désigne la somme directe munie de sa structure naturelle
d’espace hilbertien), après avoir identifiée au moyen d’un isomorphisme arbitraire,

Ces applications sont des injections ; elles dépendent de l’isomorphisme choisi
et se déduisent l’une de l’autre par un automorphisme intérieur de U(p + q , A) .

DÉFINITION 1. - Soient h : U(p , A) x U(q , ^) ~ U(p + q , A) ’une application
de type h ( p , q entiers  0 ) , X et Y deux espaces fibrés principaux
de base B et de groupe structural U(p, A) et U(q , A) respectivement ; on

appelle somme de Whitney de X et de Y , et on note X ~~ Y , le fibre obtenu par
extension du groupe structural U(p , A) x U(q , A) du produit fibré k(X , Y ) au

groupe U(p + q , A) au moyen de l’application h .

Comme précédemment, , on voit que la donnée du type h suffit à définir une

application

Au moyen de la famille d’applications (h*p,q) ( p , q entiers  0 ) , on munit



A) d’une loi de composition encore appelée somme de Whitney et notée 0 ~
associative, commutative, et possédant un élément neutre (la classe e.. des fibres
de rang 0 ) .

On a évidemment = x ~ e (x ~ A), Rg(x) = p) et pour que
= ~(y) ~ où x ~ y ~ A) ~ il faut et il suffit qu’il existe deux entiers

r et s ~ 0 , tels que x e e = y 0 e .

r s

Par suite, © induit sur A) une loi de composition associative, commuta-
tive, et dont l’élément neutre est 03C8(e0) . L’application h*~,~ munit

U(~ , ^)c) d’une loi de composition associative et commutative, dont l’élé-
ment neutre est la classe du fibre trivial; noté ~ ; on appellera encore cette loi
somme de Whitney ; on le note % , et on a

D’après le scholie du paragraphe 1, si X et Y sont des espaces fibres princi-
paux de classe x ~ y respectivement ( x , y ~ K(B , A), Rg(x) = p, Rg(y) = q ),
et h une application de type h ~ la classe de X @ Y est x C y , celle de

est (p(x0y).

N. B. - Puisque les applications de type h 00.00 vérifient les conditions du para-
graphe 1, f (application), on voit que les classifiants des groupes uni-
taires infinis sont des H-espaces faibles.

c. Scindage de fibres. - Soient p ~ q deux entiers positifs, X un espace fi-
bré principal de base B et de groupe structural U(p + q , /~ ; on dit que X

admet un scindage de type (p, q) s’il existe une restriction du groupe structural
de X à U(p , A) x U(q ~ A) au moyen d’une application de type h 

P,q 
, c’est-à-dire

s’il existe deux fibres principaux X’ et X", de rang h et q respectivement,
tels que X = X’ ? X" .

On désigne par P l’ensemble des suites finies d’entiers  0 , muni de la rela-
tion d’ordre ainsi définie : soient 6 = ... , Pk e ... , 
on dit que p’ est plus fine que p et on écrit ? ~ , s’il existe une surjec-
tion croissante



Soit p = p2 , ..* ? toute identification de  V(pj , /B) à

k 
"

V( pj, ^) permet de définir une application h de type b-"

Soient p’ = (p’ ’ p’ 9 .e. ~ suite plus fino que p 9 et

l’application croissante pour laquelle on a

A toute collection d’isomorphismes (ui) 1 k: j~f(i) V(p’j , ^) ~ V(pi ,^)

on associe uns application h de type 

Avec ces conventions, on peut considérer les applications de type h- comme des

applications de type h/ B2014 (lorsque p  (n) ), où (n) désigne la suite réduite
au seul entier n. Pour E I’ tels que pour tout

h’ de type hp, p, et tout h’p de type hp’, p", h’ o h" est évidemment de type
hp,p".

On dira qu’une application h de type hp,p" est compatible avec h (resp. 
s’il existe une application h2 de type hp’,p" (resp. h. de type hp,p’ )

~ P 9p -~ psp
telle que

Soit P = p? ~ ~o ~ P tel que p  (n) ; on dit que le fibre prin-
cipal X de groupe U(n , A) admet un scindage de type p s’il existe une res-

triction du groupe structural de X à U(p , A) au moyen d’une application de

type hp , c’est-à-dire si X = X. (où = p. ). Soit xi un tel scin-
P J J l

dage. On dira que X~ est un sous-scindage de type ~ de xi ~ ,P~ 
si X-) est un scindage de type p’ de X ~ obtenu par restriction du groupe struc-

tural de X. à U(p’ , A) au moyen d’une application de type hp,p’ .

d. Exemples d’espaces fibres*

1~ Soient ~ ~ P , tel (n) ~ h : A) une application
de type hp ; l’espace A) = U(n , A) s’appelle la variété de dra-

peaux de type p *



a. Lorsque p = (1 , 1 , ... , 2 ) 9 A) s’appelle la variété de drapeaux de

l’espace V(n , ) . 
n fois

fi. Lorsque p = (p , q) ( p + q = n ) , D(p, A) on note encore G(p , q ; A) ;
c’est la grassmannienne des p-plans de l’espace vectoriel de dimension n sur le

corps l1 .

y. Lorsque p = 1 , G(l, n - 1 ; A) se note A) : c’est l’espace pro-

jectif de dimension n - 1 sur le corps A .

2° Plus généralement! soit X un espace fibré principal de base B et de groupe

structural U(n, A) ; pour tout $ e P tel (n) et toute application

on désigne par D~(x) et on appelle fibre en drapeaux de type p l’espace

A) . C’est un espace fibre de base B et de fibre D(p , A) (cf. paragra- 
’

phe 1, sa projection sera notée 03C1p .

03B1. D(n)(X) est isomorphe à B .

B. On note D(x) le fibre D/.. c’est le fibre en drapeaux
associé à X.

y. Le fibre D(p,q)(X) se note encore G 
p,q

(X) ; on l’appelle fibre en grassman-
niennes associé à X .

~* s’appelle fibre en espaces projectifs associé à X ~ et se note

P(X) .

3° Soient $ , p’ e P , p’  p , h et h’ des applications de type hp et hp,

respectivement telles que h’ soit compatible avec h (au sens de c soit

Dp(X) l’esp ce fibré (défini au moyen do l’application h’) dont la base est le fibre

D2014(X) (défini au moyen de l’application h ) et dont la fibre est 

La projection de ce fibre se note 03C1p,p’ . Si p" e P est tel que si h"

est une application de type compatible avec h’ et si est le fibre

défini au moyen de h" ~ on a

4° Soit p1 = (pj1 , pj2 , .... pjl) une sous-suite de la suite
p = (p1 , p2 , ... , Pi..) (définie au moyen d’une application j strictement croie**

santé de l’intervalle [l y ~ dans l’intervalle k] ( ~ ~ (m) et ~~(n) ) }
on note p~ la suite complémentaire de p..



La donnée dtune collection (vi)1il d’automorphismes des V(pji , A) sur

eux-mêmes, détermine une application de V(pji , ^) dans  V(pj , A) qui

définit une application i de type ip,p1

A tout fibré principal X de groupe structural ~~n q A) on associe ainsi une

fibration

dont la fibre est U(p2 , A) . C’est un fibre quotient du fibre principal
X ~ p,p Dp(X) .

En particulier, pour tout entier note S (X) l’espace
n,q

fibre X/U(n - q , A) - B dont la fibre est la variété de Stiefel V(n , q ? A) der

q-repères orthonormés de l’espace V(n , A) . S (X) peut également être consi-
n,q

déré comme un espace fibre principal de groupe structural U(q , A) et de base

G (X) ~ o sera la projection S(n , q ; A) ->G(q ~n-q~ A) 0n note
q,n-q n,q

S(X) le fibre S dont la fibre est la sphère de dimension n - 1 .

REMARQUE. - Avec les notations et conventions précédentes, les fibres

ne dépendent pas de l’ordre des entiers P~ ~ ** ~ P~ ~ ... , P?
ni de l’application j choisie pour définir ~ comme sous-suite de p ~ seules,
les classes d’éouivalence des fibrations a20142014 et dépendent de j et

~ 

P~P

des ordres choisis c.

5~ On voit, en appliquant la proposition 1, que si X est un espace fibre prin-
cipal de groupe structural U(n , A) ~ et si i~ = (Pl’ P~ ~ ... , p,) est une

suite d’entiers  0 telle que pj 
= n , l’espace fibre principal dont

la classe est Dp(X) admet un scindage canonique

Soit p’ une suite plus fine que p j le scindage X-, est un sous-scindage du

scindage 03C1p,p’ de Xp . Ainsi p*(X) (où p est la projection du fibré D(X) -B)



est équivalent à un fibre X. ~ X2 ~ ... ~ Xn , où les X. ( 1  i  n ) sont des
fibres de rang 1 isomorphes, mais non équivalents entre eux. C’est un sous-sein-

dage de tous les scindages p-~(X-) (pour toute suite ~ $ (n) ) ~ p~- désignant
la projection de D(X) sur D-(X) .

e. Application : construction du classifiant 

1° Espaces classifiants pour les CW-complexes de dimension finie. - On a vu

(exposé 3) que q ~ p ~ A)) == 0 pour tout entier i tel que 0 ~i ~ ~q -2

et 03C003BBq-1 (S(p + q , p ? A)) =(" Z si ^ ~ R

Z2 ou Z lorsque A=R
Il s’ ensuit que les espaces q ; A) sont des classifiants pour le groupe

U(p , A) lorsque B est homéomorphe à un CW-complexe de dimension  03BBq - 2 .

2° Les applications grs;pq . -* Pour chaque entier p > 0 (ou p = ~ ) on munit

A) d’une base (eP). ~ ’ ~ * On identifie la grassmannienne q ; A)
&#x26; l’espace des p-plans de l’espace vectoriel A) A) .
Pour tout entier r > p ~ on a une application linéaire

Pour tout couple d? entiers, ~r ~ s ~ l’application u x u

. .. , 
r,p s,q

détermine une application

telle qu’on a les identités suivantes entre fibres

(les extensions étant prises au moyen d’applications de type i 
q,s-q 

et i 
p,r-p

respectivement), et que, si s’) est un couple d’entiers pour lequel p~ ~’~p
r’ s’ ~s,

On définit ainsi un système inductif dont la limite est la grassmannienne
~ des plans de dimension et de codimension infinie de V( ~ ~ c’ est

le classifiant B~.~ ~ . On note IV le fibré universel correspondant.



On peut également considérer les limites inductives G(p, m ; A) (grassmannienne
des p-plans de l’espace V(m , A) ) des systèmes d’applications gps,pq ( p entier

b 0 fixé, r % q ) ; ce sont des classifiants pour les groupes U(p, A) , les fibres

universels correspondants étant notés S(co , p ; A) . On a par conséquent

lim BU(p, ^) = Blim U(p, ̂ ) .
-

En particulier, on note P(co , A) = iim p(n ,A) l’ espace proj ectif de dimension
i

infinie (la limite étant prise au moyen des applications g1,m ;1,n 
= g (m , n

,m, ,n m,n

entiers  0 , m b n ) ) , et l’ on a la fi bration

3° Les applications f 
pq,rs 

. - Pour tout couple d’entiers r  0 , on dé-
f init de même une application

Si p ~ q, r, s sont quatre entiers > 0 ~ l’application v 
p,r 

x 

détermine une application ’

qui rend commutatif le diagramme suivant pour tous entiers p ~ q ~ r ; 

( p $ r, q ~ s )

On en déduit par passage à la limite une application



Or, les applications f 
~ 

sont telles que

(et ainsi de suite). On voit ainsi que l’application f n’est autre que la H-loi

faible (définie au paragraphe 2, b) sur 

4° Pour tout couple d’entiers p 9 q O on a des isomorphismes canoniques

En considérant les fibrations

sn , p g A> ~~,P Gp , q ; n , sn , q > A> 
° 

~~,> Gp , q ; A> ~>
on voit que S(n, p ; A) © S(n , q j A) est équivalent au fibré trivial

U(n, A) x G(p , q j A) . En d’ autres termes, f o (id xe) est homotopeà
, 

Pq,qP q,P
l’ identité. Pour tout entier r y p on a

On en déduit par passages à la limite une application

telle que l’application

soit homotope à l’application constante. Ainsi est un presque-groupe au

sens de Hopf.

5~ D’après ce qu’on a vu au paragraphe 1~ f~ si p = ~** ~ P~) est une

suite finie d’entiers ~0 ~ telle que y p. = n ~ les classifiants
~

ont même type d’homotopie.



f. Produit tensoriel., » On suppose ^ ~ H . Soient deux entiers p , q > 0 9 on
dit qu’une application

est de type lp,q si on peut la définir en faisant opérer de façon canonique

U(p , ~) x sur V(pq , A) , identifié à V(p, ~~ ~ V(q , A) au moyen

d’un isomorphisme arbitraire.

,

DFFINITION 2..» Soient p, q deux entiers  0 ,

une application de X et Y deux espaces fibrés principaux de base

B et de groupe structural U(p ~ A) et U(q , A) respectivement ; on appelle

produit tensoriel du fibré X et du fibré Y , et on note X ~ Y , le fibré obtenu

par extension du groupe structural U(p ~ A) x U( q ~ A) du produit fibre k(X , Y )
au groupe U(pq ~ A) au moyen de l’ application

Si 1’ est une application de il existe un automorphisme intérieur

~ de U(pq ~ A) tel que o ~. ~ et par suite la donnée du type d’applica-
tion t définit entièrement la classe du fibré x ~ Y . ’ Cette classe ne dépend
que des classes des fibrés X et Y , d’où une application

La famille (~ ) ( P ~ q entiers ~0 ) définit sur A) une loi de
, 

composition, que l’on note également ~ ~ associative, commutative, distributive

par rapport à ~ , et possédant un élément neutre (la classe e1 des fibres tri-

viaux de dimension 1). Le scholie du paragraphe 1 montre encore que si x désigne
la classe du.fibre X ~ y la classe du fibre Y ( x ~ y ~ la classe

du fibre X §) Y est x 0 y .

REMARQUE~ - L’application

munit H1(B , U(1 , A) ) d’une structure de groupe abélien, l’inverse x-1 d’un

élément x ~ H1(B , U(1 , A) ) étant x* (cf. paragraphe 2, a). Mais, puisque
A ~ H , U(1 , A) est un groupe abélien et H1(B , U(1 , ^)c) est un groupe de

cohomologie. En remontant à la définition de l*1,1 et à la définition de la loj de
~

composition dans les groupes de cohomologie de ech, on voit immédiatement que ces
deux structures de groupe coïncident.



N. B. ~ Lorsque l1= H 9 on définit avec les notations du paragraphe 2, a (N. B.)
une application

obtenue en identifiant

g. Le groupe de Grothendieck d’un espace topologique B .

DÉFINITION 3. - Soit B un espace topologique connexe ; on appelle groupe de
Grothendieck de B pour le corps l~ ~ et l’on note K{~ ~ ~~ a le quotient du groupe
des combinaisons linéaires formelles d’éléments de IV par le sous-groupe

engendré par les éléments de la forme

On note + la loi de composition de ce groupe ; 0 désigne l’élément neutre. L’ap-
plication t~) -~ K(B 9 A) n’est pas injective en générale car de la
relation

on ne peut déduire x = x’ . Toutefois l’application @ étant distributive par

rapport à l’ addition, lorsque li ~ H on peut la définir sur l’image de I~ ~
et par suite l’étendre en une opération (que l’on notera ® ) de K(B , ^) , qui se
trouve ainsi muni d’une structure d’anneau commutatif possédant un élément unité
noté 1 .

L’application j (resp. Rg ), définie en a, induit pour une application
définie (resp. à valeurs dans Z ) ; c’est un homomorphisme d’anneaux encore noté

~ j (resp. Rg ).

On désigne par A) le groupe K(B ~ l~)~(B ~ ~ ~ où L(B , A) est l’ima-

ge de l’application j . On a la suite exacte suivante

et puisque Rg o j = id , on peut identifier K ( B ~ /B) au sous-groupe des éléments
de K(B, /B) dont le rang est nul. yr s’écrit alors

Lorsque ^~H , K(B, IV est un outre un idéal de K(B , ^) et l’on a



L’application (x , y)  x ~ y - Rg(y).x - Rg(x).y s’appelle le produit tensoriel

réduit .

La construction de la définition 3 s’appliquant à tout espace topologique B 9

connexe ou non, on désignera par K’ ~R ~ A) le groupe précédemment défini lorsque
B est un espace topologique quelconque.

Soit V l’ensemble des partitions V de B . en ensembles v à la fois ouverts

et fermés. A tout V on associe le groupe

Si V’ e V est plus fine que V , on a une application canonique

qui fait de la famille K(V , ^)(V~V) un système inductif.

Soit B un espace topologique quelconque ; on appelle groupe de Grothendieck

pour le corps A , et l’on note la limite inductive de ce système. Cette
définition coïncide évidemment avec la définition 3 lorsque B est connexe. On a des

définitions analogues pour K(B 9 A) . L’application j s’étend, à l’anneau de coho-

mologie au sens de Cech Z) . On a alors la suite exacte

On peut ainsi définir Inapplication Rg qui prend alors ses valeurs dans H (B ’ Z) ~
et l’on a encore : Rg o j = id , et par suite s’ identifie comme précédem-
ment à un sous-groupe de K(B , A) . Lorsque ^ ~ H , K(B , /B) est muni d’ une struc-

ture d’anneau, et K(B ~ A) est l’idéal des éléments dont le rang est nul.

D’après le scholie du paragraphe 1 et paragraphe 1 b, numéro 1, on voit immédia-

tement que

estun foncteur défini sur la catégoriedes espaces topologiques; lorsque  = H , ce fonc-

teur prend ses valeurs dans la catégorie des groupes abéliens ~ lorsque H , il

prend ses valeurs dans la catégorie des anneaux commutatifs (resp. des anneaux

commutatifs avec élément unité).

PROPOSITION 4. - Soit B un CW-complexe de dimension finie 9 le monoïde abélien
défini au paragraphe 2, b est isomorphe au groupe abélien A) défi-

ni ci-dessus, et l’application U(~)c) définieau paragraphe

~a, e st un isomorphisme d e groupes abéliens.



En effet, soit x E A) . On choisit x E A) tel que 03C8(x) = x et

on pose n = Rg(x). Pour tout entier p tel que ~p > dim B + 2 , il oxiste alors
une application continue

telle que le fibré

soit un représentant de x. La classe x’ du fibré X’ = f*(S(n + p , P ; A))
est telle que

et par suite ~ ~x’ ~ est un inverse pour x. De plus, puisque

De la remarque du paragraphe 2, c, on déduit alors que 03C80 est un isomorphisme
de groupes abéliens.

COROLLAIRE. - Si B est un de dimension finie, le groupe de 

thendieck de B pour le corps A est isomorphe au groupe des classes d’homotopie
d’applications continues de B dans le H-espace Bx Z ~ produit du clas-
sifiant du groupe unitaire infini pour le corps l~~ par l’anneau Z muni de la

topologie discrète.

3. La cohomologie de s espaces fibres en drapeaux.

Dans la suite, A désigne l’anneau Z si A = C ou H , et l’anneau Z~ si

J~.~ R . Quand on parlera de cohomologie à valeurs dans A ou dans un système local
de A-modules unitaire s , on sous-entendra qu’il s’agit de cohomologie singulière ,
tandis que les cohomologies à valeurs dans des faisceaux de germes de fonctions

continues seront toujours prises au sens de Cech. Toutefois, lorsque dos confusions
seront à craindre, on désignera par H* la cohomologie au sens de Cech et H* la

c s

cohomologie singulière.

Lorsque l~ ~ R , U(n , A) est connexe; donc) pour tout espace fibré X de base

B , de groupe structural U(n , A) ( n entier  0 ) et de fibre F , le système



local (cf. exposé 8) H*(F , A) est trivial ; lorsque ^ = R , U(n, A) a deux

composantes connexes ; il en résulte que le système local ~(~ ~ À) est encore

trivial. Nbus le noterons donc H~(F ~ A) , comme s’il s’agissait d’un groupe.

a. Cas où la fibre est une sphère . - Soit X 5 B un espace fibre au sens de

SERRE dont la fibre est le. sphère S ~ et soit y ~ A) (où A est de

caractéristique 2 lorsque n = 0 ) la classe fondamentale du fibre X (exposé

8, définition 2). On a~ d’après l’exposé 8 (proposition 2 et corollaire de la pro-

position 3) la suite exacte ?

(valable pour tout entier i à condition de poser H~’(B ’ A) = 0 pour tout

i  0 ), où le premier homomorphisme s’obtient par multiplication à droite par la

classe y . Ainsi H~ ( ~ 9 ~ ) est isomorphe à une extension de l’annulateur de y

dans H*(B, A) par H*(B , A)/(y) (où (y) désigne l’idéal de H~(B ~ k) en-

gendré par y ). On a en particulier w 
’

Plus généralement, on voit par récurrence sur j que si X -~ B est un espace fibré

au sens de SERRE dont la fibre F est un produit 03A0 Spi ( pi entier  0 ) . 9
c’est-à-dire si X est équivalent à un fibré X2 , ... 9 (où les xi
sont des fibres en sphères de dimension p. , de base B ), le noyau de 03C0* estS ~ S ~3 1. 

p.+l 
9

engendré par les classes fondamentales ~B ~ ~.~ (où k est de caracté-

ri.stique 2 lorsque p. = 0 pour un i au moins) des fibrés Xi : pour tout en-

tier j’  j , on a en effet une fibration

dont la fibre est Sp,, , et dont la classe caractéristique est 

(cf. exposé 8, paragraphe 2, d, Remarque), où désigne la proj ection du fibré

kXi , % , ... , Xi , ) - B .
EXEMPLES. -

1° Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe structural

U(1 , S03BB-1 ; la suite (1) est exacte, et comme la classe fondamentale ne dépend
évidemment que de la classe x du fibré X , on en déduit une application

telle que, si B’ est un espace topologique et f : B’ ~ B une application 

tinue, on a :



~° En particulier, lorsque X = 1 9 A) est la sphère de l’ espace A)
et B = p(oo , A) l’espace projectif de dimension infinie sur le corps l1 ? on voit

à l’aide de (1) que A) , A) est une algèbre de polynômes engendrée par
la classe fondamentale y de 1 ; A) . De même

désigne la classe fondamentale du fibre

et k(03BBnn-1) l’idéal engendré par Avec les notations du paragraphe 2, e 2 ,

pour tout entier n ~~a 9 l’application

identifie B(n , X) à un n-plan de l’espace projo ctif P(m, ~~ . Le cycle fonda-
mental de l’hyperplan 1 ~ A)) définit un élément de

H ~( n..~! ~ (P(n , l~~ , .~ ~ dont l’élément homologue par la dualité de Poincaré sur la

variété P(n , A) (munie de l’ orientation naturelle lorsque ^ ~ R ) est - y .

En désignant par g~, n l’application canonique P(n , ^) ~ P(~ , ^) , 
, 

g*~, n est

un isomorphisme pour les groupes de cohomologie de degré 03BB (lorsque n  1 ) et
l’on a

Pour tout entier m ~ n on a de marne

3° Soit X un espace fibre principal de base B et de groupe structural

U(n ~ A) ; soit c la projection de X sur l’espace D(X) des drapeaux de X ~
on a ï X X~ ~ ,~ ~ X ) (ouïes 1 ~i~n~ sont des espaces fi-

bré,s de base D(X) et de fibre, le noyau de l’application
~ : H~(D(x) ~ A) -~H~(X ~ A) est engendré par les classes fondamentales

A) des fibres X..

PROPOSITION 5. - On suppose ^ ~ H ; soient B un espace topologique,
H1(B , U(1 , A) ) le groupe de cohomologie de degré 1 (au sons de Cech) de B

à valeurs dans le faisceau des germes d’applications continues de B dans le

groupe abélien U(1 , ^) ; soit H(B , ^) le groupe de cohomologie singulière de

degré X de B à valeurs dans A ; l’application y de l’exemple 1. qui asso-

cie à chaque élément x 6 U(l ~ /~ ) sa classe fondamentale y(x) ~ est



un homomorphisme de abéliens. Lorsque B est un, 

y est un isomorphisme.

DÉMONSTRATION.

a. Lorsque A = R 9 on a A) = Z et par suite la proposition résulte

immédiatement du lemme suivant :

LEMME. - Soient B un espace topologique, ~B~ 1 la réalisation topologique du

complexe singulier de B ~ f Inapplication canonique de ~B~ sur B ; on iden-

tifie entre elles la cohomologie au sens de Cech H*c(|B| , A) , la cohomologie sin-

gulière H*(|B| , A) et la cohomologie singulière H*(B ’ A) (qui sont, comme on
s s

sait, isomorphes entre elles) et on désigne par f l’application

définie au moyen de l’application

et de ces identificationso Dans ces conditions, si y désigne comme précédemment
l’application définie dans l’exemple 1, on a

Il suffit de démontrer le lemme lorsque B est un CW-complexe ; mais alors

s’identifie à BU(1,^)), où est l’espace projec-
tif P( ~, A) de dimension oo sur le corps A. Il suffit donc de montrer que la

classe x du fibre X R) défini dans 1~ exemple 2 est égale au générateur
y de H ?(oo ~ R) ~ Zp) ; mais, compte tenu des propriétés homologiques des appli-
cations g , il suffit de vérifier que la classe du fibre S(2 , 1 ; R) R)
est y.. Cette vérification est immédiate $

p A = C o D’après la définition de y , il suffit de démontrer le lemme lorsque
B est connexe par Soient x~ e H (B ~ U(l ~ C) ) ~ X. et X~ des re-

présentants de x1 et x2 respectivement, ~1 et ~2 les classes fondamentales

(cf. exposé 8, paragraphe II D) des fibres et X2 . Considérons l’application

(obtenue en appliquant U~ 1 ~ C ~ sur au moyen de la loi de

composition de U~1 9 Ç~ ~, Elle induit un homomorphisme d’algèbres différentielles
graduées



On considère également les applications

obtenues à l’aide des fibrations (paragraphe 1, b 2) k(Xl’ X2)~X1 et

k(X~ ~ respectivement. Soient ~z les images de El et e~

dans E~~~~~ -y j.) respectivement. X2) 9 A) est

engendré par , et rr~ ( ez ) . En désignant par e la classe fondamentale de
la fibre et par E’ son image dans E~’Z(X1 ~ XZ ~ l~) ’ on voit immédia-
tement = + 03C0*2(~’2) . Comme la transgression commute avec
.2* ’ ni et 7~ ~ on en déduit que

ce qui démontre la première partie de la proposition, compte tenu de la proposition
5 de l’exposé 8. Lorsque B est un CW-complexe, on a les isomorphismes suivants :

puisque C ~ est un classifiant pour le groupe C) et un espace

2) . On achève la démonstration en remarquant que y s’obtient alors en

comparant les deux isomorphismes précédents.

b. Cas où la f ibre est un espace projectif : le polynôme caractéristique d’ un es-

pace fibré de groupe structural U(n , A) .

Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe structural 

soit l’espace fibré associé de fibre P(n - 1 , A) ; on désigne par

Xl et X’ respectivement les fibrés de rang 1 et n - 1 provenant du soindage

canonique de p ~(X~ . Donc P(X) est un fibré principal de groupe structural

U(l , A) . La classe fondamentale du fibre X -~ P(X) sera notée § . Le fibre

X 1 est isomorphe au fibré en sphères associé à X ~ En considérant

l’application fibrée



on voit que l’injection i de la fibre P(n - 1 , /~ dans P(X) est telle que

1~(9 = Y . (où le générateur de l’algèbre H~(P(n - 1 ~ A) , A) définie
dans l’exemple 2 ci-dessus) ; et puisque i est un homomorphisme d’ anneaux, on en

déduit que la fibre de P(X) est totalement non homologue à zéro.

D’autre part on a : 
"

THÉORÈME de Soit F ~ X ~ B un espace fibre au sens de SERRE,
dont, la fibre F est connexe et totalement non homologue à zéro, c’est à dire telle

que

soit surjective. On suppose en outre que le système local H*(F , A) est trivial

et que A ) est un ~-module, libre de dimension finie pour tout entier ~; > 0 .
Dans ces conditions, l’application

est surjective et munit H*(X , A) d’une structure de A)-module libre ; on

a

et. le noyau de i est l’idéal engendre par les éléments de où

c: H (B ~A)-~A est l’augmentation pour la cohomologie de B à valeurs dans A .

LEMME. - Soit H =  H une A-algèbre unitaire graduée, munie d’une filtration

décroissante d’idéaux bilatères (F" H) 0 , M =~ M un H-module unitaire à
’ 

. P~ i>0
gauche gradué et filtré par une famille de H-modules unitaires décroissants

(Fp M)p0 tels que, pour tout couple d’entiers p , q  0 , on ait

On suppose les graduations et les filtrations de H et de M compatibles entre

elles, c’est-à-dire que pour tout entier i il existe deux entiers -p(ij et q(i)
tels que

Comme ~ Fi H=0 et ~ Fi M = 0 , atout élément non n ul h ~ H (resp.
i>0 ’~0

m E1~ ~ ~ on peut associer l’entier p~h~ (resp. p~m~~ défini par la relation ?



Soient G(H) et G(M) les graduées associés à H et M respectivement ; soit

(p l’application (non additive en général) H -~G(H) M ->G(M) ) qui assoccie
à tout h ~ H (resp. m e M) son image canonique dans

dans M . 

Comme j)(H) et (p(M) engendrent les A-modules G(H) et G(M) respectivement
et que et (h ~ h~e H ~ m ~ M) ne dépendent que de (p(h) ~ (p(h’) ~
03C6(m) , on munit G(H), d’une structure de A-algèbre et G(M) d’une structure de
G(H)2014module en posant :

(p(h)~(p(h’) ==~ et (p(h). (p(m) = (pour tous me M)

Dans ces conditions, si G(M) est un G(H)-module libre, alors M est un

H-module libre, et l’image par 03C6 d’une base de M est une base de G(M) ,

DÉMONSTRATION du lemme. - Soit ( j entier> 0) une G(H)-baso de
G(M) , (m.) une famille d’éléments de M telle que 03C6(mj) ==EB pour tout j .

J J J
Soit M’ le H-module libre gradué et filtré engendré par les les m. en-

gendrent M qui s’identifie par suite à un quotient de L’application
M~ -~M induit sur les gradués associés un isomorphisme G(M’) -~G(M) ~ On en
déduit que M est isomorphe a M’ , ce qui démontre le lemme.

THÉORÈME 1. - Soit X un espace fibre principal de base B et de groupe struc-

tural ^) ; soit P(X)~ B le fibre de fibre P(n - 1 , A) associé à X .

Alors l’algèbre de cohomologie H*(P(X) , A) est isomorphe au quotient de l’algè-
bre des polynômes à une indéterminée t ~ N~(B ~ par l’idéal engendré par
un polynôme de la forme

Cet isomorphisme s’obtient en appliquant la classe - ~ sur le générateur t ,
c~ est.à~-dire qu’on a X(-~) = 0 . Enfin on a

En effet, compte tenu des hypothèses faites sur A ~ le système local
H*(P(n - 1 , ^) , A) est trivial, et d’après le paragraphe 3 a, exemple 2 ,
H1(P(n - 1 , A) est un module libre de dimenaion finie pour tout entier

1~0. Avec les notations de la démonstration du théorème précédente et puisque



i* est surjective, on a un isomorphisme

Si l’on pose mj = 1 ~ 03B3jn-1 , on peut choisir les mj de façon que f(Ej) = 1 ~03B3jn-1 ,
et puisque Ç ~ Ker (p*) , c’est un élément homogène de degré Àn de l’idéal en-

gendré par Ker (e) ~ d’où le théorème.

COROLLAIRE~ - Soit )(’(t) un polynôme unitaire de degré n ~ de la forme

tel que x~~» ~~ ~ 0 g on a

En effet, s’il en était autrement, les coefficients du polynôme X’ (t) ~ X(t) de
degré n - 1 ne seraient pas tous nuls, et comme on a )((- ~) -* ~~ : 0 ~ cela

exprimerait que les 03BEi (0  i  n) seraient liés par une relation linéaire à

coefficients dans H*(B , A) , ce qui contredirait le théorème 1 .

. DÉFINITION 4 ... Soit X un espace fibre principal de base B et de groupe struc-

tural U(n ~ A) ; soit P(X) l’espace fibré associé de fibre P(n - 1 , A) ,
~ ~ H (P(x) ~ A) la classe fondamentale du fibre S(x) -~ P(~) . L’unique polynôme
unitaire de degré n

tel que )((- ~) == 0 ~ s’appelle le polynôme caractéristique de X et se note

ou simplement X(t) lorsqu’aucune confusion n’est à craindre ; le 
coefficient a. 1 de s’appelle la i-ième classe caractéristique de X ; pour
tout i > n i on posera ai - 0 .

e. Polynôme caractéristique et somme de Whitney.
, , .

THEOREME 2. - Soient X1 et X2 deux espaces fibres principaux de base B et de

groupe structural U(p , ^) , U(q ’ ^) respectivement . le polynôme caractéris-
tique de la somme de Whitney de X et de X2 est égal au produit des polynômes
caractéristiques de Xi et de X~ .

COROLLAIRE. - Soient X1 , X2 , ... f Xk des fibres principaux de base B , le

groupe structural de Xj ( 1  j  k). étant U(pj , ^) ; on pose



~(X) est égal au produit .A. )((X.) des polynômes
caractéristiques des fibres Xj .

Le corollaire se déduit du théorème 2 par récurrence sur k , en considérant les

fibrations définies au paragraphe 1~ b~ 2 ~

LEMME 1. -Avec les hypothèses du théorème 2~ soient P(~) ~ P(X. C 3L)
les espaces fibres associés à X~ et X~ ~ de fibres P(p .’- 1 ~ A) ~
P(q - 1 ~ A) ~ P(p + q - 1 ~ A) ~ il existe des injections naturelles

telles que

En :outre il existe deux sous-espaces fibres fermés Pi et P2 régulièrement
plongés dans tels que Pi u P~ = et que P(Xi) soit un

rétracte par déformation de P. 1 ( i = ~. g ~ 2 ) .

DÉMONSTRATION du lemme le - Rappelons qu’un sous-espace fermé d’un espace topolo-
gique est dit régulièrment plongé s’il est rétracte par déformation d’un de ses

voisinages. 

Soit U(p ~ AJ x U(q , A)  P(p + q - 1 , A) l’action du groupe structural de

sur la fibre de X2) . On définit ainsi dans P(n - ~. ~ IV une

famille d’orbites que l’on peut paramétrer à l’aide de A) ~ S . Toutes ces
orbites sont homéomorphes entre elles, à l’exception de deux orbites singulières

.01 et respectivement homéomorphes à P(p - 1 , P(q - 1 ~ A) . On cons-
truit ainsi dans C 3L) deux champs d’orbites singulières qui définissent les
sous-fibrés et P(X?) . Soient s. ~ s~ les points de S. correspondant
à 01 et 02 qu’on peut supposer diamétralement opposés ; soient B l et B~
deux boules fermées de dimension À , de centres s 1 et s~ respectivement, telles

que B1 ~ B2 = S03BB ; on pose

OS orbite associée à s par la correspondance définie ci-dessus. On voit alors que

P 1 et P vérifient les propriétés du lemme 1.



LEMME 2. - Soient X un espace topologique, .X. ~ Xp deux sous-espaces fermés

de X. On considère les homomorphismes usuels

Dans ces conditions, si x ~ Im (il) et x? e Im (i2) , alors x. e Im (il,2) 
En effet, soit z. (i = 1 , 2) un cycle de la classe x. nul sur toute chaîne

de Xi . Le cup-produit zi u z2 est évidemment nul sur X1 u X2 , et par suite

la classe x de z. u z2 est dans l’image de il,2 .
DÉMONSTRATION du théorème 2.

On désigne ~. et  les classes fondamentales des fibrations

Avec les notations du lemme 1, on a

et par suite, comme i. ~ et i; sont des homomorphismes d’anneaux,

D’autre part, comme P ,et P2 se rétractent sur P(Xl) et P(X?) ~ on a les
diagrammes commutatifs :

D’après le lemme 2, on voit que :



et puisque Pl U P2 = X , cette image se réduit à ~0~ et par suite

X (t) étant unitaire, on conclut en appliquant le corollaire du

théorème 1 .

d. Le foncteur caractéristique.

THÉORÈME 3. - Soient B un espace topologique, et ^) le monoide défini

au paragraphe 2, a, b ; il existe une application et une saule

vérifiant les conditions suivantes :

a. En désignant par h. la projection de H*(B , A) sur sa composante homogène

Hi(B , A) de degré i, on a, pour tout x A) ,

(h o a)(x) = 1 ~h. o a)(x) = o pour tout i ~ ?~j ~ j entier quelconque >~o .

est une transf ormation naturelle de foncteurs, c’ est.à-dire ue si B’

est un espace topologique quelconque et f : B. une application continue, on

a~ ~ pour tout x e A) ,

y. Pour tous A) on a = a(x) u .

03B4. En désignant par 03B3 l’application du paragraphe 3 a (exemple 1), définie sur
les éléments de rang 1 de A) , ~ 

.

DEMONSTRATION. -

1° Existence. Soient x e et X un fibre principal de base B dont

la classe est x ; on pose a(x) = = ai , où a. désigne la i-ièmeA ~ ~ ~

classe caractéristique de X. Il est clair que a(x) ne dépend pas du choix de

X , car quel que soit X’ = X ~ A) ~H~(P(x) ~ A) comme anneau et

comme H (B ~ A)-module ; par cet isomorphisme ~ (X) s’applique 

( 0 ~ j ~ Rg(x) ), ~(X) et (X) désignant les classes fondamentales des fibra-

tions S(X) -~P(X) ~ S(X’) -~P(X’) respectivement).



ce. Puisque ~y est unitaire, on voit immédiatement que = 1 . D’autre

part, comme deg aj 
= on voit aussi que = 0 pour tout i ~ ~ ( j

entier ~0 ) .

6. La donnée de f permet de définir une application fibrée

applique la classe fondamentale Ç E H~’(P(X) ~ A) de la fibration S(X) -~ P(X) sur

la classe fondamentale x’ de la fibration S(f*(X)) -~ P(f*(X)) .
En outre, pour tout h e H*(P(X) ,. A) et tout a E H*(B , A) , on a

= f~(a).~*(h) 9 de sorte que

Comme est un polynôme de la forme

et que f~(x )(~) = 0 , la propriété résulte du corollaire du théorème 1.X
Y. Soit Y un fibre de classe y ~ diaprés le théorème 2~ on a

ô. Lorsque Rg(x) = 1, = B , S(X) = X, soit y(x) la classe fondamentale

de X ; le polynôme t + y(x) vérifie les conditions du corollaire du théorème 1,

et par suite .

d’où la condition cherchée..

2° Unicité. Soit a’ : K0(B , ^) ~ H*(B , A ) une application définie pour tout

espace topologique B et vérifiant les conditions a à b . Soient donnés un espace

topologique B et une classe x E on pose Rg(x) = n ; soient X un

espace fibré principal de base B dont la classe est x 9 P(X) ~B l’espace fibre

associé dont la fibre est l’espace proj ectif de dimension n - 1 sur le corps A ~
~ la classe fondamentale de la fibration S(X) -~ P(X) 9 (où S(X)
est l’espace fibre en sphère associé à X ). On va montrer par récurrence sur le

rang n de x , que ai (x) est égal à l’ application a(x) définie dans la pre-

mière partie de la démonstration. Si Rg(x) = ~. ! a’ (x) = a(x) en vertu de b .



D’après y et b 9 on a a’ ( p*(x) ~ ~ (1 + ~) a’(x’) (où x’ désigne la classe du

fibré de rang n - 1 provenant du scindage canonique de p*(~~~ . Or, en vertu de

l’hypothèse de récurrence a’(x’) = a(x’ ) . On en déduit que at i p *(x~~ - a( *(x~~ ~
et on conclut en appliquant p et en utilisant le fait que p*~ est une injection.

La classe a(x) dtQ fibré X de base B et do classe x s’appelle la classe

caractéristique totale, ou plus simplement la classe caractéristique du fibré X.

Posons :

on a H (B ~ A) C H (B ~ A) et on étend de façon évidente le cup-produit de
. H~(B ~ A) à H~(B ~ A) . D’après a(x) est inversible dans H~(B ~ A) pour

tout x ~ A) ~ et par suite, si A) est tel qu’il existe

y e A) vérifiant x- y = x’ 3~ y ~ on a a(x) = a(x~) .

Ceci permet de définir Inapplication y du paragraphe 3 , a (exemple 1 ) pour les
éléments de rang 1 du groupe de Grothendieck K(B , A) de l’espace B pour le

corps A et, plus généralement, de considérer une application

On peut ainsi énoncer :

THÉORÈME 3’. - Soient B un espace topologique, K(B , ^) le groupe de Grothen-

dieck de B pour le corps ^ ; on pose

muni de sa structure naturelle Alors il existe une application et une saule

vérifiant les conditions suivantes : 

o~ En désignant par h. la projection de H~(B ~A) sur A) , on a
pour tout xe=K(B ~ ~ :

hO(a(x» = 1 ~ = 0 pour tout i ~ entier quelconque ~0 .

P. a est une transformation naturelle de foncteurs 3

Y. Pour tous x , y A) on a a(x+y) =a(x) 

6. Pour tout A) tel que Rg(x) =1 ~ a(x) =1 + y(x) .



e. Cas où la fibre est une variété de drapeaux.

PROPOSITION 6. - Soit X un espace fibre principal de base B ~ de groupe

structural A) ~ soit l’espace fibre en drapeaux associe à X ;

H*(D(X) , A) est isomorphe au quotient de l’algèbre des polynômes
H~(B ~A)[t. ~ t~ ~ ... ~ tj a n variables t. y t~ ~ ... ~ t (où les t. sont

1 ~c n. " " 
" 

’2014 " 
" 

"~’" 
’ 

- j. ~ ii -L ’

de degré B ) par l’idéal engendré par des éléments de la forme ~(~~~t~~’~~~~J~~
(l~i~n)~ où les a. désignent les fonctions symétriques élémentaires de n

variables, et a.~ , A) est la i-ième classe caractéristique de X . Si

03BE1 , 03BE2 , ... , 03BEn désignent les classes fondamentales des fibres X. j, X2 , ... Xn
provenant du scindage canonique de l’image réciproque de X sur D(X) , l’isomor-

phisme précédent s’obtient en appliquant ~. sur t. (l~i~n)~ et l’on a

En effet, la proposition est triviale pour n = 0 . Supposons-la démontrée pour
tout fibré de rang n - 1 . Soit X un espace fibre de rang n ; on désigne par

X 1 et X’ respectivement les fibres de rang 1 et n - 1 provenant du scindage

canonique de l’image réciproque de X sur P(X) . Le fibré en drapeaux D(X’)
associé à X’ est isomorphe au fibré D(X) ~ P(X) , et

est une injection. D’après l’hypothèse de ré currence, H*(D(X’) , A) est une

H*(P(X) , A)-algèbre engendrée par les classes fondamentales 03BE2 , 03BE3 , ... n
des fibrés Xz ~ ~ 3 i ... X provenant du scindage canonique de l’image réciproque
de X’ dur D(X’) . On a les relations .

désignant la fonction symétrique élémentaire de n - 1 varias

bles, et a! la i-ième classe caractéristique de X’ ). Or, d’après le théorème 2,
on a, en désignant par p la projection p(x) -~ B .

où § désigne la classe fondamentale de par suite la i-ième classe carac-

téristique a. de X est égale à a! + et puisque la classe caractéristique
de T~(X) est = a. et que ~(x) = T’~(X ) + T~(X’) ~ on en déduit que



où l’on a posé

On voit ainsi que 03C4* est une injection et que H*(D(x) , A) est engendré, 
H*(B , A)-algèbre, par ~.~~~~~~&#x26;~ Enfin le système de relations

où les a’i sont les éléments de la sous-algèbre H*(P(X) , A) définis par les

équations a! + 03BE1 a’ 9 est équivalent au système de relations

THÉORÈME 4. - Soient p=(p = (p1 , p2 , ... , p.) une suite d’entiers  0 tels

k

Que ~ p ==n ~ X un espace fibre principal de base B et de groupe structural

U(n~ A) ~ les fibres en drapeaux de type ~ X ~ 

’

( les espaces fibres principaux de base D2014(x) et de groupe

structural U(pj , A) respectivement, provenant du scindage canonique de 03C1* p(X) ;
a(j)i ( 1  i  pj ) la i-ième classe caractéristique de X(j) .
Alors H*(Dp-(X) , A) s’obtient en adjoignant à H*(B , A) les éléments de degré
03BBi assujettis aux seules relations obtenues en annulant les coefficients de t

dans le polynôme 
" ’ ~ " 

D’après le corollaire du théorème 2, les coefficients de X’(t) sont bien nuls.

D’autre part, D(x) est un fibre de base D-(x) et de fibre .IL D(P. , /B) . Par
~ J*~**" J

récurrence sur j , on montre alors, compte tenu du paragraphe 1 b, 2 , et du thF’ -
rème 2, que A) s’obtient en adjoignant à H*(D_(X) , A) dos éléments 03BEji
(1  j  k , 1  i  pj ) de degré 03BB , assujettis aux seules relations
03C3i(03BE(j)1 , 03BE(j)2 , ... , 03BE(j)pj) = a(j)i .

Or on a évidemment :
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et par suite H (D-(X) , A) est une sous-algèbre de H*(D(x) , A) . Montrons
d’abord qu’elle est engendrée comme H*(B , A)-algèbre par les effet,
soit a 6H*(lr-(X , A)) tel que



J. o

comme a e H*(D(X , A)) ~ il existe un polynôme P(t. ~t~~..~t) à coeffi-

cients dans H (B ~ A) tel que ...~~)~=a.0n voit alors que
P(~. ~~~...~~)-a n’appartient pas a l’idéal des relations liant les géné-
rateurs 03BEi de la H*(Dp-(X) , A)-algèbre H*(D(X) , A) , ce qui contredit la pro-

position 6.

Désignons par H la H*(B , A)-algèbre engendrée par des éléments 
1  j  pj ) assujettis aux relations

a. = 203A3 ( n t." ) ( h  n , a. désignant la i-ième classe
J=l ~j 

,~~ caractéristique de X ,

où T= ... , i.) est une suite de k entiers;;:’ 0 , et P. désigne
l’ensemble des suites T telles que y i. ==- h .

D’après ce qui précède, il existe un homomorphisme de H*(B , A)-algèbre surjectif
0 : H ~H*(&#x26;-(x) ~ A) qui applique les sur les Montrons que

Ker (6) se 0 , ce qui achèvera la démonstration du théorème 4 :

Soit a e H tel que 9(a) = 0 ; on a 

où P est un polynôme à coefficients dans ~~ o

Pour que a ~ 0 , il faut que P n’appartienne pas à l’idéal engendré par les
polynômes do la forme

Remplaçons alors dans P les ( 1 :j ~k~ l~i~p. ) par

~2 ~ ~~ ~ ~ ! on définit ainsi un polynôme P’(t. ~ t~ ~ ... ~ t ) à

coefficients dans H (B ~ A) qui n’appartient pas à l’idéal engendré par les poly-
nômes t~ ... , t~) - a~ ( 1 .: h~: n ). L’hypothèse e(a) = 0 contredit

alors la proposition 6.

APPLICATION. - Soit $ une suite d’entiers P~ ~ .« ~ p. telle que

P~ ~ ... + = n . Le théorème 4 permet de calculer la cohomologie
H~(D(~ ~ de la variété de drapeaux de type p sur le corps A . Posons

en effet B = {b} ~ les a. sont alors tous nuls pour et- A) , A)
est alors une A-algèbre engendrée par k groupes de variables a(j)i ( 1  j  k ,
1  i .:p. ) assujetties aux n relations :



C f . Cohomologie de BU( 00, A) . - Nous venons de voir que la cohomologie
H (G(p , q ; A) , A) de la grassmannienno de type (p , q) sur le corps A est

engendrée par deux groupes de variables

assujetties aux p + q relations 1 a. a! = 0 . 

On peut exprimer les a~ à l’aide des q premières relations, et l’on voit

ainsi que H (G(p ~ q ; A) ~ A) est une A-algèbre engendrée par les a. 

assujettis aux p relations obtenues en remplaçant dans les expressions
~- a. a’ = 0 ( 1 ~ k ~ p ) les a~ par leurs valeurs en fonction des a. ~

i+j-q=k " ~ ~ ~

Soient r ~ s deux entiers tels que s ~.q . Désignons par b. ( 1 ),
( 1 ~J ~ s ) les générateurs de s ; A) , A) ; on déduit alors du

théorème 3, en utilisant les identifications entre fibres (établies au paragraphe
2, e 2), que

Il s’ensuit que q ; A) , À) ne dépend pas des entiers p , q lorsque
p et q > 1 , et par conséquent que H*(G(co , ~ ; A) , À) s’identifie à la limite
projective des H*(G(p, q j A) , À) prise à l’aide des applica,tions 
Cette cohomologie est donc isomorphe à la À-algèbre engendrée par des éléments
ai et ai de degré X 1 ( 1 entier > 0 ) ; assuj ettis aux relations

Les k premières relations du type précédent étant équivalentes aux k expressions

?1 = Pi "1 , x2 ,_... , zi > ( 1  j k >, on en déduit que les B s’expriment
en fonction des a. quel que soit l’entier j > 0 ; on voit également que les géné-
rateurs a, i ne sont alors soumis à aucune relation.

Soient maintenant p , q , r , s quatre entiers quelconques  ° . On par-

a. , al ; b. , bi j c. , cl les générateurs canoniques de H*(G(p, q ; A) , A ) ,1 J 1 J 1 J

H*(G(r, s ; /Ù , A) , X*(G(p + r , q + s ; /Ù , À ) respectivement.; on peut iden-
tifier H*(G(p + q j /# x G(r , s j /Ù , À) à H*(G(p, q j A) , A) 63 



Avec les notations du paragraphe 2 e ,~ ~ les, classes caractéristiques de S(p + q 9 A)
et de S’ (q + s , s ; A) s’écrivent alors

On a alors, d’après les théorèmes 2 et 3 et les propriétés des applications f
: - 

’ 

Pq9 

En utilisant le diagramme de compatibilité du paragraphe 2, d~ n° 6, on peut alors
calculer l’application

déduite de l’application limite qui n’est autre que la H-loi définie au paragraphe

2, b sur le classifiant B . En revenant à des notations plus classiques, nous

pouvons donc énoncer le théorème suivant

THÉORÈME 5.

03B1. L’algèbre de cohomologie H*(B0 ; Z2) de l’espace classifiant B0 du groupe

orthogonal infini 0(oo) est une algèbre de polynômes engendrée par des éléments
W. ( i entier  1 ) de degré i , et l’on a, en désignant par ô Inapplication1 

diagonale de cette algèbre de ô(M.) = 1 Wi ~ W..
p. Soit de même BU l’espace classifiant du groupe unitaire infini alors

H*(B~ ~ Z) est une algèbre de polynômes engendrée par des éléments C. ( i entier

~ ~ ~de degré 2i ~ et on a

ô(&#x26;.) = ~- C. 0 C. (où 6 désigne l’application diagonale) ~
" 

i+j=k 
" ~

Y* Enfin, si BSP désigne le classifiant du groupe symplectique infini 
est une algèbre de polynômes engendrée par des éléments H. (1 entier

 1 ) degré 4i ; l’application diagonale s’écrit :

On voit démunie que ~~J~ ~~~) ~~) ~
H*(G(p , ~ ; H) , Z)) est une algèbre de polynômes engendrée par des éléments W.

(resp. H,) de degré i (resp. 2i , 4i). Les W. du théorème

5 sont appelés classe.s de Stiefel-Whitney universelles ; de les Ci (resp. H.)
sont appelés classes de Chern universelles. (resp. classes symplectiques universelles)



Plus généralement, la i-ième classe caractéristique d’un espace fibré principal
X de groupe structural 0(p) (resp. U(p) , SF(p)) , s’appelle la i-ième classe
de Stiefel-Whitney (resp. de Chern, symplectique) de X.

On parle aussi de classe de Stiefel-Whitney totale, (resp. classe de Chern, classe

symplectique totale).

REMARQUE. - Le théorème 5 permet d’associer aux espaces fibres principaux de base
B et de groupe structural A) des classes caractéristiques a, ( i entier

~ 0 ) telles que la classe 
1

vérifie les propriétés analogues aux propriétés aày du théorème 3. On les défi-
nit d’abord pour les fibres dont la base est un CW-complexe, on passe ensuite au
cas où la base est un espace topologique quelconque en utilisant les considérations
développées dans le lemme de la démonstration de la proposition 5. Si X est un

espace fibre de groupe structural A) , la classe caractéristique totale du
fibre faible associé à X (cf. paragraphe 2, a) est égale à la classe caractéris-
tique totale de X .

g. Classes caractéristiques et produit tensoriel.

THÉORÈME 6. - On suppose  ~ H ; soient B un espace topologique, X et Y des

espaces principaux de base B et de groupe structural U(p ~ ~~ 9 U(q, ~~ 
tivement ; a ~ b leurs classes caractéristiques totales; on écrit formellement

La classe caractéristique c du fibre X 0 Y est déterminée par a et b ; elle

s’exprime symboliquement en fonction des a. et des p. par la formule suivante :2 j -

En effet, soit D(1) À B l’ espace fibré en drapeaux associé à X j on a vu (propo-
sition 6) que la H*(B , engendrée , par les cc, i s’identifie à iÎf(D(X) , À )
Comme, on a, en dé signant par D (Y ) 03C4’ ~ B l’espace fibré. en drapeaux as socié à Y ,
D(X) xB D(Y) z D ( é.(Y ) ) , on voit de même que H*(D(X) xB J (Y ) , A ) s ’ identifie à
la H*(B , A) - algèbre engendrée par les 03B1i et les 03B2j assujettis aux. relations
énoncéesdans le théorème. Si 03C4 désigne la projection sur B de D(X) B D(Y ) , on
a alors les scindages canoniques



où les X. et les Y. sont des fibres de rang 1 , de classes fondamentales
1. 

OE. , De même l e fibré 03C4*(X ~ Y ) ) z ._ * admet lerespectives De même le fibre 03C4(X ~ Y) ~ 03C4*(X) ~ 03C4*(Y) admet le

scindage canonique

Or, on a vu (proposition 5) que la classe fondamentale de X. est + 03B2j .
On voit aussi (théorème 2) que

et on conclut en utilisant le fait que ’~* et ’~’ * sont injectives, ce qui entraîne

que ’~* l’est aussi.

APPLICATION. - On a vu (paragraphe 2 f, Remarque) que si X est un fibré de

groupe structural C) , X* un f ibré dual de X (cf. paragraphe 2, a),..le
fibré X 0 X* est trivial.

PROPOSITION 7. - Soit X un espace fibre principal de base B et de groupe

structural C~ ’ = .2~ a. la classe caractéristique totale de X;

dans, ces conditions, la classe caractéristique totale d’un fibre dual X de X

est

h. Les classes caractéristiques et l’obstruction.

PROPOSITION 8. - Soit X -> B un es ace, fibre principal de ,rou e structural

U(n , A) ; le noyau de l’ application n* p H*(B , A) ~ H *(X 9 A) est l’ idéal

engendré par les classes caractéristiques a. do X .

En effet, considérons la fibration de X sur l’espace fibre en dra-

peaux B associé à X. Cor~me p* est injective,

On a vu, (paragraphe 3, a, exemple 3~ que est l’idéal engendré par les

générateurs canoni q ues 9 ~ 9 e A . s ~ n de la H H *~D ~~, y A ) ~ 



Ainsi, compte tenu des relations entre les 03BEi , données dans la proposition 6,
on voit que Ker (03C3*) ~ Tm (03C1*) est bien l’idéal engendré par les a..

1

..

THEOREME 7. » Soit X un espace. base B et de groupe struc-

tural U(n, ^) , Sn,q(X) ( 1  q  n ) l’espace fibré des i-repères associés à

X 9 alors la classe fondamentale (cf. exposé 8, définition 2 ) a du fibré
..,._. ~ ~_~~. _ . _ _ .. _~...... q .

.S ( X) (éventuellement réduite mod Z ) e st é gale à la ( n w q + l ).»iême clas se
n ~ q .~.~ ._ _ ~~ _.___w...~.....~..~ . _ _ . _ ~. ~....~.~...~..

caractéristique a de X ~
._._V....._ .~._ ~...~._..... ~ ~ n..q+1 _..r..

En effet, d’après les résultats de l’exposé 3 sur la cohomologie des variétés de

Stiefel, la classe a est de dimension 03BB(n - q + 1 ) 9 comme d’autre part leq
groupe des automorphismes de l’anneau Z est un groupe à 2 éléments, lorsque le
(n - q)-iême groupe d’homotopie de S(n 9 q ; R)= Z , le système local
Hn-q (S(n 9 q 9 R) , Z) ~Z Z2 est constant, et on peut réduire modulo 2 la classe
~~r~. q .,N .~. Z ~2
a .
q

Désignons par n 
q 

la proj ection de S 
ns d 

(X) sur B 9 montrons que a 
n-q+1

engendre le sous-groupe des éléments de Ker (n ) de degré 03BB(n - q + 1) . On a :
q

n ‘ o o p 9 où a et p dé signent les proj ections des fibrationsq q q q q 
u 

.

S (X) -~ G 
» 

(X) et G ~ (X) -~ B .
n~q 

On a vu (théorème 4) que p~‘ q est une injection et que ( p ara g ra p he 3 f)

n-q.q 
(X) , A) est engendrée comme H*(B , A)-algèbre p ar q. éléments b. z

( l  i’  n w q ) de degré ~, assuj ettis â. q relations de la forme

où les P. sont des polynômes de poids ~. en les variables bl’ b~ ~ ... , 

pondérées par leur degré. D’autre part, il résulte de la proposition 8 que Ker 

est l’idéal engendré par les ’b. et par suite que Ker (~) est l’idéal engendré
par les a. (qi  n ). Gomme le noyau de n* est l’image de la transgression
dans S n,q (X) et que a 

n-q+1 engendre le groupe des éléments de degré ?B(n - q + l)
de cette image, on voit, à l’aide de la proposition 5 de l’expo sé 8,que la classe
fondamentale zq de est ~ a n**q+l .. Lorsque A~ il reste à détermi-

ner le signe de aq . Il suffit de le calculer pour un espace fibre particuli er,
par exemple pour
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ce qui ne présente aucune difficulté. On trouve en effet que la classe d’homologie
duale correspondant à a 

q 
par la dualité de Poincaré est portée par le sous-es-

pace projectif P(q - 1 , A) , en d’autres termes que

aq = (- ~) ~ a ( cf . paragraphe 3, a exemple 2)
i . Remarques terminales.

~,° D’après la proposition 3p si X est un espace fibré principal dont le groupe
structural est le groupe linéaire GL(n , A) de l’espace vectoriel de dimension
n sur le corps l1~ et dont la base B est un espace paracompact, on peut associer
à X un élément unique x E de rang n qu’on peut encore appeler 
classe de X. Par suite, toutes les définitions et constructions de cet exposé
peuvent s’appliquer à X . En particulier, si Y est un espace fibre principal de

base B et de groupe on peut définir la somme de Whitney X e Y de

X et de Y . La classe a(x) est appelée classe caractéristique de X et vérifie

les propriétés a à 6 du théorème 3. En ce qui concerne la propriété ~ 9 il

convient de remarquer que rJ(1 9 A) = A 
* (où A * = A - ~0~ désigne le groupe

multiplicatif de l~ ~ se rétracte sur S ~,.1 et que par suite la classe fondamentale
de X est de dimension À $

2° Soit X un espace fibre de base B associé l’espace fibre principal X

de base B et de groupe structural U(n , A) . On appelle classe caractéristique
de X la classe caractéristique a de X. Ainsi, lorsque B est un espace para-

compact connexe, soit X 03C0~ B y un espace fibre tel qu’il existe deux applications fi...

brées k( X ~ X~ .~ X et qui munissent chaque fibre de X d’une struc-

ture d’espace vectoriel sur le corps h ~ on dit alors que X est un espace à fibres

vectorielles de base B . On voit que la donnée de X définit une classe x de

fibres de base B et de groupe structural GL(n , A) , où n désigne la dimension
(constante puisque B est connexe) de la fibre de X. Soit A) la

classe de U(n , )-fibré associé à x . La classe a(x) s’appelle la classe carac-

téristique du fibré X . Soit  un autre espace fibré à fibres vectorielles dont

la classe (dans ]L.(B p A)) est y ; le fibré

est muni d’une structure de fibré à fibres vectorielles et s’appelle la somme de

Whitney de X et Y . La classe de ce fibré est x ~ y . On définit .encore un

produit tensoriel ~ ~ Y , un fibr.é dual X~‘ l et ainsi de suite : ces notions cor-
respondent aux notions analogues définies dans cet exposé pour les fibres princi-

paux X et Y auxquels sont associés X et Y .


