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12e année, 1959/60, n® 9 11 janvier 1960

LES CLASSES CARACTERISTIQUES D'UN ESPACE FIBRE A FIBRES VECTORIELLES

par Bernard MORIN

1. Opérations sur les espaces fibrés.

Sauf indication contraire, tous les espaces fibrés considérés dans cet exposé
sont des espaces fibrés localement triviaux 2 groupe structurals Lorsqu'on parle
d'applications fibrées, on suppose toujours qu'il s'agit d'applications compatibles
avec les structures définies par la donnée du groupe structural. Par exemple, lors-
que X est un espace fibré principal, de groupe structural G , on dit que X' est
un sous-fibré de X si X' est un sous-fibré au sens de 1l'exposé 8 paragraphe 1,
et si, de plus, X' est un espace fibré principal de groupe structural G' , ou
G' est un sous-groupe de G , et ot les actions de G et G' sur X et X' res-

pectivement sont astreintes & la condition de compatibilité suivante @

X' x G, X!
g1 E ( 7 Adsignant 1'injection de X' dans X ,

A\
Xx G =X i 1'injection de G' dans G )

Soient X »B, Y -»B deux espaces fibrés de groupe structural G . On dit cue
X est équivalent 2 Y , et on écrit X =Y , s'il existe un isomorphisme d'espaces

fibrés X -»Y induisant 1'identité sur B .

as Soit X wun espace topologique, G un groupe topologique opérant 2 droite sur
X « On désigne par X/G 1'ensemble des orbites de X sous 1l'action de G , muni de
la topologie quotient induite par la topologie de X o Lorsque X est un espacé
#ibré principal, de groupe structural G , X/G s'identifie 3 la base du fibré X .
Jar exemple, si G est un groupe de Lie (resp. un groupe classique d'un espace
préhilbertien) (cf. exposé 5, paragraphe 2, p. 7 et 10). L'action de tout sous-groupe
fermé (resp. admissible) U de G (que 1llon fait opérer sur G par translation 2
droite) définit sur G une structure d'espace fibré principal de groupe structural
U et de base G/U .

Plus généralement, si X est un espace fibré principal dont le groupe structural
G est un groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissible d'un groupe classique d'un

espace préhilbertien), la donnée d'un sous-groupe fermé (resp. admissible) U de
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G (que 1l'on fait opérer sur X par l'injection naturelle U -G ) définit sur X
une structure d'espace fibré principal, de groupe structural U et de base X/U .

On dira que c'est le fibré principal déduit de X & partir de U .

be Soient B, C, C', trois espaces topologiques, Jj,:¢ C =B, j' : C' B
deux applications continues. En désignant par & ¢ B - B x B 1l'application dia-
gonale de B , on appelle produit de C et de C' au dessus de B , et on note

C B C' , le sous=-espace

(j x j'?-l(b(B)) de GxC  (§x3':Cx¢C -BxB)

On note encore 5 j' 1'application C B C' - B , définie par

5L o (5 x NP ey .

1° Image réciproque d'un fibré. - Soient B , B' deux espaces topologiques,

X%EB un espace fibré (resp. un espace fibré principal) de groupe structural

G, f: B' +B une application continue ; B %2 X »B!' est munie d'une struc=-
ture d'espace fibré (resp. d'espace fibré principal) de groupe structural G qu'on
appelle 1'image réciproque de X sur B! par 1'application f j on note ce fibré
£*(X) et sa projection £¥(n) + Si B' =B et £ =id , alors

f*(X) =X .

Soit B" un espace topologique et f' : B" - B! une application continue,

on a
£rYE¥(X)) = (£'% o £%) (%) .

29 Produit fibré. = Soient X , X' deux espaces fibrés (resp. deux espaces

fibrés principaux) de base B et B' , de projectipn s et ! y ot de groupe
structural G et G' respectivement. L'espace X x X' est, muni d'une structure
d'espace fibré (resp. d'espace fibré principal) de base B x B! s de projection
14 B n! et de groupe structural G x G' .

Lorsque B = B! , 1l'espace X > X' s'identifie canoniquement 2 6*(X x Xt) ,
ce qui permet de le considérer comme un espace fibré (resp. un espace fibré prin-
cipal) de base B , de projection g xB A et de groupe structural G x G' . On
1'appelle le produit fibré de X et de X' et on le note k(X , X') o & 1'aide

du numéro 1 ci-dessus, on voit que k(X , X') est en outre muni de deux structures

d'espace fibré (respe d'espace fibré principal) obtenues en considérant ces deux

structures fibrées images réciproques n (X') et s (X) .
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Soient n espaces fibrés (resp. n espaces fibrés principaux)
X1 ’ Xé g eee Xn , de base B , et de groupe structural G1 N G2 s see Gn
respectivement ; on définit par récurrence sur n un produit fibré, noté
k(X1 2 X5y eee s Xn) ; c'est un espace fibré (resp. un espace fibré principal)

n ' . ] 0
de base B et de groupe structural I Gi + Le produit ainsi défini est associa=-
i=)
tif et commutatif, & une équivalence prés. Toute partition (I, J) de l'intervalle

[1, n] en sous-ensembles I et J détermine une fibration

. k(Xl 9 X2 3 eee Xn) -)k(Xil 3 Xiz ’ ..‘)il,iz""O'CI

dont le groupe structural est igj Gi 0

ce Fibrés associés. ~ Soient X et Y deux espaces topologiques, G un groupe

topologique qui opére & droite sur X et 2 gauche sur Y o On fait opérer G 2
droite sur X x Y de la fagon suivante ¢
-1
(x,y).g=(xg, g v) (xeX, yeY, get)

On désigne par X x, Y 1'espace quotient (X xY¥)/G +.5i X est un espace fibré
principal de groupe structural G et de base B, X a Y est le fibré associé a
X de fibre Y ; les sections s : B -X XG-Y de ce fibré sont en correspondance

bijective avec les applications f ¢ X =Y telles que
f(xg) = g“1 f(x) pour tout xe€ X et tout ge G .

EXEMPLE, - Le fibré X X G , associé & X et obtenu en faisant opérer G sur
lui-méme par translation 2 gauche, estmuni d'une structure d'espace fibré principal
déterminé par les translations & droite de G sur lui-méme. L'application

X »X x G, qui associe 2 tout élément x de X le couple (x, o) (e élément

neutre de G ), définit par passage au quotient un isomorphisme

X—-]-}XxGG s

comme pour tout x € X et tout g e€G, (xg, o) =(x, g) mod G, l'application
i est une équivalence de fibrés principaux. On voit en outre que si U est un
gous=groupe de G , i définit un isomorphisme °*

/U35 X xg G/U .

X/U est donc un espace fibré de base B , de fibre G/U et de groupe structural
G + On 1l'appelle 1l'ecpace fibré quotient par U de 1l'espace fibré principal X .

Ainsi, soient G un groupe de Lie (resp. un sous=groupe admissible d'un groupe

classique d'un espace préhilbertien), V un sous=-groupe fermé (resp. admissible)
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de G, U un sous-groupe fermé (resp. admissible) de V ; alors G/U est un
espace fibré de base G/V , de fibre V/U ot de groupe structural V .

ds Extension et restriction du groupe structurale = Soient G et G' deux

groupes topologiques et h ¢ G' ~» G un homomorphisme de groupes topologiques, X'
un espage fibré principal de base B et de groupe structural G' , alors le fibré
X=X xG,(} est un espace fibré principal de groupe structural G « On dit que
X est déduit de X' par agrandissement du groupe structural de G' 3 G au

moyen de 1'application h ¢ De 1'application canonique
id »,y h
X'XG, G — X XG' G

on déduit une application
' X .
Lorsque G' est un sous-groupe de G , cette application définit X' comme sous-
fibré de X . |
Inversement, soit X un espace fibré principal de groupe structural G , on dit

que le fibré principal X' de groupe structural G'° est obtenu par restriction

du groupe structural de X & G' au moyen de l'application h , si 1l'on a

X XX x5, G .

X étant donné,un tel espace X' n'existe pas nécessairement ; et si X' et X"
sont deux espaces obtenus par restriction du groupe structural, on ne peut en con-

clure que X' = X" ,

PROPOSITION 1. = Soient G un groupe de Lie (resp. un sous=-groupe admissible

d'un groupe classique d'un espace préhilbertien), U un sous-groupe fermé (resp.

admissible) de G s X ug:! un espace fibré principal de groupe structural
G, XU BB le fibré associé de fibre G/U, X S%/U le fibré orincipal déduit
de X & partir de U . Dans ces conditions

M) = X xy G
En effet l'application X x G—3X/U x X définie par
ilx ’ g) = (U(X) ’ Xg) (X eX, ge€ G)

applique X x G sur le sous-espace X/U «2 X . De plus, comme ijl,g)=3£§,d4g),
on en déduit une application

XxUG—>X/UxBX .
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(fest 1'isomorphisme cherché,

PROPOSITION 2. =~ Soient G un sous-groupe de Lie (resp. un sous-groupe admissi-

ble d'un groupe classique d'un espace préhilbertienL U un sous-groupe fermé (resp.

admissible) de G , X un espace fibré de base B et de groupe structural G ; les

deux conditions suivantes sont équivalentes :

o, I1 existe une restriction X' du groupe structural G de X a U,

Bo I1 existe une section s : B - X/U du fibré Z/UBB ,

En outre, si les sections s ; s' : B - X/U sont deux applications homotopes entre

elles, les rostrictions de X assocides &4 s et s' sont équivalentes en tant que

fibrés de groupe structural U .

o =P+ - L'injection canonique du sous-fibré X' dans X est une application
fibrée pour les structures d'espaces fibrés principaux, déduitesde X' et de X

respectivement, & partir de U ; s s'obtient alors par passage au quotient sur U .
f=>a. ~ Puisque p o s=id , s*(p*(X)) ~ X admet pour restriction le fibré

Xt = s*(X) =B xX/U X o

Le reste de la proposition est immédiat & partir du théoréme de reldvement des homo-

topies. La proposition est encore vraie si G et U sont des groupes topologiques

quelconques. Mais on doit alors prendre garde que X - X/U n'est en général pas lo-

calement trivial. On montre pourtant que s*(X) est localement trivial,

e. Classes d'équivalence de fibrés principauxe = Soit X 5B un espace fibré prin-

cipal de groupe structural G . On lui associe un élément x e Hl(B ’ Gc) de 1'en-
semble de cohomologie de B & valeur dans le faisceau Gc des germes d'application

continues de B dans G de la facon suivante @

Si ‘EV= (Ui)ié[ est un recouvrement ouvert de B , tel que n-l(Ui) goit un fibré
trivial pour tout i €I , et (pi)iéI un atlas de X relativement 3 U, le cocy-
cle (gij)i,jei ‘g5 Uy ﬂ‘Uj -+G) des changements de cartes de (pi) est un
représentant de la classe de cchomologie x o Cette classe ne dépend ni du recou-
vrement U , ni du cocycle (gij) choisise

Pour que X et Y définissent la meme classe de cohomologie x € Hl(B ’ Gc) , il
faut et il suffit que X =Y . D'autre part, & tout x € Hl(B ’ Gc) on sait associer

un fibré principal X de base B et de groupe structural G dont la classe est x

On identifie dans la suite les classes d'équivalence de fibrés pour la relation =
aux éléments de H(B s Gc) .
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®. Rappelons que l'ensemble de cohomologie Hl(B , Gc) (qui ntest un groupe que
lorsque G est abélien) est muni d'un élément distingué e (correspondant a la
classe du fibré trivial B x G); relativement 2 tout recouvrement ouvert

U= (U ). il admet pour représentant le cocycle

jel deB

beU,nU .
i 3

0 Ve K3 3
Be Ci on sest donné sur G wun anti-automorphisme g - g , on définit sur

Hl(B s Gc) une involution x - x qui laisse fixe e 3 si U= (Ui)ieI est un

*

recouvrement de B , (g . un représentant de x subordonné & U, x est

j'i,jel
la classe du cocycle

* _ ,0 . ¢0-1 . .
(gij) = (gji) = (gij) ’ (i, jel )
subordonné 2 U, cette classe ne dépendant ni du recouvrement U, ni du représen-

tant (g choisis.

1j)1 jel

SCHOLIE. = Soient G et G' deux groupes topologiques, B , B! deux espaces
topologiques,

h ¢ G' -G un homomorphisme de groupes topologiqucs,

f ¢+ B'" B une application continue.

Considérons les applications @

g (' , Gc)——fj-éHl(B , GC)

Hl(B ’ Gc) x Hl(B., Gé) &»Hl(B , (G ; G')c) (définie au moyen de 1l'identifica-

tion canonique kc t G x G' - (G x Gé) )

H(B,G') n* H(B,G)

Soient X et X' deux espaces fibrés de base B et de groupe structural G et
G' respectivement. On note x et x' leurs classes d'équivalence respectives.

Dans ces conditions ¢
19 la classe du fibré £7(X) est égale & £7(x) ;
2° 1a classe du fibré k(X , X') est égale 2 k(x , x') ;
3° la classe du fibré h™(X') est égale 2 h*(x') .
REMARQUE, - Pour définir h™ : Hl(B ) Gc) - Hl(B‘, GL) , i1 suffit de connaitre

ht G'-+ G 2 un automorphisme intérieur de G prés. En effet, on voit facilemet

que si h' ¢ G' -G est défini par
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-1
h'(g') = gy h(g')g, (g'eG ,geG)
alors h'* =n*,

De méme, si U et U' sont deux sous-groupes fermés (resp., admissibles) d'un
groupe de Lie (resp. d'un sous=groupe admissible d'un groupe classique d'un espace
préhilbertien) G , conjugués 1'un de 1'autre par un automorphisme intérieur, X/U

est isomorphe & X/U' comme espace fibré.

Rappelons enfin le résultat suivant

PROPOSITION 3. -~ Soit B wun espace paracompact, G un groupe de Lie (resp. un

sous-groupe admissible d'un groupe classique d'un espace préhilbertien), U un

soug=groupe fermé (resp. admissible) de G , tel que G/U soit contractile, alors

1'application

£
g(s , Uc) —P—»HI(B , Gc)

est un isomorphisme,

En effet, soient x € Hl(B ’ Gc) » et X un espace fibré principal de base B
et de groupe structural G dont la classe est x a D'aprés c¢ , X/U est un espace
fibré de base B et de fibre G/U . Comme B est paracompact et G/U contractile,

11 existe une section B 3 X/U de ce fibré, et par suite (d'aprés la proposition 2)

’N

il existe une restriction X' du groupe structural de X & U . Si x' désigne

la classe de X' , on a, d'aprés le scholie précédent ¢
n*(x!) = x o

S1 X" est une autre restriction du groupe structural de X & U, la section
s' = B -X/U

définie par X" étant homotope 2 s , on en déduit que X = X!

fo Propriétés des espaces classifiants. - Si G est un groupe topologique et

Hb un espace classifiant pour G (cf. exposé 5, paragraphe 4), pour tout espace
topologique B , ayant méme type d'homotopie qu'un CWecomplexe, on peut identifier
(de fagon naturelle par rapport & B ) 1'ensemble HI(B ’ Gc) a4 1l'ensemble

B , BG) des classcs d'homotopie des applications de B dans BG s au moyen de
1'application

x(f) = f*(xG) ’ X € Hl(B s Gc) ’ fen®, BG) ’

ol x désigne la classe du fibré universel X, =»3Bg o
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Lorsque X est contractile (c'est le cas si G et BG sont des CW~complexes
de type dénombrable), on peut définir cette identification pour tout espace B ayant
méme type d'homotopie qu'un espace paracompact. Si Bé est un autre classifiant
pour le groupe G , il a méme type faible d'homotopie que B, (cf+ pour la défini-
tion de cette notion, exposé-11, paragraphe 1) ; le type faible d'homotopie de BG
est done déterminé par celui de G (c'est une généralisation de la proposition 3).
Si G et G' sont deux groupes topologiques, BG et BG; des espaces classifiants
pour ces groupes ayant le type d'homolopie de CW=complexes, XG s XG les espa=
ces universels correspondants, h : G' - G un homomorphisme de groupes topologi-
ques, il existe une application fibrée Xor. % G » X, & 1l'aide de laquelle on
définit

h BG,-+BG H
h est déterminé par h 2 une homotopie faible prése Si h' = hy oh, o hy est
un automorphisme intérieur de G , alors h’ est homotope & .K o Lorsque h est
faiblement homotope & 1'application identique, h est faiblement homotope & 1l'iden=-

tité.
Soient G" un autre groupe topologique, h': G" - G' wun homomorphisme de groupec
topologiques; alors
(hohf=hoh .
Si ht G -»G' est une inclusion, h ale type faible d'homotopie de la fibration
X,/G' »B; .

Si BG et BG' sont des espaces classifiants pour les groupes topologiques G et

G* respectivement, BG x BG' est un classifiant pour le groupe G x G' .
Avec les notations précédentes on a évidemment

x(f o £1) = n*(x(£1)) , (fen(d,By,), x(f')eH (s, ¢.)

x(h o £1)eHN(B , ¢)) .

Lorsque G est muni d'un anti-automorphisme et que BG est un CW-complexe, on

peut munir BG (2 1'homotopie prés) d'une involution i telle que
x(i o £) = x(£*) (cf. op ), (xe Hl(B , Gc) , fenlB, BG) ) .
APPLICATION, = Soit G un groupe topologique et BG un classifiant pour G ; la
donnée d'un homomorphisme de groupes topologiques .

het GxGaG tel que les applications h
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définies par hl(g) =h(g , e) et hz(g) = h(e , g) respectivement, soient fai-
blement homotopes & 1l'application identique, munit BG d'une H-loi faible (cf.

exposé 11, paragraphe 1).

2. Cas ou le groupe structural est un groupe unitaire.

On désigne dans la suite par A 1l'un des trois corps usuels ¢
R (corps des réels), G (corps des complexes), H (corps des queternions).
A=1, 2, 4 est la dimension de A comme espace vectoriel sur ;E’.

Vipy, A) (p entier >0 ) (resp. p =) est un espace vectoriel (& droite)
hilbertien de dimension p (resp. Un espace préhilbertien possédant une base al-

gébrique dénombrable).

U(p 5, A) est le groupe des automorphismes (resp. des automorphismes de type
fini) de V(p ; A) . On prendra pour V(o , A) et U(w, A) 1la topologie définie

dans 1l'exposé 5, paragraphe 2.
On dit qu'une application
i: Ulp, N ->Ulp+q, A (p» g entier >0 ou o)

est de type 1 si on peut la définir en faisant opérer de fagon naturelle
U(p ’ A)  sur un sous-espace W de dimension p et de co-dimension q de
Vip+q, N, tel que V(p+q, A) =W ®W-, et en prolongeant cette opération

a V(ip+q, A) tout entier, en faisant opérer trivialement U(p , A) sur W',

Ces applications sont des injections ; elles dépendent du sous-espace W choisi,
et se déduisent 1l'une de 1'autre par un automorphisme intérieur de U(p + q , A
On a vu (exposé 5, paragraphe 3), que, quel que soit q , les applications de type

iu>q sont des équivalences d'homotopie faibles.,
b

2. On pose @ KO(B , A= U Hl(B y UGG, N )
0<j<eo ¢

On désigne par e, 1'é1lément distingué de H;(B y Uln, A)c) » et par LO(B , N
la réunion des e, (n entier >0) .

On définit une application
joe &QLO(B s N c Ky (B, A)
en posant,rour tout n e N, j{n)= e, -

On considére ¢-alement l'application
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Rg ¢ KO(B » A) » N définie pour tout x e Ky(B'» A) par Rg(x) =n si
x e H(B , U, N
Rg(x) s'appelle le rang dé x et 1l'on a
Rg oj = id .

Le rang Rg(X) d'un fibré X sera par définition le rang de sa classe X
Lorsque A#}i » en munissant les V(p , A) ( p entier >0 ) d'une base, on dé~
finit classiquement un opérateur de transposition noté o sur les groupes U(p , A) .
On munit ainsi KO(B s A) d'une involution x - x* dont la restriction & 1l'ensem-
ble des éléments de rang n coincide avec 1'involution Hl(B s V(n, /\)c) s décrite

dans le paragraphe 1 , ef .
Lorsque A=R, x se réduit & 1'identité.

Lorsque A ='9V, x* s'appelle la classe duale de x « Si X est un fibré de

classe x , tout fibré x* de classe x* est un fibré dual de X o

Ne By = Lorsque A =«Ii’ on désigne par KO(B ’},12 1'ensemble des classes de
fibrés principaux (& gauche) de base B, de groupe structural U(n s H) (pour tout
entier n >0 ), ot U(n , H) est le groupe des automorphismes de 1'espace vecto-
riel & gauche de dimension n sur le corps ,:Ti,' Dans ce cas, on définit comme pré-
cédemment un opéreteur o , mais c'est ici un anti-isomorphisme de U(n ,NI;I) sur

T(n ’3\,) .

On définit ainsi une application x -»x' telle que X * =X

Ky(B 5 H) 3KO(B ,39 .

D'apres la remarque du paragraphe 1 e, la donnée du type d'application i q
b
(ps q entiers >0 ou o ) suffit & définir une application

* ., 4l 1
.ip,q : H(B ’ U(p s A)c) - H (B ’ U(P +.q, /\)c) .
On a évidemment
i oi =i uels que soient les entiers r>0 o
Lorar © 1p,q = Ip,qur (q q P 54q,r30

On pose
KO(B y N = lj_-)m Hl(B » Uln /\)c)
et on désigne par 1 1'application évidente

KO(B ’ N -)?{’O(B ’ N .
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A 1'aide de la famille d'applications (i: “) (n ontier >0 ), on définit 1'ap-

b
plication

91 Ky (B, A) - H(E, U, )
qui se factorise évidemment par Y ; on pose

¢ =yp Oy 5
1'application Yo n'est en général ni injective ni surjectives Si X est un espace
fibré principal de base B et de groupe structural U(n , A) , on notera ¢(X)
 1'espace fibré principal X *U(n,A) U(w 4 A) obtenu on identifiant U(n , A) 2 un
sous=-groupe de U(w , A) au moyen d'une application de type in,m 3 o(X) s'appelle

le fibré faible associé & X . D'aprés le scholie du paragraphe 1, si x désigne la

classe de X , la classe de ¢(X) est o(x) «

be Somme de Whitney. = Soient p , q deux entiers >0 (respep =®ou q =) ;

on dit qu'unae application
h @ U(P9/\)XU(Q:/\)—>U(P,*Q:A)
est de type hp,q si on peut{la &éfin;r en faisant opérer
Ulp , A) x Ulq 4 A) sur V(p, A) ®V(q, A)

de fagon canonique ( ® désigne la somme directe munie de sa structure naturelle

d'espace hilbertien), aprés avoir identifié, au moyen d'un isomorphisme arbitraire,
V(ip , V®V(a , A) & V(p+gq, A) .

Ces applications sont des injections ; elles dépendent de 1'isomorphisme choisi

et se déduisent 1'une de 1l'autre par un automorphisme intérieur de Ulp +q, A o

DEFINITION 1. = Soient h: U(p , A) x U(q , A) - U(p + g , A) une application
de type hp,q (p, q entiers >0 ) s X et Y deux espaces fibrés principaux
de base B et de groupe structurel U(p , A) et U(q, A) respectivement j on
appelle somme de Whitney de X et de Y , et on note X&Y , le fibré obtenu par

extension du groupe structural U(p , A) x U(g , A) du produit fibréd k(X , Y) au
groupe U(p + g , A) au moyen de l'application h .

Comme précédemment, on voit que la donnée du type hp q suffit 2 définir une
application
E'3

Byt (B, U, N)x BB, Ua, N)) 86, 0pra, N) .

Au moyen de la famille d'applications (h; q) (ps q entiers >0 ), on munit
s
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KO(B s A) d'une loi de composition encore appelée somme de Whitney et notée @ ,
associative, commutative, et possédant un élément neutre (la classe 6o des fibrés

de rang 0 ) .

On a évidemment i¥* (x) =% ®e, (x e Xy (B, A) , Rg(x) =p) et pour que
Y(x) = Y(y) , oo x, y € K, (B, A, i1 f‘aut et il suffit qu'il existe deux entiers

r ct 820, tels que x@er=y®esg

Pa;' suite, ® induit sur 'I\{’O(B s A) une loi de composition associative, commuta-
tive, et dont 1'é1ément neutre est q)(e ) « L'application h munit
H (B s U, /\) ) d'une loi de composition associative et commu'batlve, dont 1'é1é~-
ment neutre est 1a classe du fibré trivial; noté @ ; on appellera encore cette loi

somme de Whitney ; on lc note % , et ona
(P(X)Q(P(Y)z"{)(XQY), (X,YGKO(B,A)) o

D'aprés le scholie du paragraphe 1, si X et Y sont des espaces fibrés princi-
paux de classe x , y respectivement (x ,y € K(B, A), Re(x) =p, Rgly) =q ),
et h une application de type h » la classe de X@®Y est x®y , celle de
(X @Y)=¢(X) ® () est ofx ® y)

Ne B, - Puisque les applications de type hc>o - vérifient les conditions du para-
b4
graphe 1, f (application), on voit que les classifiants BU(oo,/\) des groupes uni-

taires infinis sont des H-espaces faibles.

ce Scindage de fibrés. - Soient p , q deux entiers positifs, X un espace fi=-

bré principal de base B et de groupe structural U(p + q , A 5 on dit que X
admet un scindage de type (p 4 q) s'il existe une restriction du groupe structural
de X & U(p, A) x U(q , A) au moyen d'une application de type hp,q s clest-a-dire
s'il existe deux fibrés principaux X' et X" » de rang h et q resvectivement,
tels que X = X' ® X" ,

On désigne par P 1l'ensemble des suites finies d'entiers >0 , muni de la rela=-
tion d'ordre ainsi définie : soient P = (p1 > Pos see s pk)et p'= (pl,p2 ) see pk,),
on dit que P' est plus fine que P et on écrit P' <D, s'il existe une surjec=-

tion croissante
£ [l,k']—)[l:k]

telle que -



Soit p = (p1 » Py s coe s pk) e P; toute identification de 1.=1 v(p , N &

V(jg1 Py s A) permet de définir une application h de type h-ﬁ

' k
h U(E, /\)=i1;11U(pi,l\)—>U(n,/\) .

Soient ' = (p]“ » Py sy eee s pi{,) une suite plus fine que p , et
£0 o [1, %] s[1, X

1'application croissante pour laguelle on a

p; = 2 pi  (1<igk)
jee™h(1)
A toute collection d'isomorphismes (u ) B Vip! , N »V(p, 5 N

on associe uns application h de type hI—J. Y
?
he U@ , N -U0p, N .

Avec ces conventions, on peut considérer les applications de type h-l-s corme des
applications de type h( 5 (lorsque p<(n) ), ol (n) désigne la suite réduite
au seul entier n . Pour tous p , p's P" € P tels que p" < p' £ Pp s pour tout
h' de type hﬁ:?’ et tout h" de type h-ﬁ R h'! o h" est évidemment de type

h= =, »
pPsP
On dira qu'une application h de type hE,_ﬁ" est compatible aveec h (resp. h" )
s'il existe une application h, de type h'ﬁ' o (resp. h, de type hI—D-,-E, )
telle que

-— —_—
h= h' oh, (respeh—hloh")

Soit P = (p1 3 Py s oo s pk) € P tel que p < (n) ; on dit que le fibré prin-
cipal X de groupe U(n , A) admet un scindage de type p s'il existe une res-

triction du groupe structural de X & U(p , A) au moyen d'une application de

type hs , clest-adire si X = =K X, (on Rglt;) =p; ). Soit X un tel scin-
3—1 - - -
dage. On dira que X, est un sous-scindage de type p' de X1 ( p* e P, p' <p )

si X:2 est un scindage de type p' de X , obtenu par restriction du groupe struc-

tural de X, 2 U(p , A) au moyen d'une application de type h-ﬁ'ﬁ' .
3

d. Exemples d'espaces fibrés.

1° Soient pe€ P, tel que p<(n), h: Up, N -U(n, A) une application
de type h-5 ; 1'espace D(p , NV = U(n, N/U(p 4 N s'appelle la variété de dra-
peaux de type D e '




9-14

as Lorsque p= (1,1, ... ’.j) , D(p, A) s'appelle la variété de drapeaux de

n fois

l8espace V(n , A)
Be Lorsque p=(p, q (p+qg=n), D(p , A) on note encore G(p 5, q ; A) ;
c'est la grassmannienne des p-plans de l'espace vectoriel de dimension n sur le
corps A e
Yo Lorsque p=1, G(1 ,n-13; A) senote P(n-1, A) : c'est 1'espace pro-

jectif de dimension n - 1 sur le corps A .

2° Plus généralement, soit X un espace fibré principal de base B et de groupe
structural U(n , A) ; pour tout D € P tel que p < (n) et toute application

he Up, A »Un, A de type h-I-; ,

on désigne par D.(X) et on appelle fibré en drapeaux de type p 1l'espace
XU , N . C'esg un espace fibré de base B et de fibre D(p , A) (cf. paragra-

phe 1, ¢) ; sa projection sera notée p}; .

e D(n)(X) est isomorphe & B .

B. On note D(X) 1le fibré D(1 " 1)(X) s c'est le fibré en drapeaux
} , L 2L ’
associé a3 X .
Y. Le fibré D (X) se note encore G_ (X) 5 on l'appelle fibré en grassman-
(p’Q) Psqa

niennes associé a2 X .

Oe D(l n 1)(X) s'appelle fibré en espaces projectifs associé & X , et se note
=

P(X)

3° Soient p,p'eP, P'<p, h et k' des applications de type h- et b
respectivement telles que h' soit compatible avec h (au sens de ¢ ci-dessus); soit
D'_,‘(X) 1tesp ce fibré (défini ~u moyen do 1'application h') dont la bose est lo fibré
D§(X) (défini au moyen de 1l'application h ) et dont la fibre est U(p, A)/U(D',A). |

La projection de ce fibré se note P55 Si p"e P est tel que P"<Lp' , si h"
est une application de type h'ﬁ" compatible avec h' et si D-I-D-"(X) est le fibré
défini au moyen de h" , on a
5
4° Soit 51 = (pji s Ds 3 eee s DP; ) Uune sous=-suite de la suite
P = (P1 » Py 5> esee s pk) (définie au moyen d'une application j strictement crois-
sante de 1l'intervalle [1 , ¢] dans 1'intervalle [1 , k] (El <(m) et p<(n) ) ;

on note p, la suite complémentaire de '131 .
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’, 1 . 1 2
La donnée d'une collection (vi)lsisx d'automorphismes des V(pji s N sur

eux-mémes, détermine une application de éﬁ% V(pj s, A) dans fgﬁ V(pj s A) qui
i
définit une application i de type i——
p’pl
i U(El,/\)aU(_p',/\) .
A tout fibré principal X de groupe structural U(n , A) on associe ainsi une
fibration

o—— : X/U A) - D=(X)
Ds Py (B0 N - 2

dont la fibre est U(p, ; A) . C'est un fibré quotient du fibré principal
c——-
x —2:2, D;(X) .

En particulier, pour tout entier q, ( 0 <q <n ), on note S q(X) 1'espace
fibré X/U(n - q , A) - B dont la fibre est la variété de Stlefel V(n , @3 A des
g-repéres orthonormés de l'espace V(n , A) « (X) peut également étre consi-~

déré comme un espace fibré principal de groupe structural U(g 5 A) et de base
( ) o, sera la projection S(n, q 3 A -G(q, n=~qg3 A . On note

Q:n s
S(X) 1le fibré Sn 1(X) dont la fibre est la sphére de dimension n =1 .
b

REMARQUE., - Avec les notations et conventions précédentes, les fibrés

5 P o 5 °5p
D—(X)—._.>B , D-,(x) —L-3B et 1/U(p, » A) 2 PP g
ne dépendent pas de 1l'ordre des entiers Py > p2 3 ev0 5 Py s p1 ’ p2 9 see pk
i de 1'application j choisie pour définir p1 comme sous=-suite de p ; seules,

les classes d'éouivalence des filations ng— et pEHE, dépendent de j et
2 1 2
des ordres choisis.
5° On voit, en appliquant la proposition 1, que si X est un espace fibré prin-

cipal de groupe structural U(n , éo s et si p= (pl 3 Py s see s pk) est une

suite d'entiers >0 welle que jgi pj =n , l'espace fibré principal %:(X) dont
la classe est DE(X) admet un scindage canonique
k
E=ihn (BeE)=p) .

Soit 'f;' une suite plus fino que p ; le scindage %=, est un sous=scindage du
scindage p% he de E; . Ainsi p"(X) (od p est la projection du fibré D(X) -B)
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est équivalent 2 un fibré X, X ®...0X , o les X (1<i<n) sont des
fibrés de rang 1 isomorphes, mais non équivalents entre eux. C'est un sous=-scin-
dage de tous les scindages p+™(%=) (pour toute suite p < (n) ) , p-;* désignant
la projection de D(X) sur D-I-D-(X .

es Application ¢ construction du classifiant BU(oo,l\)

1° Espaces classifiants pour les CW-complexes de dimension finiee = On a vu

(exposé 3) que ni(S(p+ q4, P3 A)) =0 pour tout entier i tel que 0 <i <Ag =2
et nm_l(s(p +q,p3 N) ={$ si AZR

NZ\2 ou '& lorsque A=R
I1 s' ensuit que los espaces G(p , q 3 A) sont des classifiants pour le groupe

U(p , N lorsque B est homéomorphe & un CW=-complexe de dimension < g =2 .

2° Les applications grs-pq « = Pour chaque entier p >0 (ou p=w ) on munit
b

' D
V(p , A) d'une base (ei)l <ig<p
3 1'espace des D~ plens de 1'espace vectoriel V(p , A) @ V(g , A) »

. On identifie la grassmannienne G(p , q ; A)

Pour tout entier r 3 p, on a unc application lindaire
u : Vip, A) »V(r, A

rsP
()= & (151<p) .

telle que u &

sD

Pour tout couple d'entiers. (r, s) (r>p, s >q ) , 1'application U o X Ug g
H 3

détermine une application

€rg,pq PGP a3 A 2C(r, 85 A
telle qu'on a les identités suivantes entre fibrés

g:S;pq(S(rs »83N)=8p+a,a; N “0(q,n (e N

* i
Braspa S(F * 8o T N) =8 ra,ps Nxg oy U, N
(les extensions étant prises au moyen d'applications de type i et 1

. . dss=q PsT-p
respectivement), et que, si (r' , s') est un couple d'entiers pour lequel

T t
r' >r, s'>s,

og =8

rs,pq  Cr's'ypq
On définit ainsi un systéme inductif dont la limite est la grassmannienne

Errgr s T8

Gy w3 AN des plans de dimension et de codimension infinie de V(ewy, N j clest

le classifiant BU(oo,/\) . On note S(w, ©3 A 1le fibré universel correspondant .
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On peut également considérer les limites inductives G(p , < ; A) (grassmannienne

des p-plans de l'espace V(o , A) ) des systémes d'applications €os,pq ( p entier
b

>0 fixd, r >q ) ; ce sont des classifiants pour les groupes U(p , A) , les fibrés

universels correspondants étant notés S(e , p 3 A) « On a par conséquent

im B = B., ¢
e By(p, a) lin U(p, A)

En particulier, on note P(» , A) = lim P(n A) 1'espace projectif de dimension
infinie (la limite étant prise au moyen des applications & ms1,n = Em,n (m, n

entiers >0, m >n)), et 1'on a la fibration
s, % S(w, 13 AN »P(e, A} o S  estla sphére de dimension infinie .

3° Les applications qu rs Pour tout couple d'entiers P s T 3 O , on dé-
b4

finit de méme une application

v : Vip, NeoVU(r, N »Vip+r, N
pyT

telle qus ¢ vp’r(ageo)=gg;‘" (1gi<r)
Vp,r(e$+j@0):€§;£j (1<jgp-r si p>r)
vp,r(OGS;:):sg;fl (1gigr)
vp’r(O(-Bs;j):sg;j (1gjgr=-p si r>p)
Si p, q, r, s sont quatre entiers >0 , 1l'application v X v

’ p’ r q’ S
détermine une application *

foqrs ! Gy as A xGr,s;5A)6(p+r,qrs;n

qui rend commutatif le diagramme suivant pour tous entiers p, @, T4 820

(P‘Sr’ q<s)

: £
Glp»p3 N xGla,aqas A IPidd ., G(p+q,p+aqa; A
X
grr’PP gss,qq gr+s,r+s;p+q,p+q
G(r, r 3 A xG(s, s A) Ir3ss sG(r + s, T +5 3 A

On en déduit par passage & la limite une application

S (CO R CY I [CV R
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Or, les applications qu,rs sont telles que

£, s (S0 * +qer+s,p+r); N =S(pra,p; Nes(r+s, ;N

(b S'(p+q,p3 N, S'(r+s, r; A sont les fibrés

o x id
S(p*+aq,pj ANxGr,s;A P79y yG(ps g3 NxGlr,s; N

id x o
Gp, a3 A xS(r+s,r; A I3 . G(p , q 3N x G(r , s 5 A)

(et ainsi de suite). On voit ainsi que 1l'application f n'est autre que la H-loi

faible (définie au paragraphe 2, b) sur BU(w,A) .

4° Pour tout couple d'entiers 5 @ >0 on a des isomorphigmes canoniques
P -

o
Gpr,as; N %W ala,p; A .

En considérant les fibrations

e 0 qg
S(n, p; A)-———-»G(p,q A, Sn,q; A2 _23,6(p, q; A) (z=pra)

on voit que S(n, p3 A ®S(n, g; A ecst équivalent au fibré trivial

Un, AN xG(p, q3 A) « En d'autres termes, f o (id x 6_ _) est homotope &
' s Pa,ap qyD
1'identités Pour tout entier r >p ona
g o6 _ =26 .

Ty PP pp Ty PP

On en déduit par passages i la limite une application

:t B B
O % Bylw,n) ?P0(eyn)
telle que l'application

£ o (id x ©)

soit homotope & 1l'application constante. Ainsi BU(w A) est un presque=-groupe au
b

sens de Hopfe

50 D'éprés ce qu'on a vu au paragraphe 1, f, si p = (p1 9 Py s eoe s pk) est une

p: = n , les classifiants

suite finie d'entiers >0 , telle que 3

J

i

k
BuGE, A) =V(w, nj NP, A et B, = G(p y @35 A)

ont méme type d'homotopie.
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f. Produit tensoriel. - On suppose A #'I:IN. Soient deux entiers p, q >0 ; on

dit qu'une application
t: Ulp, A)xUlg, A) »U(pg 5, A

est de type 1 si on peut la définir en faisant opérer de fagon canonique
b
Ulp, A) xU(qg, A) sur V(pg , A) , identifié a V(p , A) ®, V(g 5 A) au moyen

d'un isomorphisme arbitraire.
DE':FINITION 2+ = Soient p, g deux entiers >.0,

£t Ulp, N xUa, N ->Upg, N

une application de type ¢ s, X et Y deux espaces fibrés principaux de base
)
B ot de groupe structural U(p , A) et U(q , A) respectivement ; on appelle
- produit tensoriel du fibré X et du fibré Y , ot on note X® Y , le fibré obtenu

par extension du groupe structural U(p , A) x U(q , A) du Produit fibré k(X , Y)
au groupe U(pg , A) au moyen de 1'application £ .

Si &' est une application de type 2p q° il existe un automorphisme intérieur
b
£ de U(pg s A) tel que & = JLO 0L, et par suite la donnée du type d'applica-
tion !&p q définit entiérement la classe du fibré X ® Y . Cette classe ne dépend
b
que des classes des fibréds X et Y , d'ol une application

2o HE, U, N < B, U, N) ~HE, Uk, A)

La famille (z ) (p, q entiers >0 ) définit sur KO(B s N) une loi de
composition, que l'on note également ® , associative, commutative, distributive
par rapport & @ , et possédant un élément neutre (la classe e1 des fibrés tri-
viaux de dimension 1), Le scholie du parapraphe 1 montre encore que si x désigne
la classe du,fibré X, y la classedu fibré Y (x, y € KO(B s N, la classe
du fibré X® Y est x®y .

REMARQUE. -~ L'application

1 1 1
zi“’l 2 BB, U1, N)xBE(B, UL, N,)-H(B, U1, A)c)
- munit H (B, U(1 s A) ) d'une structure de groupe abélien, l'inverse x -1 d'un

élément x € H (B ’ U(l ’ /\) ) étant x* (cf. paragraphe 2, a). Mais, puisque
A#EH, U1, A) estun groupe abélien et H (B , U(1 s N) ) est un groupe de
cohomologle. En remontant & la définition de Bl 1 et & la deflm.tlon de la loi Ade
composition dans les groupes de cohomologie de Cech, on voit immédiatement que ces

deux structures de groupe coincident.
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N. B. = Lorsque A=«}'Iv, on définit avec les notations du paragraphe 2, a (N. B.)
une application
KB 5 1) Fole 5 1) g Ko(e 5 B)
obtenue en identifiant

V(p , H) @ V(q, H) a  V(4pq , R)

~N

g+ Le groupe de Grothendieck d'un espacc topologique B .

DEFINITION 3¢ = Soit B un espace topologique connexe ; on appelle groupe de
Grothendicck d¢ 8 pour le corps A, et 1'on note K(B , A) , le quotient du groupe
des combinaisons lindaires formelles d'éléments de KO(B s N par le sous-groupe

engendré par les éléments de la forme
(x@y) -x -y pour tous x , y € K (B , A)

On note + 1la loi de composition de ce groupe ; O désigne 1'élément neutre. L'ap-
plication ¢, : KO(B s N) »K(B , N n'est pas injective en général, car de la
relation

xey=x'®y x,x'eKO(B,/\)

on ne peut déduire x = x' . Toutefois l'application ® étant distributive par
rapport & 1'addition, lorsque A#L{V on peut la définir sur 1l'image de KO(B , N,
et par suite 1'-étsmdrcenune opération (que l'on notera ® ) de K(B , A) , qui se
trouve ainsi muni d'une structure d'anneau commutatif possédant un élément unité
nOté 1.

L'epplication j (resp. Rg ), définie en a, induit pour K(B , A) une application
définie (resp. 2 valeurs dans 2 ) ;5 c'est un homomorphisme d'anneaux encore noté
: j (resp. Rg )o

On désigne par K(B , A) 1le groupe K(B , A)A(B, A) , ot L(B, A) est 1'ima-
ge de l'application J « On a la suite exacte suivante

0 ->Z~j——->K(B ’ /\)-—IE—)%(B sy A) =0
et puisque Rg o0 j = id , on peut identifier %(B ’ /\) au sous=groupe des éléments
de K(B, A) dont le rang est nul. n s'derit alors
Mx) =x - Rg(x) =1 .

Lorsque A;’-“\Ii, K(B s N est an outre un idéal de K(B s N et l'on a

x) ® nly) = n(x® y) - Rg(y)ex - Rg(x).y .
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Ltapplication (x , y) » x® y - Rg(y)«x - Rg(x)esy s'appelle le produit tensoriel

réduit .

La construction de la définition 3 s'appliquant & tout espace topologique B ,
connexe ou non, on désignera par K'(B , A) le groupe précédemment défini lorsque

B est un espace topologique quelconque.

Soit V 1'ensemble des partitions V de B . en ensembles v & la fois ouverts

et ferméss A tout V €V on associe le groupe
- '
KV, A) = I K'(v, A) .
si v € V est plus fine que V , on a une application canonique
K(V, A) » K(V' , A)
qui fait de la famille X(V , A) (vevy) W systéme inductif.,

Soit B un espace topologique quelconque ; on appelle groupe de Grothendicck

pour le corps A , ot 1'on note K(B , A) ‘, la limite inductive de ce systéme. Cette
définition co¥neide évidemment avec la définition 3 lorsque B est connexe. On a des
définitions analogues pour R(B 5 A) « L'application j s'étend & 1'anneau de coho-

mologie au sens de Bech HO(B ,3) « On a alors la suite exacte

08, 2) kB, N-SKB, A0 .

On peut ainsi définir 1'application Rg qui prend alors ses valeurs dans HO(B ’ 32 s
et 1'on a encore ¢ Rg 0 j = id , et par suite K(B , A) s'identifie comme précédem-
ment 3 un sous-groupe de K(B , A) . Lorsque A%&, K(B, AN est muni d'une struec-
ture d'anneau, et X(B , A) est 1'idéal des éléments dont le rang est nul.

D'aprés le scholie du paragraphe 1 et paragraphe 1 b, numéro 1, on voit immédia-

tement que

'IZA: B KB, N (resp. K, : B K(B, n)

estun foncteurdéfini surla catégoriedes espaces topologiquessjlorsque A= H , ce fone-
A~y
teur prend ses valeurs dans la catégorie des groupes cbéliens j lorsque A#H , il
AN
prend ses valeurs dans la catégorie des anneaux commutatifs (respe. des anneaux

commutatifs avec élément unité).

PROPOSITION 44 - Soit B un CW-complexe de dimension finie ; le mono¥de abélien

KO(B » N défini au paragraphe 2, b ost isomorphc au groupe abélien 'I‘{'(B s A) défi~

ni ci-dessus, ot 1'application y ¢ K(B , A) ->H1(B , U(w)c) définicau paragraphe

2, a est un isomorphisme de groupes abélicnse
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En effct, soit x € 'IEO(B , A) + On choisit x eK (B, A) tel aue y(x) =X ot
on pose n = Rg(x) . Pour tout entier p tel que Ap > dim B + 2 , il oxiste alors

une application continue

Hy
o0

B-G(n, p; A)
telle que le fibré
X=£%sa+p, n; A
soit un représentant de x o La classe x' du fibré X' = f*(S(n +Dy P N)
est telle que
x ® x' = en+p
et par suite y(x') est un inverse pour X . De plus, puisque
Bi(en) = 1 By(n,n)

on a

LPO . K,O(B , A) - li_.)m Hl(B , U(n 5 A)c) zli_)m JT-(B ’ BU(H,OO))?:“(B s BU(OO,/\_))
~HNB , U(w, n,) .

De la remarque du paragraphe 2, c, on déduit alors que ¢O est un isomorphisme

de groupes abéliense

COROLLIAIRE, - Si B est un CW-complexe de dimension finie, lec groupe de Gro-

thendieck de B pour le corps A est isomorphe au groupe des classes d'homotopie

d'applications continues de B dans le H~-espace BU(°° A x Z 5 produit du clas=
y )

sifiant du groupe unitaire infini pour le corps A, par 1l'anneau aév muni de la

topologie discréte.

3. La cohomologie des espacecs fibrés en drapeauxe

Dans la suite, A désigne l'anneau Z si A =C ou H, et 1l'anneau Aaz si
~ ANy ~Ay
A=R . Quand on parlera de cohomologie & valeurs dans A ou dans un systéme local
de A-modules unitaires, on sous-entendra qu'il s'agit de cohomologie singuliére,
tandis que les cohomologies & valeurs dans des faisccaux de germes de fonctions
. . M 3
continues seront toujours prises au sens de Cechs Toutefois, lorsque des confusions
b 3 V4 0 T * * *
seront & craindre, on désignera par Hc la cohomologie au sens de Coch et Hs la

cohomologie singuliére.

Lorsque /\#AE‘, U(n ; A) est connexe; done, pour tout espace fibré X de base

B , de groupe structural U(n , A) ( n entier 20 ) et de fibre F , lc systéme
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local (cf. exposé 8) Aﬂf(F , A) est trivial j lorsque A=3R, Uln , A) a deux
composantes connexes ; il en résulte que le systeme local jaf(F s A) est encore

triviale. Nous le noterons donc H*(F , A) , comme s'il s'agissait d'un groupec.

ae Cas ou la fibre est une sphére. = Soit X B un espace fibré au sens de
SERRE dont la fibre est 1o sphére 8, ; et soit y e Hn+1(B , ) (o A est de

caractéristique 2 lorsque n =0 ) la classe fondamentale du fibré X (exposé

8, définition 2). On a, d'aprés 1'exposé 8 (proposition 2 et corollaire de la pro=-

position 3) la suite exacte ¢
. . * .
(1) e S HY(B, A) YL w4y T g a) S EN (B, ) - e

(valable pour tout entier i & condition de poser Hi(B s A) =0 pour tout

i <0 ), ol le premier homomorphisme s'obtient par multiplication & droite par la:
classe Yy o Ainsi H*(X , A) est isomorphe 2 une extension de 1l'annulateur de Y
dans H*(B , 4) par H*(B, A)/(y) (ou (y) désigne 1'idéal de H'(B , A) en-

gendré par Yy ) On a en particulier *

Ker (n%) = (y) "
Plus généralement, on voit par récurrence sur j qug si X B est un espace fibré

au sens de SERRE dont la fibre F est un produit II Sp ( Py entier > 0 ),
i=1 fi ,
c'est-a=dire si X est équivalent & un fibré k(X1 s Ly eee s Xj) (ol les X

sont des fibrés en sphéres de dimension P » de base B ), le noyau de n* est
p.+1
engendré par les classes fondamentales Y; eg? (B , A) (ot A est de caracté-

ristique 2 lorsque p; = 0 pour un i an moins) des fibrés Xi : pour tout en-

tier j' <j , on a en effet une fibration
k(Xl 9 Xé y see Xj'+l) - k(Xi ’ Xé 9 see Xj)
dont la fibre est Sp_‘ et dont la classe caractéristique esb n*j' (Yj‘+1)

(cf. exposé 8, paragriphe 2, d, Remarque), ou oy désigne la projection du fibré
k(Xl s Xz 9 oo Xj,) - B .

EXEMPLES. =
19 Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe structural

(1, A ﬁzskrl ; la suite (1) est exacte, et comme la classe fondamentale ne dépend

évidemment que de la classe x du fibré X , on en déduit une application
1 A
y: BB, U, A~ , &)

telle que, si B' est un espace topologique et f : B' - B une application eon-

tinue, on a ¢
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£* o Yy =YoO £* .
2° En particulier, lorsque X = S(w, 1 ; A) est la sphére de 1'cspace V(e , A)
et B =P(w, A) 1l'espace projectif de dimension infinic sur le corps A, on voit
2 1'aide de (1) que H*(P(w , A) , A) est ume algébre de polyndmes engendrée par
la classe fondamentale Yy de S(w, 1 ; A) o De méme
: n
B¥(P(n - 1, A) 4 &) ®aly,_,1/(v,_, ,
ol Yje1 désigne la classe fondamentale du fibré
S(hy 13N =®8 , »Pa=-1, A)
et ”.(yg_l) 1'idéal engendré par Yg-l « Avec les notations du paragraphe 2, ¢ 2,
pour tout entier n >0 , 1'application
gm’n : Pn, A) > Pm, M)

identifie B(n, A) 2 un n-plan de 1l'espace projectif P(m , A) + Le cycle fonda~

mental de 1'hyperplan g (P{n - 1, A)) définit un é1émént de

nyn=-1
?\.(n 1)(P(n y A) 5 A) dont 1'é1ément homologue par la dualité de P01ncare sur la
variété P(n , A)  (munie de 1'orientetion naturelle lorsque /\.7{ R) est - Yn

*
ooy 1N

un isomorphisme pour les groupes de cohomologie de degré A (lorsque n >1 ) et

En désignant par g, =~ 1'application canonique P(ny A »P(e, /\) s g est
i
1'on a

*

goo, n

M=y

Pour tout entiecr m >n on a de méme
g:l,n(ym) = " *
3° Soit X wun espace fibré principal de base B et de groupe structural
U(n, A) ;3 soit o la projection de X sur 1'espace D(X) des drapeaux de X ;
onat X sl«:(X1 , Xy 5 eees Xn) (ot les X 5 1 <£i<n, sont des espaces fi-
brés de base D(X) et de fibre. U(l , A ; le noyau de l'application

~* e H¥D(X) , A) -H¥X , A) est engendré par les classes fondamentales
Y; € H"(D(x) s A) des fibrés X, .

PBOPOSI’I‘ION 5¢ = On_suppose A;f H ; soient B un espace topologigue,

H (B s, U(1, N ) le groupe de cohomologle de degré 1 (au sons de Cech) de B

& valeurs dang le faisceau des germes d'applications continues de B dans le

A
groupe abélien U(1 , N ;soit H(B , A 1c groupc do cohomologic singulidre de

degré A de B & valeurs dans A ; 1l'application Yy de 1'exemple 1, qui asso=

M, u(1, A o) sa classe fondamentale Y(x) , est

cie & chacue élément x € H

e e e ——
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un homomorphisme de grc;op abéliens. Lorsque B est un CWe-complexe, l'application

Y est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. -

as Lorsque A =R, ona UL, A) =A§2 et par suite la proposition résulte

immédiatement du lemme suivant ¢

LEMME, - Soient B un espace topologique, fB[ la réalisation topologique du
comp..exe singulier de B , f 1'apolication canonique de IB[ sur B j on iden-
tifie entre elles la cohomologie au sens de Cech H*({B[ , A) , la cohomologie sin-
guliére H ([BI , A) et la cohomologie singuliére H (B s A) (qui sont, comme on

salt, 1somorphes entre elles) et on désigne par T l'appllcatlon
* *
HC(B , A.) »HS(B , A)
définie au moyen de 1l'application

£ 1, 2,) (I8 , 4)
et de ces identifications. Dans ces conditions, si Yy désigne comme précédemment

1'application définie dans 1l'exemple 1, on a
y(x) = T(x) pour tout x e HY(B(U(L 2D .

Il suffit de démontrer le lemme lorsque B est un CW-complexe ; mais alors

(B » U(L, A ) s'identifie 2 (B , BU(l IQ) , OU BU(l N est 1'espace projec-
tif P(a: A) de dimension « sur le corps A. Il suffit donc de montrer que la
classe x du fibré X -»P(o, R) défini dans 1'exemple 2 est égale au générateur
Y de I 2(w ,g&? ’~§2); mais, compte tenu des propriétés homologiques des appli-
cations 8oy ? il suffit de vérifier que la classe du fibré S{2 , 1 ; R) +P(1, R)

est y, . Cette vérification est immédiate.

Bo A= C o D'apres la définition de vy , il suffit de démontrer le lemme lorsque
1 et X2 des re-
présentants de Xy et X, respectivement, & et g les classes fondamentales
(cf. exposé 8, paragraphe II D) des fibrés Xl et X, . Considérons 1'epplication

KX 5 L) pX e X

(obtenue en appliquant U(1 , C) x U(1 , ) sur U(1 , 0) au moyen de la loi de

B est comnexe par arcy. Solent x, , x, €H Lp » U1, G) ), X

composition de U(1 ,‘92 ). Elle induit un homomorphisme d'algébres différentielles

graduées

E2(X1 ® X , A)—-——E-*—-»Ez(k(xl , x2) , A) .



926

On considére également les applications

et | %
B,(K, 5 A)— 2 By (k(X, 5 1) 5 &)

n
obtenues 2 1'aide des fibrations (paragraphe 1, b 2) k(Xl s Xz)——%; Xl et

bls
k(X1 ’ Xz)—-z-»X2 respectivement. Soient ei ’ eé les images de & et &

0,2 0,2 : . 0,2
dens E,’7(X; A) et E, (Xz s ) respectivement. E, (k(X1 s X2) , A) est
engendré par .nl(si) et 7'(2( eé) o En désignant par & .la classe fondamentale de
la fibre X, ® X, et par e' son image dans Eg’z(Xl X, 4) , on voit immédia-

tement que £¥(e') = n;‘(ei) + Jt;(eé) . (omme la transgression commute avec

* %
L, =

1 et T, s On en déduit que

o(e) = 'c(el) + 'c(ez) s

ce qui démontre la premiére partie de la proposition, compte tenu de la proposition

5 de 1l'exposé 8. Lorsque B est un CW-complexe, on a les isomorphismes suivants
1 X
B (B, U(1,8)) 3a(B, Ple, 0))
et
xR
n(B,P(oo,'gV))aH(B,NZ"\}

puisque P(w , C) est un classifiant pour le groupe U(1 , 0) et un espace
K(Z 5 2) « On achéve la démonstration en remarquant que Y s'obtient alors en

comparant les deux isomorphismes précédents.

be Cas ol la fibre est un espace projectif s le polyndme caractéristique d'un es-

pace fibré de groupe structural U(n , A) .

Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe structural U(n, N ;
soit P(X) BB 1'espace fibré associé de fibre P(n - 1 , A) 5 on désigne par

X1 et X' respectivement les fibrés de rang 1 et n - 1 provenant du saindage

canonique de p*(X') + Done X1 9 P(X) est un fibré principal de groupe structural
U(1 , A) . La classe fondamentale du fibré X, = P(X) sera notée & . le fibrd

O ’, \ - ° » - > P
X1 Ef—-—) est isomorphe au fibré en spheres S(X) associé 2 X . En considérant

1'application fibrée

5 A) — Sn,l(X) =X

1
l , 8 — 1 A,P(i‘)’

S(n ’ 1

P(n -
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on voit que 1l'injection i de la fibre P(n -1, A dans P(X) est telle que
1%(8) = Vo1 (ot Y,.; estle générateur de 1'algtbre H¥(P(n = 1 , A) , A) définie
dans 1l'exemple 2 ci-dessus) 3 et puisque i* est un homomorphisme d'anneaux, on en

déduit que la fibre de P(X) est totalement non homologue 2 z8ro.

D'autre part on a @

THHORAME de Lersy-Hirsch, - Soit P 5 X 5B un espace fibré au sens de SERRE,

dont, la fibre F est connexe et totalement non homologue 2 zéro, c'est 3 dire telle

que

1* s HYx, ) »H'(F, 4)

soit surjective. On suppose en outre que le systéme local ‘gf(F s A) est trivial

et que Hq(F s A) est un A-module libre de dimension finie pour tout entier 5 >0 .

Dans ces conditions, l'application

ASHNB , &) >N , A)

ost surjective et munit H¥(X , 4) d'une structure de H¥*(B , A)-module libre ; on

2

E¥(X , &) RHE'(B, A) ey H'(F, 4)

ot 1o noyau de i° est 1'iddal engendré par les éléments de *(Ker (&)) s Ol

€ H*(B ’ A) > A -est 1'augmentation pour la cohomologie de B & valeurs dans A .

LEMME, - Soit H =@ H' une A-algdbre unitaire gradude, munie d'une filtration
)
décroissante d'idéaux bilatéres (FP H)pzo , M =@ M' un Hemodule unitaire a
0

gauche gradué et filtré par une famille de H-modules unitaires décroissants

#P M)p>0 tels que, pour tout couple d'entiers p , g =0 , on ait

FPaFd g cFP*e ot P g M c PP .

On suppose les graduations et les filtrations de H et de M compatibles entre

elles, c'est-a-dire que pour tout entier i il existe deux entiers p(i) et q(i)
tels que
FPH =FPHnH =0 o1 p>p(i) et FIM =FIMa M o g >q(i) .

Comme N FrH =0 et N F*M =0, 2 tout élément non nul h € H (resp.
i>0 i>0
meM ), on peut associer 1'entier p(h) (resps p(m)) défini par la relation 3
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Soient G(H) et G(M) les graduées associés & H et M respectivement ; soit
® 1'application (non additive en général) H - G(H) (respe M = G(M) ) qui assoccie

dtout h €H (resp. m € M) son image canonique dans

Fp(h)H/;Fp(h).}lH - Gp(h)(H) Fp(m) M/Fp(m)"'l M s Gp(m)(M)) .

(resp. dans

Comme @(H) et ¢(M) engendrent les A-modules G(H) et G(M) respectivement

et que ¢(hh') et ¢(tm) (h, He H, me M) ne dépendent que de ¢(h) , o(h'),
¢(m) , on munit G(H) d'une structure de A-algdbre et G(M) d'une structure de
G(H) - module en posant @

o(h)ep(h') = ¢(hh') et ¢(h)s o(m) = p(m) (pour tous h, h*t€eH, me M)

Dans ces conditions, si G(M) est un G(H)-module libre, alors M est un

H-module libre, et l'image par ¢ d'une base de M est une base de G(M) .

DEMONSTRATION du lemme. = Soit (Ej) (j entier >0 ) une G(H)-base de
M) , (mj) une famille d'éléments de M telle que Lp(mj) =Hj pour tout j .
Soit M' le H-module libre gradué et filtré engendré par les m;.| 3 les mj en=
gendrent M qui s'identifie par suite & un quotient de M! , L'application
M' »M induit sur les gradués associés un isomorphisme G(M') - G(M) « On en

it

déaquit que M est isomorphe 3% M , co qui démontre le lemme.,

THEORIME 1, - Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe struc-
tural U(n , A) 5 soit P(X)-BB 1le fibré de fibre P(n -1, A) associé 2 X .
Alors 1'algdbre de cohomologic H*(P(X) , A) est isomorphe au quotient de 1'algd-
bre des polyndmes 3 une indéterminde t , H'(B , A)[t] , par 1'idéal engendré pai

un_polyndéme de la forme

’ n (3 L
x(t) = ;25 a, "7 (ag=1, aiEHM(B,A) 1<1i€n)

Cet isomorphisme s'obtient en appliquant la classe = § sur le générateur t ,

ctest-2-dire qu'on a X(=&) = 0 . Enfin on a

p*(h) =h u 1 pour tout hed (B, A) .

En effet, compte tenu des hypothéses faites sur A , le systéme local
"}’If(P(n -1, A, A) est trivial, et d'aprés le paragraphe 3 n, exemple 2 ,
H'(P(n =1, A , A) est un module libre de dimension finie pour tout entier

1 >0 . Avec les notations de la démonstration du théoréme précédent, et puisque
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i* est surjective, on a un isomorphisme
* x * )
fe H(PX),A) SH(B, L) ®, H (P(n =1, A) , A .

3

Si 1'on pose E& =1® Y%-l s on peut choisir les my de facon que f(&J) =1 ®Y,

et puisque & € Ker (p*) s c'est un élément homogéne de degré An de 1'idéal en-

gendré par Ker (g) ; d'ou le théoréme.

COROLLAIRE. - Soit ¥x'(%) un polyndme unitaire de degré n , de la forme

n [ n"l 1 ] ] v}\i
t0+alt *eotal L ttal ( al €l (B ,4))

tel que x'(-&) =0 ; ona

- .
al =a; (1<ign) .

En effet, s'il en était autrement, les coefficients du polyndme x'(t) - x(t) de
degré n - 1 ne seraient pas tous nuls, et comme on a ¥(- &) = X'(-§)=0 , cela
exprimerait que les &l (0 £i <n) seraient 1iés par ume relation lindaire 2

coefficients dans H*(B , &) , ce qui contredirait le théoréme 1

DEFINITION 4, = Soit X un espace fibré principal de base B et de groups struc-

tural U(n , A) ; soit P(X) 1'espace fibré associé de fibre P(n -1, A) ,

£ &EH)KP(X) » &) 1la classe fondamentale du fibré S(X) - P(X) « L'unique polyndme
unitaire de degré n

z;g ay Bt ( ag =1, a; € HAi(B , A) )

tel que y(- g) =0, s'appelle le polyndme caractéristique de X et se note

xx(t) » ou simplement x(t) lorsqu'aucune confusion n'est & craindre ; le i-ilme
coefficient a, de X(t) s'appelle la i-idme classe caractéristique de X j pour

tout 1 >n , on posera a; = 0.

ce Polyndme car:ctéristique et somme de Whitneys,

THEOREME 2. = Soient X1 et Xé deux espaces fibrés crincipaux de base B et de

groupe structural U(p ’ N , Ulg, N respectivement 3 le polyndme caractéris-

tique de la somme de Whitney de X, et de Xé est égal au produit des polyndmes

1

et de X2 .

caractéristiques de X1

cee s X des fibrés principaux de base B, le

COROLLAIRE, - Soient X%, , X,
<]

J
groupe structural de Xj (1 < k) étant U@J s N ; on pose

X:.é%x

J"_-:

J

[
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Le_polyndme caractéristique x(X) est égal au produit jﬁi x(Xj) des polyndmes

caractéristiques des fibrés Xj .

Le corollaire se déduit du théoréme 2 par récurrence sur k , en considérant les

fibrations définies au paragraphe 1, by, 2

LEMME 1. = Avec les hypoth&ses du théoréme 2, soient P(Xl) ’ P(Xé) , P(X1 ® Xé)
les espaces fibrés associés & X, 5 X% et X @X,, de fibres Plp=-1,4),
P(g-1,A),P(p+qg=-1, A) 3 il existe des injections naturelles

i, ¢ P(Xl) ->P(X1 ) X2)

i, P(x2) - P(X, ® xz)
telles.que
Im (P(Xl)) n Im (P(Xé)) =0 .

En outre il existe deux sous-espaces fibrés fermés P1 et P, réguliérement
plongés dans P(x1 ® X2) » tels que P, UP, = P(Xl ® x2) et que P(Xi) soit un

rétracte par déformation de P, (i=1,2).

DEMONSTRATION du lemme 1o = Rappelons qu'un sous=espace fermé d'un espace topolo-

gique est dit réguliérment plongé s'il est rétracte par déformation d'un de ses

voisinages.

Soit U(p , A) x U(q A)'e P(p+q=1, A) 1laction du groupe structural de

X, ® X, sur la fibre de P(X1 ® Xé) + On définit ainsi dans P(n =1, A) une
famille d'orbites que 1'on peut paramétrer 2 1l'aide de P(1 , A) QISA o Toutes ces
orbites sont homéomorphes entre elles, a4 l'exception de deux orbites singulidres

0, et 0, , respectivement homéomorphes 2 P(p =1, A) , P(q -1, A) . On cons-
truit ainsi dans P(X1 ® Xé) deux champs d'orbites singuliéres qui définissent les
sous=fibrés P(Xl) et P(XZ) - Solent s, , s, les points de S, correspondant
a 0, et O

1 2
deux boules fermées de dimension A, de centres 8y et 8y respectivement, telles

qu'on peut supposer diamétralement opposés 3 soient B1 et B,

que B1 U B2 = SA s on pose
Py = séb. O 1=1,2) ’
i

Os orbite associée &4 s par la correspondance définie ci=dessus. On voit alors que

P et P

5 vérifient les propriétés du lemme 1.

1
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LEMME 2, = Soient X un espace topologique, 'Xl s Xé deux sous=cspaces fermés

de X o On considére les homomorphismes usuels

~

i ¥ (X, X, 3 A) » H (X, A4)

1 1

iy *0. %
12:H(A,X2;A)->H(,<:,A)

v . * .
i), H(X, X, n X, 5 4) »H (X, &)

Dans ces conditions, si x € Im (il) et x, € Im (Eé) s alors x, ux, € Im-(i1,2) ¢

En effet, soit z; (i

de Xi + Le cup=produit z; U 2, est évidemment nul EFr X1 V) Xé sy et par suite

- ' 3 3
la classe x U Xy de 2, U2z, est dans 1l'image de 11,2 .

1, 2) un cycle de la classe x; mul sur toute chalne

DEMONSTRATION du théoreme 2.

On désigne par s et &, les classes fondamentales des fibrations
v 1

S(x, ® X,) »P(x, ® %) | s(xl) - P(Xl) s s(xz) - P(Xz) .
Avec les notations du lemme 1, on a
1€ =8, 138 =&

. . ¥ * .
et par suite, comme i, et 12 sont des homomorphismes d'anneaux,

X,(- 8 eIm (1)), x(-8eIn(d,) -

D'autre part, comnme P, .et P, se rétractent sur P(Xl) et P(Xé) , on a les

diagrammes commutatifs ¢

~~

H¥(P(X, ® X)) , P, ; A)—J—1—>H*(P(X1 ®X) ,4)

\\\\i: :'LI
VENR(R e X)), P(X)) 5 A )

~

H*(P(Xl ® %), P, ; A)—-J§-+H*(P(x1 ®X,) , 4)

x 3-’2
NE¥R(X, @ 1), B(%,) ;A>/

D'aprés le lemme 2, on voit que @

X (= &) Ux(- &) eIm HY(P(X, ® L) , P UP, 34)
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et puisque P, u P, = X, cette image se réduit 2 {0} et par suite
Xl(" ‘S) U Xz(" E) =0 ¢

Or, xl(t) 0 xz(t) étant unitaire, on conclut en appliquant le corollaire du

théoréme 1,

de Le foncteur caractéristique.

THEOREME 3. = Soient B un espace topologique, et KO(B , A) le monoYde défini

au paragraphe 2, a, b 3 il existe une application et une seule

at Ky(B, ) »H (B, A)

vérifiant les conditions suivantes

de En désignant par hi la projection de w* (B , A) sur sa composante homogéne
Hi(B s A)  de degré i, on a, pour tout x €K, (B, A ,

(hO oa)(x) =1, (hi o a)(x) =0 pour tout i # Aj, j entier quelconque >0

Be a est une transformation naturelle de foncteurs, c'est-a-dire que si B'

est un espace topologique quelconque. et f ¢ B' -» B une application continue, on

a, pour tout x € KO(B s N

(a o f*)(x) = (f*o a)(x) .
Yo Pour tows x ,ye K (B, N ona alx®y) =alx) ualy) .

&. En désignant par Yy 1'application du paragraphe 3 a (exemple 1), définie sur
les éléments de rang 1 de KO(B s N s

a(x) =1+ y(x) , x€ KB, N, Rg(x) = 1 .

DEMONSTRATION. =

1° Existence. Soient x € KO(B s N) , et X un fibré principal de base B dont

la classe est x ; on pose af(x) = XX(l) = Rgﬁx) a;, 00 &y désigne la i=iéme
i1=1

classe caractéristique de X . Il est clair que a(x) ne dépend pas du choix de
X , car quel que soit X' =X, HY(P(X'), A) XHY(P(X) , A) comme anneau et
comme H¥(B , A)-module ; par cet isomorphisme Ej(X) stapplique sur 'c‘;j(X')
(0<Lj<Rg(x) ), &X) et E&X) désignant les classes fondamentales des fibra=-
tions S(X) - P(X) , S(X') »P(X') respectivement).
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a. Puisque ¥, est unitaire, on voit immédiatement que ho(a(x)) =1 . D'autre
part, comme deg a; = Aj s on voit aussi que hi(a(x)) =0 pour tout i #AN (3
entier »0 ) .

Be La donnée de f permet de définir une application fibrée

T: P(£¥X) = £*P(x)) » P(¥)

telle que

! g¥(P(x) , 4) » H(P(£¥(%)), 4)

applique la classe fondamentale & & HK(P(X) , &) de la fibration s(x) -» P(X) sur
la classe fondamentale x! de la fibration S(f*(X)) - P(f*(X)) .

En outre, pour tout h € H*(P(X) , A) et tout a € H*(B s A) , on a
T*(ah) = F%a).T¥(h) , de sorte que

THxg(n) = £5x) F(0)) pour tout h & HY(P(X) , 4) .

Comme f*(xx)(t) est un polyndme de la forme
"+ al £271 +a' .t + a (n = Rg(x) a! € HA%E! L)
/ 1 e 00 n-l n y ’ i ’

et que f*zxx)(i‘) =0 , la propriété résulte du corollaire du théoréme 1.
Yo Soit Y wun fibré de classe y ; d'aprés le théoréme 2, on a

5. Lorsque Rg(x) =1, P(X) =B, S(X) =X, soit y(x) 1la classe fondamentale
de X ; le polyndme t + y(x) vérifie les conditions du corollaire du théoréme 1,

et par suite
XX(t) =1t + y(x) ’
d'ol la condition cherchée.

2° Unicité. Soit a' : K (3, A) >H¥B , A) une application définie pour tout
espace topologique B et vérifiant les conditions a & & . Soient donnés un espace
topologique B et une classe x € KO(B , A) 3 on pose Rg(x) =n ; soient X un
espace fibré principal de basc B dont la classe est x , P(x) 8B 1'cspace fibré
_associé dont la fibre est 1'espace projectif de dimension n - 1 sur le corps A ,
£ e HA(P(X) , A) 1la classe fondamentale de la fibration S(X) -»P(X) , (ou s(x)
est 1l'espace Fibré en sphére associé 2 X ). On va montrer par récurrence sur le
rang n de x , qus a'(x) est égal & 1l'application a(x) définie dans la pre=

midre partie de la démonstration. Si Rg(x) =1, a'(x) = a(x) en vertude O .
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Dlaprés y et &, ona a'(p®(x)) = (1 + &) a'(x') (ob x' désigne la classe du

fibré de rang n - 1 provenant du scindage canonique de p*(X)) o Or, en vertu de
P *

1'hypothése de récurrence, a'(x') = a(x') . On en déduit que a'(p¥(x)) = a(p (x)) ,

et on conclut en appliquant 3 et en utilisant le fait que p*‘ est une injection.

La classe a(x) d'un fibré X de base B ot de classe x s'appelle la classe

caractéristique totale, ou plus simplement la classe caractéristiquec du fibré X .

Posons :
© s
B, 4) = 1 H(B,4)
ona H(B,A)cH (B, A) et on étend de fagon évidente le cup-produit de
u*B ,4) a H™(B,4) .D'aprds a, a(x) est inversible dans H (B , 4) pour
tout x € KO(B , A) , et par suite, si x!' KO(B , A) est tel qutil existe
y € K,(B , A) vérifiant x@y=x'®y, ona ax) =a(x') .

Ceci permet de définir 1'application Y du paragraphe 3 , a (exemple 1) pour les
éléments de rang 1 du groupe de Grothendieck X(B , A) de l'espace B powr le

corps A et, plus généralement, de considérer une application
Tt KB, AN -0*3B, ) .

On peut ainsi énoncer @

THEOREME 3'"s = Soient B un espace topologique, XK(B , A) 1le groupe de Grothen~

dieck de B pour le corps A ; on posc

B¥(B ,4) = T H(B, 4)
1=0

muni de sa structure naturclle d'anneau, Alors il existe une application et une saule

Z: KB, N-H*B, 4)

vérifiant les conditions suivantes :

de En désignant par h, la projection de H**(B , A) sur ﬁi(B , A)

on a,
pour tout xe K(B , A :
ho(a(x)) =1, hi(a(x)) =0 pour tout 1 # A, J ontier quelconque >0 .

Be @ est une transformation naturelle de foncteurs ;

Yo Pour tous x, ye€ KB, A) ona a(x+y)=a(x) ualy) ;

8, Pour tout x e K(B , A) tel que Rg(x) =1, a(x) =1 + v(x) »
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ee Cas ol la fibre est une variété de drapeauxe

PROPOSITION 6, - Soit X un espace fibré principal de base B , de groupe
structural U(n , A) ; soit D(X) %3 1l'espace fibré en drapegux associé & X ;

¥ (D(x) s A) est isomorphe au quotient de 1l'algdbre des polyndmes
" (B , A)[t1 y by s een tn] 4 n variables By s by s e s by (o les t; sont
de degré A ) par 1'idéal engendré par des é1éments de la forme oi(ﬁl ,1;2', 0re 9,1'1,)— ay

(1<i<n), oules oy désignent les fonctions symétriques élémentaires de n

variables, ct a; € Hxl(B , A) est la i-iéme clrssc corcctliristique de X . Sl

51 ’ 82 s ees én désignent les classes fondamentales des fibrés Xé g oo X

provenant du scindage canonique de l'image réciproque de X sur D(X‘ s l'isomor=-

phisme précédent s'obtient en appliquant &, sur t, (1€ign),etl'ona

<*(h) =h u1l pour tout ~ h'e€HNB , 4) .

En effet, la proposition est triviale pour n = 0 . Supposons=la démontrée pour
tout fibré de rang n - 1 . Soit X un espace fibré de rang n ; on désigne par
X1 et X' respectivement les fibrés de rang 1 et n - 1 provenant du scindage
canonique de 1'image réciproque de X sur P(X) « Le fibré on drapcaux D(X')

associé 3 X' est isom orphe au fibré D(X) 3 p(X) , ot
o o wNP(X) , A) » HY(D(X) , A)

est une injection. D'aprés 1'hypothésc de récurrence, H*(D(X') s A) est une
H*(P(X) , A)-algébre engendréc par les classes fondamentales s s 83 s wee s &
des fibrés X2 ’ X3 y woe Xn provenant du scindage canonique de 1l'image réciproque

de X' dur D(X') . On a les relations
' : = ot
01(82 H 83’ ere 5],1) - ai

(1£ign=-1, d' désignant la fonction symétrique élémentaire de n - 1 varia=
bles, et ai la i-idme classe caractéristique de X' ). Or, d'aprés le théoréme 2,

on a, on désignant par p la projection p(X) = B

X(X) = X5, (%) =xy(8) = (¢ + E)Xx:(t) ,

ou & désigne la classe fondamentale de X1 3 par suite la i-iéme classe carace

téristicue a; de X est égale 2 ai + Ea’ q* et puisque la classe caractéristique
%

de T (X) est '1:"‘(&5L =a; etaque < *(x) = r'*(X ) + () , on en déduit que

ey = 0l(8y s By s eee s B) H 8 0l (8, By ey B) =08, &y eee s £
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ol 1l'on a posé
g = (&) .
On voit ainsi que st unc injection et que H*(D(X) s A) est engendré, comme

rI*(B , A)-algébre, par &’,l R 82 y see E’,n e Enfin le systéme de relations

- - ! = 1 Py
{XX( El) 0 H ai ci(E‘Q ’ 53 ) o ’ E,n) }1\<i<n b
ol les a;_ sont les éléments de la sous=-algébre H¥(P(X) s A) définis par les

équations a;, = a:!L g ai_l s est équivalent au systéme de relations
{aizo'i(é:l, %, coe aﬂ)}lxﬁgl .

THEOREME 4. = Soient p = (pl » Py s eee s pk) unc suite d'entiers >0 tels

que i;l Py = n ;3 X un espace fibré principal de basc B et de groupe structural

U(n s N D;(X)-—-—R;B les fibrés en drapeaux de type -ﬁ associés & X 3

X(J) (1<j<k) les espaces fibrés principaux de base D-g(X) et de groupe

structural U(p, , A) respectivement, provenant du scindage canonique de p-’E(X) ;

0 (1

i<k, 1<i<p, ) lai-ilme classe caractéristique de X(J) .

Alors H (D—(X) s A) s'obtiont en adjoignant 3 H™(B , A) les éléments de dogré
N
AL assugettls aux seules relations obtenues en snnulant los cocfficignts de t

dans le polyndme

k
X6 = (L () (8) - % (8))

D'aprés le corollaire du théoréme 2, les coefficients de X'(t) sont bien nuls.
D'autre part, D(X) est un fibré de base D—I-D-(X) et de fibre jgl D(Pj s N o Par
récurrence sur Jj , on montre alors, compte tenu du paregrephe 1 b, 2 , et du thé -
réme 2, que HXD(X) , 4) s'obtient en adjoignent & H*(D_(X) , &) dos ¢léments z;jf_
(1<j<k, 1<igp,) dedogré A, assujettis aux scules rclations

.) . . .
Oi(€§3 , ?;2(3) s see s a}g::;)) ___aj(-']) )

Or on a évidemment
. i
&;ga') =& 5 avec t= ¥
=1 Pyt
et par suite H*(D-—(z() » &) est unc sous-algébre de H (D(z() s A) o Montrons
d'abord qu'elle est engendrée comme H*(B s A)=algébre par les aiJ) « En effet,

soit a eH*(D-I;-(X , A)) tel que
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1 1 2 k
aéH(B,A)[() (),...,a();a(),...,a()]
Py

comme a € H*(D(X A)) , il existe un polyndme P(t s by s ey b ) 4 coeffim
cients dans H'(B , A) tel que P(E’l » &y eee s E ) = a « On voit alors que
P(El s 52 s see F; ) - a n'appartient pas 2 1'1dmal des relations liant les géné-
rateurs &, de la H*(D—(X) , A)-algtbre E¥(D(X) , A) , cc qui contredit la pro-
position 6,

Désignons par H 1la H*(B , A)-algdbre engendréc par des éléments té_'})
(1<j<kx, 1<j< pj ) assujettis aux relations
k (3) , .
= Z (I b, (1<h<n, a; désignant la i-idmc classe

:L'wlfh =1 % )
caractéristique de X s

4

oh T= (1, 5 15 5 ooy ik) est unc suite de k entiers >0 , et P, désigne

1l'ensemble des suites 1 telles que li :‘l.j =h.
izl

D'aprés ce qui précéde, il existe un homomorphisme de H *B y A)=algdbre surjectif

6: H-H (DE(X) , A) qui applique les t(']) sur les aj(_j). « Montrons que

Ker (6) = 0 , ce qui achévera la demonsfcratlon du théoreme 4 s
Soit ae€H tel que 6a) =0 ; on a

S A C I L) @) | (k))

9 1 9 eecsee

’ e 0
Py Py

ot P est un polyndme 2 coefficients dans H¥(B , 4)

°

Pour que a #0 , il faut que P n'appartienne pas & 1'idéal engendré par les

polyndmes de la forme
(3)

1=Ph(31}-1 J.J)"a (1<hgn)
Remplagons alors dans P les t(J) (1<j<kx, 1<L4 <pJ ) par
oi(tl s 2 ) vee 3 t ) s oOn deflnlt ainsi un po’!vnome p! (t tz 3 see % ) a
coefficients dans H (B s A) qui n? appartient pas & 1! 1deal engendré par 1es poly=-
ndmes ch(‘tl » By s eeey tn) - a (1<h<n)eLl'hypothése 6(a) =0 contredit
- alors la proposition 6.

APPLICATION, = Soit p une suite d'entiers Py s Dy 5 eee 5 Py telle que
Py ¥ Py * ees tp =10, Le théoréme 4 permct de calculer la cohomologie
B*(D(p » A) , A) de la variété de drapeaux do type p sur le corps A « Posons
en effet B = {b}; les a; sont alors tous nuls pour i>1, et H*(DG:; s A) 4 4)
est alors une A-algébre engendrée par k groupes de variables ai:j (1<j £k ’
1gi Spj ) assujetties aux n rolations @
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) a§3)=0 (1ghgn)

11+12+. . .+1k=h j-=1

f« Cohomologie de BU(oo’ A) * T Nous venons de voir que la cohomologie

*
H(G(p , q3A), L) dela grassmannienne de type (p , q) sur le corps A est

engendrée par deux groupes de variables

(2;) (1<igp), (a)) (1<5<a) (dega, =ai, deg al = Ad)
assujetties aux p + q relations X &y al =0 .
i+j=h - J
On peut exprimer les a! 2 1'aide des q premidres relations, et 1'on voit
* - ’ .
ainst que H(G(p, q 3 A) , A) est une A-algdbre engondrée par les a; (1<igp)
assujettis aux p relations obtenues en remplagant dans les expressions
2 a, al =0 (1gk<p) les a! par leurs valeurs en fonction des a. .
i S 3 i
i+j=g=k
Soient r , s deux entiers tels que r >p , s > q « Désignons par bi (1gigr ),
b;. (1<j<s ) les générateurs de H*(C-(r » 83 N, A) ; on déduit alors du

théoréme 3, en utilisant les identifications entre fibrés (établies au paragraphe

2, @ 2), que
* — . * _ .
CraspalP) =8 (1€igp ), g (b)=0 (p<igr) .
* 3
b'. = a'. 1 <3 < ) ‘bl‘ =0 <i<s .
8rs5pql 3) P (1giga), €rs3pq P} (agi<s)

I1 g'ensuit que Hi(G(p 5 43 A) , A) nc dépend pas des entiers p, q lorsque

P et g>1i, et par conséquent que H*(G(oo s ©3 A) , A) s'identifie & la limite
projective des H*(G(p s Q3 A , A) prise a 1'aide des applications g:s;pq .
Cette cohomologie est donc isomorphe & la A-algdbre engendrée par des éléments

;i et ‘5{ de degré Ai (i entier >0 ), assujettis aux relations

2 Ei?%:O (h ocntier >0 ) .
i+j=h

Les k premiéres relations du type précédent étant équivalentes aux k expressions
E} = PJ(;1 , 32 JRaLN Zj) (1< <k), on en déduit que les —a} s'expriment
en fonction des a; quel que soit 1'entier j >0 ; on voit également que les géné-

rateurs ai ne sont alors soumis & aucune relation,

Soient maintenant p, q, r, s quatre enticrs quelconqucs >0 « On dlsigne par

e

a; s a';. 3by s b;. cs » cJ! les générateurs canoniquas de H*(G(p s a3 N, 4A),

B¥G(r , s 5 N s A) y, HC(p+r,q+s; A ,A4) respectivement.; on peut iden-
tifier H(G(p+q; N xGlr, s; N ,4) a H(C(p, qa; N,A) e BXck,e5M),4)
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Avec les notations du paragraphe 2 = 3%les classes caractéristiques de S(p + q; A)

et de S'(q + s, s; A) s'écrivent alors

a:;. ® 1 et 1® b;. respectivement .
On a alors, d'aprés les théorémes 2 et 3 et les propriétés des applications qu"rs ’
. 3
*
£ (c,) = 2 a,®b, (1<k<g<p+r)
pPayTrs Kk i45=k i J
*
£ ef) = 2 al@®@nb! 1<l <qg+8s) .
Y pigm 5 ( q

En utilisant le diagramme de compatibilité du paragraphe 2, dan® 6, on peut alors
calculer 1tapplication

f*: 2¥(G (e , A),A)—>H(G(oo,oo;/\),A)® H¥G(w, w3 A) , A)

déduite de l'application limite qui n'est autre que la H-loi définie au paragraphe
2, b sur le classifiant BU.(Oo A) En revenant 2 des notations plus classiques, nous
F 4

pouvons donc énoncer le théoreme suivant
e Y
THEOREME 5.

de L'algébre de cohomologie H*<BO 5,\;2.2) de 1l'espace classifiant BO du groupe

orthogonal infini ~0\,(°°) est une algebre de polyndmes engendrée par des éléments

Wy (i entier >1 ) de degré i, ot 1'on a, en désignant par & 1'application

diagonale de cette algébre de Hopf, 6(wk) = 2 wi ® wj .
1+j=k
Be Soit de méme B; l'espace classifiant du groupe unitaire infini U(w) ; alors

H*(BU ,'E\') est une algébre de polyndmes engendrée per des éléments Cy (i entier

;lee degré 2i , et on a

6(ek) = 2 (., ®C, (oW & désigne 1'application diagonale) .
4=+ J

y. Enfin, si BSP désigne le classifiant du groupe symplectique infini SP(oo) ’

(BSP ’ Z) est une algebre de polyndmes cngendrée par des éléments H (4 entier

lﬁrde degré 41; 1l'application diagonale s'écrit :

2 H, ® H, .
i+j=k J

On voit de méme que H*(G(p s @, R) ,gg) ( resp. H*(G(p y ©3.8) 5.2)
H*(G(p s @ 3 H) H) , Z)) est une algébre de polyndmes ongendrée par des éléments Wy
(resp. Gy » Hy ) ( 1 <i<p) dedegré i (respe2i , 41). Les W, du théoréme
5 sont appeles classes de Sticfel«Whitney univera.@lleé $ de méme les Ci (resp.”H

6(Hk) =

3)
sont appelés classes de Chern universelles (respe classes symplectiques universelles).
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Plus généralement, la i-iéme classe caractéristique d'un espace fibré principal
X de groupe structural O(p) (I‘esp.g\’(p) ,ﬂ(p)) s s'appelle la i-ifme classe
de Stiefel-Whitney (resp. de Chern, symplectique) de X .

On parle aussi de classe de Stiefel-Whitney totale, (resp. classe de Chern, classe

symplectique totale).

REMARQUE. = Le théoréme 5 permet d'associer aux espaces fibrés principeux de base
B et de groupe structural U(e, A) des classes caractéristiques a; (i enticr

>0 ) telles que la classe

ig a, e i (3, &)

vérifie les propridtés analogues aux propriétés o &y du théoréme 3. On les défi-
nit d'abord pour les fibrés dont la base est un CW=-complexe, on passe ensuite au
cas ou la base est un espace topologique quelconque en utilisant les considérations
développées dans le lemme de la démonstration de la proposition 5. Si X est un
espace fibré de groupe structural U(n , A) , le classe caractéristique totale du
fibré faible associé & X (cf. paragraphe 2, a) est égale & la classe caractéris-
tique totale de X

g« Classes caractéristiques et produit tensoriel.

THEOREME 6. = On suppose A ;{\i, soient B un espace topologique, X et Y des
espaces principaux de base B et de groupe structural U(p , A) , U(q , A) respecw

tivement ; a , b leurs classes caractéristiques totales 3 on écrit formellement

p q
=0 @+ a) et b= (1+p) .

La _classe caractéristique c¢ du fibré X ® Y est déterminéepar a et b ; elle

s'exprime symboligquement en fonction des a et des pj par la formule suivante ¢

c=1<i<p511<].<q(1+oc.+p) .

En effet, soit D(X) 5B 1'espace fibré on drapcaux associd i X ; on a vu {propo-
sitior. 6) que la H (B s A)=algébre engendrée par les @, s'identifie 2 74D (x) s A) .
Comme, on ay, en désignant par D(Y)--) B 1'espace fibré en drapeaux associé a2 Y ,
D(X) & D(Y) =D(7* (Y)) , on voit de mdme que H (D(X) 2 D(Y) , A) s'identifie a
la H (B , A) o algébre engendrée par les o et les pj assujettis aux relations
énoncéesdans le théoréme. Si T désigne la projection sur B de D(X) o2 D(Y) , on

a alors les scindages canoniques
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D

" 3 R
sy ‘L‘)

T =5
— _ ,;

ou les Xi et les Yj sont des fibrés de rang 1, de classes fondamentales
Hx) @ THY) admet le

i

respectives o pj . De méme 1le fibré '%*(th Y)

scindage canonique

Txey) = @ (x, ox) .

1<, 1<KJ<g
Or, on a vu (proposition 5) que la classe fondamentale de X, ® Xj est ai +,ﬁj
On voit aussi (théoréme 2) que

—k )
T (C) 1<1<pI,I1<J (1 + C“ - ﬁj) b4

R . * - . .
et on conclut en utilisant le fait que T et ¥ sont injectives, ce qui entralne

que T* 1'est aussi.

APPLICATIONs = On a vu (paragraphe 2 f, Remarque) que si X est un fibré de
groupe structural U(1 ,AE) ’ Xx* un fibré dual de X (cf. paragraphe 2, a),.le
fibré X ® X* est trivial.

PROPOSITION 7. = Soit X un espace fibré principal de base B et de groupe
structural U(n , C) , a(X) = zb a; la classe caractéristique totale de X3
dans. ces conditions, la classe caractéristique totale d'un fibré dual x* de %

est
* 2 i
a(x™) = igb (- 1) ay .

he Les classes caractéristiques et 1'obstruction.

PROPCSITION 84 = Soit X giB un espace. fibré principal de groupe structural

Uln , A) ; le noyau de 1'application n* 3 H™(B , 4) =H™(X , 4) est 1'idéal

engendré par les classes caractéristiques 2y (1<ign) de X .

En effet, considérons la fibration X 2D(X) de X sur l'espace fibré en dra=-

peaux D(X) 8B associé 3 X . Corme p* eost injective,
Ker (7) = Ker (6®) n In (P*) .

On a vu, (paragraphe 3, a,exemple 3) que Ker (o*) est 1'idéal engendré par les
générateurs canoniques & , § s eon s & dela H¥B , 4)-algébre H(D(X) , A)
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Ainsi, compte tenu des relations entre les Ei , données dans la proposition 6,
on voit que Ker (6*) nIm (p*) est bien 1'idéal engendré par les a; o

Ce Qo Fo Do

THéORﬁME 7e = Soit X un espace_fibré_principal de base B et de groupe struc-

tural U(n , A) , 8, q(X) (1<qg<n) 1'espace fibré des i-repéres associés 2
, el
X ; alors la classe fondamentale (cf. exposé 8, définition 2) 2 du flbre

(X) (éventuellement réduite mod 2 ) est egale Y la (n-q+ 1)-1eme classe

caracterlsthue a, neg+l li? X .

En effet, d'aprés les résultats de 1'exposé 3 sur la cohomologie des variétés de
Stiefel, la classe Eé est de dimension A{n - g + 1) ; comme d'autre part le
groupe des automorphismes de 1l'anneau 4 est un groupe & 2 éléments, lorsque le
(n = q)-iéme groupe d'homotovie de S(n , q ; R)=1% , le systdme local
(S(n s 43 R),2) ®Z«m2 est constant, et on peut réduire modulo 2 la classe

'r.nq

aq.

Désignons par ﬂh la projection de S (X) sur B ; montrons que an_q+1

engendre le sous=groupe des éléments de Ker (n ) dedegré Mn~-g+1) «0Ona :

X =0 o¢p o o et p désignent les pr01ect10ns des fibrations
X) =G X) et X) »B .
n:q( ) n=- Q)q( ) n ds q( )
On a vu (théoréme 4) que p§ est une injection et que (paragraphe 3, f)
*( (X) , A) est engendrée comme H (B s A)=algébre par q éléments b,
(1 < £n =q ) de degré A, assujettis 2 q relations de la forme
J P(bl, > 9 ooo’bq) (nqujsn) ’

ot les PJ sont des polyndmes de poids %i en les variables b1 ) b2 9 vee b
pondérées par leur degré. D'autre part, il résulte de la proposition 8 que Ker ( )
est 1'idéal engendré par les .bi et par suite que Ker (= :) est 1'idéal engendre

par les a; (g <ign). Comme %e noyau de ﬂ; est 1'image de la transgression

dans S q(X) et que a engendre le groupe des éléments de degré MNn - q + 1)
H

n-qg+1
de cette image, on voit, & 1'aide de la proposition 5 de 1'exposé 8,que la classe
fondamentale a_ de S, (X) eost =a

a_ n,q n-q+l1

ner le signe de aq « I1 suffit de le calculer pour un espace fibré particulier,

« Lorsque /\74"\11, il reste & détermi-

par exemple pour
S(n+1,q3A) =S(h+1,n; A x S(nyq; N =G(1,n; A
U(n,/\)

=P(n , A)
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ce qui ne présente aucune difficulté. On trouve en effet que la classe d'homologie
duale correspondant & a_ par la dualité de Poincaré est portée par le sous-es-

pace projectif P(q = 1 , A) , en d'autres termes que

- n-q+l —_ o ; 2% e
a, = (- v) = a4 (cf« paragrephe 3, a, exemple 2)

i. Remarques terminales.

1° D'aprés la proposition 3, si X est un espace fibré principal dont le groupe
structural est le groupe linéaire GL(n , A) de 1l'espace vectoriel de dimension
n sur le corps A, et dont la base B est un espace paracompact, on peut associer
2 X un élément unique =x € KO(B s N) de rang n qu'on peut encore appelar lo
classe de X o Par suite, toutes les définitions et constructions de cet expesé
peuvent s'appliquer & X « En particulier, si Y est un espace fibré principal de
base B et de groupe GL(p , AN , on peut Géfinir la somme de Whitney X @Y de

X et de Y .La classe a(x) est appelée classe caractéristique de X et vérifie

les propriétés a & & du théoréme 3. En ce qui concerne la propriété &, il
convient de remarquer que U(l1 , A) = Ay (ol A= A- {0} désigne le groupe
multiplicatif de A ) se rétracte sur S?\.-l et que par suite la classe fondamentale

de X est de dimension A .

2° Soit X wun espace fibré de base B associé 2 1'espace fibré principal X
de base B et de groupe structural U(n , A) . On appelle classe caractéristique
de X 1la classe ceractéristique a de X o Ainsi, lorsque B est un espace para-
compact connexe, soit X TB un espace fibré tel qu'il existe deux applications fi-
brées k(X , X) » X et A x Z X qui munissent chaque fibre de X d'une struc-
ture d'espace vectoriel sur le corps A ¢ on dit alors que X est un espace & fibres
vectorielles de base B o On voit que la donnée de X définit une classe x de
fibrés de base B et de groupe structural GL(n , A) , ol n désigne la dimension
(constante puisque B est connexe) de la fibre de X « Soit x € KO(B s A) la
classe de U(n , A)=fibré associé 2 X « La classe a(x) s'appelle la classe carac-
téristique du fibré X . Soit Y un autre espace fibré a fibres vectorielles dont
la classe (dans KO(B s N)) est y ;3 le fibré

est muni d'unc structure de fibr: & fibres vectoriel’es et s'appelle la somue de
Whitney de X et Y . La classe de ce fibrd est x @ y . On définit encore un
produit tensoriel X ®7 , un fibrs dual be et ainsi de suite : ces notions cor-
respondent aux notions analogues définies dans cet exposé pour les fibr#s princi-

paux X et Y auxquels sont associds X et Y .



