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Séminaire H. CARTAN - J. C. MOORE 6-01
12¢ année, 1959/60, n°® 6
14 décembre 1959

LA SUSPENSION

par John C. MOORE

Dans cet exposé, on donnera une stude générale des opérations de suspension dans
1'homologie et la cohomologie des espaces fibr#s. "Homologie" ou "cohomologie" si-
gnifiera toujours homologie ou cohomologie singuliere. Nous supposerons connus des
répultats classiques sur ces théories, y compris ce qui est courant sur les théore-
mes de Kiinneth, les suites spectrales d'espaces fibrés, et les produits. L'applica-
tion s E-—B est une application fibrée si

1°© 17 est continue et surjective et

29 si X est un complexe fini et A wun sous-complexe de X qui est un rdtracte
par déformation, et si on se donne une application f : A-—E et un prolongement
de Tf , g
tel que TTg =g .

©o

X—B , alors il existe un prolongement de f , appelé g: X—E ,

Ainsi, la notion d'asplication fibrée dont nous nous servirons sera toujours celle
définie par SERRE [1]. On sait que les espaces fibrés classiques sont toujours fi-

brés en ce sens.

1. La suspension.

Soient T : E-—B une application fibrée, bO un point de B , et F = ﬂrl(bo),
1l'espace F est appelé la fibre de 1'application fibrée 77 . Considérons 1'homo-
logie & coefficients dans le groupe abélien G . Nous avons une suite exacte :

i 3 0

%* %

A*
....-.;Hq(F 5 Q) ——> Hq(E ;5 G) ———->Hq(E , F 3 G)—-——-}Hq_l(F 3 G) = ees

Soit Hé(E , F 3 G) 1le conoyau de j, » et soit H&-l(F 5 G) 1'image de 6* s il

¥y a un isomorphisne canonique

. X "|
J, Hq(E , P 0G) —-—-—-—>hq_l(F 5 G) .

L'homomorphisne de suspension sera un honomorphisme de Hé-l(F ; G) dans un quotient
de H (B, by C) . "

Pour tout espace topologique X , soit C(X ; G) = Eglcq(x ; G) le groupe des
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chafnes singuliéres nornalisdes de X & coefficients dans G . Pour un sous-espace
A de X, posons G(X, A ;G)=0C(X; G/(4;G) .81 TT:E—B est une appli-

cation fibrde, il y a une surjection canonique
T 3 C(E,F;G)—-;C(B,bogc-)
et une application induite

™ot Hq(E , P G)——;Hq(B » by 3 G) .

Soit H&(B » by s G) Je conoyau de

T, 3, ¢ Hq(E $ G)—*%Hq(B » by 3 G) .

L'homomorphisme de suspension G ¢ Hé_1(F 3 G)-9H&(B » by 3 G) est 1'application
canonique induite par T, o 6;1 .

Si 1'applicatidn d'inclusion 1 : F—E est homologiquement triviale en dimen-

° ° ] 3
Hq_l(F ; G)-—qu_l(E ; G) est 1'application

%0

sion q - 1, c'est-a-dire si 1
nulle, alors

H' (F 5 C) =H

3 (F; @)

g-1

et

5} ° 3 ™ o .' Py .
T e Pq__l(r ; G)«--}Hq(B s @)
Remarquons que si la fibre F se contracte dans l'espace E , alors i ¢ F.—E

est homologigquement triviale en toute dinension.

Plus généralement, si pour toute application f : K—=F , od K est un complexe
fini, l'application if : XK—E est honotopiquement triviale, i : F«—aE est ho-
mologiquement triviale en toute dimension. Dans ce cas, nous flirons que la fibre est

faiblement contractile dans E , et dans ce cas 1l'homomorphisme de suspension est

défini sur les groupes d'homologie de la fibre ot pas seulenent sur un sous-groupe.
Remarquons qu'on peut définir une notion de fibre F contractile dans E en dimen-
sion inférieure ou %gale & n . Cela veut dire que si F : K—F est une application
ol K est un complexe fini de dimension inférieure ou égale & n , alors if : K—E
est homotopiquement triviale. Dans ce cas

o e Hq(F s G)—H!

q+l(B » by 3 G) pour q<n .
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Jusqu'a présent, nous nous sormes peu souciés de l'honologie de la fibre en dimen-

sion O . Rappelons que la suite
1 J
%* %

H . (F ; G) — HO(E s G)————»——}HO(E , F 3 G)—0

o
est exacte, et que i* n'est jamais nulle. En fait, si E est connexe,
HO(E , F3G) =0, i, est surjective en dimension 0, et Hé(F s G) n'est autre

que le groupe d'homologie augmenté de F & coefficients dans G en dimension O

Désormeis, nous supposerons, lorsque nous parlerons d'une application fibrée

T + E-—B , que llespace total E (et par conséquent la base B ) est connexe par
arcs (1). Et par suite Hé(F ; G) n'est autre que le groupe d'homologie augmenté

de F en dimension O .

Nous nous intéressons maintenant & des conditions qui vont assurer que 1'homomor-
phisnme de suspension prend ses valeurs dans le groupe de Hq(B » by 3 G) et pas seu-
lement dans un de ses quotients H&(B ’ bO 3 G) « La situation est exactement sem-
blable 2 celle que nous avons déja rencontrée & propos de l'injection i : F—E .

Pour formaliser légérement la situation nous introduisons quelques définitions.

DEFINITIONS. - Une application f + X—Y est inessentielle en dimension infé-
rieure ou égale & n si pour toute application g : K—X , o K est un complexe
fini de dimension inférieure ou égale & n , 1l'application fg est homotopiquement
triviale, i. e. est homotope & une application de K sur un point de Y o L'applica-
tion £ : X—Y est inessenticlle (on devrait dire faiblement inessentielle) si
pour toute application g : K— X, ot K est un complexe fini, 1'application

fg + K—->Y cst homotopiquenment triviale.

I1 est clair maintenant que, si la projection T : E-—+B est inessentielle en

dimension infirieure ou 4gale & n , alors
Hq(B s by 3 G) = Hé(B » by 3 G) pour q &n .

Par suite, si TT : E—SB est une application fibrée, bO €B, F = TT'l(bo) et
si i : F—B est l'injection canonique, alors si 1 et - sont inessentielles,

1'homomorphisne de suspension

o E(F ¢)—H_ (B3 G)

g+l
est d4fini pour tout entier q .

2 .
() Note du traducteur : pathwise connected :"connexe par chemins"., Pour un espace

Pd z 03 . 2 . -‘ - 'o > ' .
séparé, ces conditions sont équivalentes ; nais on ne s'intéressepa qu'aux chenins.
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Exemple 1. - Soit B un espace topologique connexe par arcs avec un point de
base bO . Soit E 1'espace des chemins de E qui partent de b0 ,et m: E—B
1'apnlication qui, & tout chemin, fait correspondre son extrémité. La fibre
1= 'rr"l(bo) est 1'espace des lacets de B . Puisque E est contractile, 1: E-B

et i :{) -—E sont toutes deux inessentieclles et 1'homomorphisme de suspension

& s Hq(Q; G)-—-}Hqﬂ(B » by 3 @)

est bien défini en toute dinension.

Exemple 2. ~ Soit G wun groupe topologique, et soit Tr: E—B 1la projection
d'un fibré universel de G ; alors l'homologie et l'homotopie de E sont triviales,
i: G—3E et T : E-~>B sont toutes deux inessentieclles, et la suspension

est bien définie pour touu ontier q et tout groupe de coefficients A .

Exerple 3. = Soit G wun groupe de Lie compact simplement connexe et soit T un
tore de G o Soit T : G-»G/T 1'application canonique de G sur 1l'espace des
classes & gauche de T dans G . Comme G est simplement connexe, 1l'injection

>

i & T-—»G est inessentielle.

Ayant passé pas mal de temps & définir la suspension, nous aimerions voir qu'il

lui arrive de ns pas &tre triviale.

THEOREME 1. - Soit T : E-—B une application fibrée (2), et supposons @

1° que B soilt simplement connexe

2° que G soit un groupe abélien, et Hq(B » by 3 G) =0 pour q<n,
Torl(Hn-l(B) , G) =0, HO(E ;3 G) =G et Hq(E s G) =0 pour 0 <q < 2n . Alops :

10 La fibre F de 7T : E-5B est connexe et,

20 La suspension G = Hq(F ;'G)—>Hq+1(B » by 3 G) est un isomorphisme pour
0<qg<?2(n=-1) et un épinorphisne pour gq =2n -2 .

DEMONSTRATION. - La suite exacte d'homotopie T, (B)—>TI (F)—TT (E) montre que
la fibre est connexe. Regardons naintenant la suite spactrale de 1'application
2 i1s
m : {E, F).a(B, bo) . Nous avons Ep a7 Hp(B » by 3 Hq(F s G))e Bn utilisant

b

2 . . s
(*) Jusqu'ici nous ne nous sommes pas servis de cctte hypothesc.
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le fait que Hq(E 3 G) =0 pour 0 <q<2n, on trouve que

~
o Hq(E , F 3 G) — Hq_l(F s G) pour g<?n=~-1 ,

*
ol HO(F 3 G) ddsigne le groupe de dinension O augnmenté, et que
T, + H(B,F 5 O—E(B, by ; C)

est un isomorphisme pour g < 2(n - 1) et un épimorphisme pour q = 2n =2 , ce qui
entrafne le théoreme.

Le lecteur se reportera & [1] pour une démonstration plus détaillée de ce thdoréme.
La d“monstration originale qui s'y trouve différe 1légérenent dans les détails, mais
les idées de base sont les mfnes.

Soit £ : E-»B une application fibrée, b€ B, F=1 (b)) , x &F . Soit
T (F) 1le groupe d'homotopie de dimmnsion g de F avec point de base cen Xy o
Trq(E) et TTQ(B) les groupes d'honotopie de dimension q de E et de B avev
point de base respectivement en % et bO « 5Si 1'injection i ¢ F—ZE est ines-

sentielle, nous avons une suite exacte
0—T17 (B ™ (B 1y F)—0 3
L (B) =T (8) >, (F) — ;

si la projection f : E-sB est inessentielle, 1'application ’ha(E)-é1Tq(B) est
nulle. Et finalement, supposer que 1l'injection i : F——E et la projection

f + E-—B sont toutes deux homotopiquenent triviales squivaut 3 sup-oser que
TTq(E) =0 pour tout q et par suite E est cssentiellement un ospacs-comtbactile.
Dans ce cas TTq(B) _-3§~_;Trq_1(F) , et nous avons d3fini un homomorphisme de sus-

pension
. (F) x B
T s Ty ‘“‘*‘§77q+1( ) pour tout q .

Si &f : 7rq(X)-—>Hé(X) désigne 1'homomorphisme de Hurewicz de 1'homotopie dans

1'homologie, nous avons un diagramme corrutatif
) S s (B)
q ) T gwl

L¢ le
G
H q(F) —_ Hq+1(B) .

Quand on ne précise pas le groupe des coefficients, il s'agit d'homologie 2
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coefficients dans les entiers. De plus rappelons qu'en dirension strictement posi~-
tive, H (B , bs) = E _(B) .
, (B, bg) = E (B)

2, Interprétation géométrique de la suspension et autres propriétés.

Désormais nous supposerons que tous les espaces sont nunis d'un point de base, et

que sauf mention du contraire les applications respectent les points de base.
DEFINITION. - Soient X et Y des espaces ; posons X v Y= (X x yO)L}(xb x Y) ,
ol X est le point de base de X et Yo celui de Y o

L'application diagonale A : X—ZX x X induit une application diagonale

%

N :Hq(x,xo';a)qﬁq(xxx,(xoxxo);G) .

De plus
Hq(XxX,(xoxxo);G)qu(XxX,XvX;G)QHq(X\/X,(xoxxo);G)a

Précisons cet isomorphisme : si X et Y sont deux espaces (avec points=base

xy et ¥, ) , on considére 1'homomorphismne
O(q : Hq(XX ¥, Xg * yO)—')Hq(XVY y» X9 X YO)
somme de deux homomorphismes composés
u X _—
Hq(X x ¥ ’ XO x YO) ——}Hq(l( ’ XO) _’Hq(‘{ vy ’ XO x yO)
v by <
Hq(X x Y, X X YO) —-—~>hq(Y ’ Y())-—-)Hq(/( v, Xy X Yo)
ol u et v sont induits respectivement par les deux projections X x Y—X
et X x Y—Y . Considérons la suite exacte

i J
...;..qu(X VY, % % ¥g) __i;.Hq(xx Y, x5 % ¥p) _%.)Hq(xx Y, XvY)

o
-————-}q Hq-l(XVY 9 Xoxyo)—-*.o.
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Puisque O(q o i = identit?, iq a un noyau nul pour tout q , donc éq =0 pour

tout q , et jq est surjectif ; la suite exacte
i J
0—-»Hq(X v, %y 4, Hq(X x ¥, xg x yo)_..g.,Hq(X xY , X vI)=0

se fend gréce 3 (xq , ce qui identifie canoniquement Hq(X xY, XvY) & un sous-
groupe de Hq(X x ¥y x5 yo) , & savoir au noyau de 0<q .

Un él4ment o CHq(X y X 3 G) est primitif si la composante de A»(IX) dans
Hq(X x Xy XvX; G) est zéro. Soit Pq(X $ G) 1le sous-groupe de Hq(X 3 G)
formé des éléments primitifs, et soit

P(X;G) =) P (X;0) .
T

Si Z est l'anneau des entiers, P(X ; Z) se note P(X) .

A

. PROPOSITION. - Si &fl : ’f“rq( X)-—-)Hq(X) est 1'homomorphisne de Hurewicz,

Im LfCPq(X) .

DEMONSTRATION. - Soit o & T (X) , ot soit £, :S —>X un représehtant do
of , ob S désigne la sphére de dimension q . Soit iq le générateur canonique
de Hq(Sq) s et posons (fo( )*(iq) = gfa(o(') .

Nous avons un diagramme cormutatif s

A*
H(S)———3E (S x8
48 q(8q * 8¢

lfa( j/(f(x x fo()

Hq(X) 3 Hq(X x X}
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Come H(Sq x Sq) = H(S)q) ® H(Sq) R :i.q est primitif. Donc (f )#(iq) = (e(b()
est primitif, ce qui démontre la proposition.

DEFINITION, - Pour tout espace X , soit G(X) 1'espace obtenu 3 partir de
X x [0, 1] en identifiant les points (x , 1) et (xo , t) en un seul point,
od X, est le point de base de X . L'espace (C(X) est appelé le ebne de X ,
et X se plonge dans C(X) en envgyant le point x au point représenté par
(x , 0) « Le point de base de C(X) est la classe d'dquivalence de (xO s 0)
Soit 8(X) 1'espace obtenu & partir de ¢(X) en contractant le sous-espace X
en un point, c'est-a-dire que s(X) est 1l'espace quotient de X x [0 , 1] par la
relation obtenue en identifiant les points (x , 0) , (x, 1) et (xo , t) ol
x&€EX, t&€[0, 1] . L'espace s(X) est appelé suspension de X .

/
DEFIBITION, - L'espace X est de premiére catfgorie si 1'application diagonale
AN 2 X—X x X est homotope & une application A' ¢ X—X vX ., L'espace X

est faiblement de premiére catégorie si, pour toute application £ : K—X , ol
K est un complexe fini, 1l'application Af est homotope & une application

(Af)' ¢ X=X VX .

PROPOSITION, - Soient X un espace faiblement de premieére catégorie, et G un

groupe abélien ; alors Pq(X s G} = Hq(X » %o 3 G) »

4
DEMONSTRATION, = Soit « & Hq(X s Xy 5 G) ; alors il existe wun complexe fini
K , une application f 3 K——X et un “1l%nent ' & Hq(K , ko ; G) tels que
£ (x') = x . Puisque Af est homotope & une application (Af)': K—XVX,

on a
D) = (85) (#7) = (AD)L(x) € B XV X, (3 x %) 5 ©)
et & est primitif.

PROPOSITION. - Si X est un espace, s(X) est de premiére catégorie.

DEMONSTRATION. - On définit 8, , 6, : s(X) x[0, 1]—s(X) par

(x, tt') , 0
B (x,t,t) =
(x,26=1+8'(1-1%), F<tgl

IN

1
tey
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(x , 1 =1t +1t"), <t «1

D

Ox, b, =
[(x , 2t - tt') 0 <t <%

ou on désigne un point de s(X) par un représentant de sa classe d'équivalence.

On @éfinit D : s(X) x [0, 1]-»s(X) x s(X) par

Dlx, b, ) = (6 (x, 0, t") , O(x, b, ")) .
On a s

D(x , t , 0) & s(X) V s(X)
ot

D(x,t, 1) =(x, x) .

Ainsi, en définissant A' : s(X)—s(X) x s{X) par A'(x, t) =D(x,t, 0,
nous avons /\' homotope & A et Im A' < s(X) v s(X) , ce quil démontre le ré-
sultate.

Nous sommes maintenant en mesure de faire de nouvelles considérations sur 1'opé-
ration de suspension. Soit T : E-—B une application fibrée, bo € B,
F = ’lT-l(bO) . Supposons que i : F—E soit inessentielle. Soit (—ZHq(F 3 G)
et soient f : K-——F une application o K est un complexe fini et ' un
élénent de Hq(K) tels que f*(O( 'Y = X . Puisque i est inessentielle, il exis-
te un prolongement de f , C(f) : C(K)-—E , ot 7T7C(f) induit une application
£ 3 s(K) —B . Bous avons maintenant un disgramme cormutatif

’
~

v L .
hq(K ’ kO ;5 G) «— ﬂq_‘_l(G(K) , K3 G) —_—}hqfl’(s(K) ’ kO 3 G)

£, olr), l £,

HY(F 5 %55 O 6——H (B, F ;0 —3H,,(B,b; 0

“K.,/r . .
et si s ¢ Hq(K » kg 3 G) ————-;Hq+1(s(K) s kg 3 G) est 1'isomorphisme de la
ligne du haut, alors ‘

¢ () =0f (x') =£ (s(x")) .
Comme consdquence, nous pouvons énoncer le théoreme suivant 3

BEHORME, - Soit Tr: E-—B une application fibrée by € B, F = T (by) ,

i+ P=E 1'injcction cananiguc Supposée inessentielle, alors 1'image de
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6 : Hq(F ; G)_.)HC'N(B s b 3 @)
est contenus dans M'image de 1'application naturelle
e o 1 ‘ o
A3 Pq+1(B 5 G) = H q+1(B s bo 3 G) .

3, Quelques propriétés de la suspension dans les espaces fibrés principaux.

DEFINITION. - Un monoide topologique est un espace M muni

1° d'unea application Lf : M x MM et

2° d'un point e E M ,

tels que, si nous écrivons xy pour L{)(x 3 F)
10 (xy) =z

2° ex = x = xe pour x £11

i

x(yz) pour x , ¥y, 2z &M et

Un espace fibré principal se compose de 3

1° un monofde topologique M ,
20 un espace fibré T: X-B ,

3° une application Lf: Mx X=X |,

tels que @
1° (xy) z = x(yz) pour x, y&EM, z&X
2° ez =z pour z &X
30 T(xz) = Ti(z) pour xEM, z &X et

&F , et A: M—=F est 1'application '

. 1
40 Si boé.B, F=T (bo), 2

A(x) = xz , alors
X* : ’ﬂ'q(M)«ﬁ_), Trq(F) pour tout g .

DEFINITION, - Soit M un monofde topologique ; prenons. e comme point de base de
M . Pour tout groupe de coefficients G , ‘

Hq(MxM;G):Hq(MVM;G)qu(MxM,MVM;G) .

Soit Q,q(M s G) 1le conoyau de 1'application
s+ E(IxM,HMvHi; G)—-HM,e ;G
‘fq q( x , i 13 G) q( ’ 5 G) ’
restriction de 1'apnlication Hq(M xM, e ; G)— Hq(M , e 3 G) définie par la
1oi de composition de M , au sous-groupe de Hq(M xM, e ; G) , noyau de
:xq : Hq(M xM , e 3 G)—-qu(m v, e ; G) . Posons ¢
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Q@i 3 C) = ZQq(M 5 Q) .
q

THEOREME, - Soit 7T : E —B une application fibrée principale de monoide M ,
by€ B, ot N= ol

o: HM; G)'—’H:}fl(B N G) s'annule sur le novau de l'application naturelle

(bo) . Alors, si i : M_E est inessentielle, la suspension

Hq(}‘i ; G) —)-Qq(M 5 G) , et induit par suite une application 3

(Byb;G) [

] o !
(S Qq(M B G)"';H 0

g+l
.DE'IJEONSTRATIOI‘-I. - Nous supposons que tous les espaces sont suffisarment réfuliers ;
sinon il faudrait ramener dans des complexes finis toutes les classes d'homologie

considéries.

Dans les notations pour 1l'homologie nous omettons le groupe G des coefficients.

Nous avons d'sbord un diagramme commutatif

. Q
1 - 4
(MxBE , MxM) ———r hq+1(E , M)v___...>hq+1(B , bb)

J

*

Hq+1

I

o v

Hq(M x M, e x e)—f~———~—,—>Hq(ll > @)

le composé des deux homomorphisnes de la preniére ligne est O ; Q1 et Q2 sont
jinduits par M x E—E et M x M—M . Or

Hq(MxM,exe)zﬁq(MvM,exe)qu(MxM,MVM) R

de sorte que si nous montrons que H (M xM , Mv M) est contenu dans 1'image de

9, » le théoréme sera démontré. Considérons le diagrarmme cormutatif

d

*

Hq+1(M xE , M x M) —— Hq+1(m xE , (M x M v (MvE))

ot l P
% E 3
g

*
Hq(M xM , M VM) ——-—'->Hq((M x M) v (1l VE) , Y VE) .

Puisque Hq(M xE ,MYE) =0 pour tout q , 6i est un isomorphisme pour tout

q « De plus g, est un isomorphisme parce que c'est une application d'excision.

hinsi, pour prouver le théoréme, il suffit de nontrer que 6* est un épimorphisme.
Or on a Hq(ty; VE , MV M)—a--’“-\—f'——}Hq((M x M) v (M VE) , M x M) par excision,



6-11

et on a un diagramme cormutatif de suites exactes

d
—* Ho (M x B, (1 x M) U (M B))—E (v

t“‘j{___ @)

h
, M v M)__i_g{q(M x B, M x M) —3

\, J

0 ——>Hq__1 (M v M) 5 hq_l (M x M)

ce qui montre que h_ est un monomorphisme, et que par suite 6* est un épimor-

phisme ; le thdoréme est €tabli.

Nous n'entrerons pas dans les détails pour la formulation des résultats précédents

en cohomologie : on obtient exactement le dual de ce qu'on a en homologie.

Pour tout espacec X , et tout groupe G de coefficients, on a

H (X xX;6) =8%(XvX;a)e B (XxX, XVI;0) .
Soit Q*(X ; G) 1le conoyam de E¥(X x X , X VX; G)—H"(X; ) pour 1'applica-
tion induite par 1'application diagonale, et Qq(X 3 G) la composante de degré q
de Q*(X;0) .
Si X est un monoiIde topologique, la rultiplication de X induit une application
H*(X 3 G)~—§H*(X x X 3 G) , et le groupe des éléments primitifs de la cohomologie,
i. e. ceux dont l'image se trouve dans H*(X vXs; G), se notera P'(X ;s G) , sa

composante de degré q se notera PHX ; G) .

THﬁOREME. -Soit “r ¢ E—B un eSpace fibré principal de monoide M , tel que

E soit acyclique. Alors 1l'homomorphisme de suspengion en cohomologie

T * . w1 ;o) —EM ; 6)

pouit des propriétés suivantes :

1° Im 6% cP*(M ; @)

20 5 * g'annule sur le noyau de 1'application canonique H'(B ; G)—-;Q*(B ;5 G)

et induit par suite une spplication

s*: Q"B ; 6)—P"M ; G)  de degré -1.

30 81 H(B, bo) =0 pour q¢n , alors

Hq+1(B ; G) —— M 5 6)
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est un isomorphisme pour q £2n -1 .
Remarquons que si le groupe des coefficients est un corps, la suspension en coho-
mologie n'est autre que la transpodée de la suspension en homologie. On pourrait

donner beaucoup d'autres théorémes plus précis que les précédents, mais nous n'in-

sisterons pas plus longtemps.
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