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ZSPACES CLASSIFIANTS

par John C. MOORE

1. Algébre élémentaire des groupes classigues.

Le but de cet exposé est de montrer 1l'existence d'espaces classifiants et de
fibrés universels pour les groupes de Lie comparts, et certains groupes limites
de ces groupes. .ous travaillerons sur un corps fixe K , qul sera soit celui des
nombres réels, soit celui des nombres complexes, scit celui des quaternions. De

plus, on a une application fixe ot: K — K telle que :

19 .4 est un antiautomorphisme d'algébre sur les réels ;

2°si K=12, » est llidentits ;

3°si K=6, A1) =-1j
4° si K est le corps des quaternions, «(i) = -1, «(j) =-] et
'*(k)z'ko

DEFINITION. - Si V est un espace vectoriel & droite sur K , un produit_scalaire

sur V est une application (, ) : VxV — K telle que :

1° (x,y+y')=(x, )+ (x,v') pur ~,v,yv &V,
2° (y, %) =®x,y) pur x,y &V ;

3P (x,yK) = (x,y)
4° (x , x) » O pour

rour x , vy &V et k¢ K
€V ;

"=

50 (x ,x) =0 =5 x=0 pour x 2V .

i+

Pour x € V, soit k!l = V(x , x) . Le nombre réel positif <!l est appelé

morme de x ".

PROPOSITION 1. - 51 V est un espace vectoriel sur, K et (xi) une base de
V , il existe un produit scalaire unique ( , ) ¢ VxV —> K tel que

(xi s xi) =1 pour tout i et (xi s xj) =0 pour 1i#j .
Démonstration immédiate.

DEFINITION. - Soit V un espace vectoriel muni d'un produit scalaire : une base (%

(1) Rase signifiera toujours base algébrique.
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(Xi) de V est dite orthonormale si (xi , X.) = 1 pour tout i et

i
(xi s xj) =0 pour i # j -

Un espace vectoriel V muni d'un produit scalaire sera anpelé gfﬂgggilggé:
hilbertien (réel, resp. comnlexe; resp. quaternonien). Quand nous parlerons d'un
sous-espace W d'un espace préhilbertien V , il s'agira d'un sous-espace vec-
toriel muni du produit scalaire induit. Deux sous-espaces wl et WZ de V
sont orthogonaux si (x , v) =0 pour x € Wl y YV & WZ 5 si W est un sous-espace
de V, soit WJ'=~{V{ y€V et (x, y) =0 pour x E.W} . L'espace Wh est

appelé 1l'orthogonal de W .

LEMME 1. - Soit V un espace préhilbertien, W un sous-espace de V de dimen-

sion finie. Alors V =W & Wt .

DEMONSTRATION. - Soit (x1 3 ses 9 Xn) une base orthonormale de W , soit

M: Vv — V définie par Ay) = >_ xi(xi , 7) . A est un projecteur :
14ig¢n
V —— V, d'image W, et de novau W? , ce qui démontre le lemme.

LEMME 2. - Si V est un espace préhilbertien de base dénombrable, V a une

base orthonormale.

DEMONSTRATION. - Soit (Vn) , n=0,1, ... une base de V ; posons

Y
Xq =.JZ . Pour n 3} 0, définissonspar récurrence
| '
I.O
) x!
ey - S _ el
*ne1 T Tne1 Ty Xj(xj g yn+1> et X4 T e |
O¢jsn LXn+l“

Maintenant (xn) est une base orhtonormale de V , ce qui démontre le lemme.

DEFINITION. - 8i V et W sont des espaces préhilbertiens, une application
T: V .= W sera dite unitaire si

1°©° T est ¥-linéaire ;

2° (Tx , Tv) =&k ;, y) pour x, y& V.

PROPOSITION.1. - Si V et Y sont des espaces préhilbertiens de base dénom-

brable, il existe un isomorphisme unitaire T : V —> W .
Cette proposition n'est qu'un corollaire du lemme 2.

DﬁFINITIONS. - S50it V un espace vectoriel, T : V —> V une transformation

lindaire et I 1'identité de V . L'espace Vy = Ter (I - T) est appeld espace

des points fixes de T .
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Soit V un espace préhilbertien, une transformation T : V —3 V est de type
fini s'il existe un sous-ecspace W de V de dimension finie tel que :
1© ¥ soit stable par T ;
20 T‘;"' o
2 W < VT

Une transformation T ¢ V — V est dite de rang fini s'il existe un sous-

espace W de V de dimension finie tel que -
1° %7 soit stable par T ;
20yt g ¥er (1) .

LEMME 3. - Soit V .un espace préhilbertien.

198 S, T: V — V sont des transformations de type fini, S50 T : V — V
‘est une transformation de tvpe fini.

20851 S et T sont des transformations de rang fini, S o T est de rang
fini.

LEMME 4. - Soit V wun espace préhilbertien et T : V —» V . 81 T est soit
de rang fini, soit de tyve fini, il existe une transformation unique :

™ ¢ V — V telle que (Tx , v) = (x ,T°y) pour x , 7« V.

DAMONSTRATION. - Supposons T de rang fini. Soit Y un sous-espace de V de
dimension finie tel que T : W — W et Ker (T)cv’---ﬁr-!"L . Soit (x1 5 see g xn)
une base orthonormale de 1 . Définissons T : V — V par

™(y) = Z xi‘(Tx:.L , v) . 51 oxe W,

l<i¢n
(Tx ; v) =0, y) =¢C s
et
x, 79 = (x, Efxi(Txi , v)) = YUz , x,)(Tx; 5 y) =0 .
De plus :

(Txi s V) =>;(xi R xj)(Tx. , ¥) = (xi ,'):xj(TXj , 7)) =6 s T ,

i
j J
et T ala prooriété cherchée.

Soit maintenant S une transformation quelconque telle cue (Tx , y) = (x , Sy)
n
pour x , y£ V.81 x€W , 0= (Tx, v)=(x, Sy) , par conséquent :
In (S)e W b =W 5 et Sy = in(xi s Sy) = ixi(TXi s V) done S=T1% .

S1 T est de type fini, T - I est de rang fini, et on pose ™ = (T -.I)* + 1.



5=04
DEFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. Une transformation

Ts: V — V est dite normale si R
10 11 existe’ T : V —3 V telle que (Tx , v) = (x , T y pour x , v €V ;

20 1.7t =71 .

LEMME 5. - Soit V un espace préhilbertien, T : ¥ —> V une transformation
normale. Alors :
1° T est de tvpe fini si et seulement si VT est de codimension finie ;

20 T est de rang fini si et seulement si ¥er (T) est de codimension finie.

DEMONSTRATION. - Supoosons VT de codimension finie. L'image W de T =1

est de dimension finie, et come T(T -=I)=(T-I)T ,ona T: W—W « De
% .
plus ™ -T) = (I -7) ™ puisque T est normal, et T ¢ W—W .51

*

yéW'L , soit (x1 y see s xn) une base orthonormale de W . On a 3
y-Ty= Lxlx, ,y-Ty) = - Lx(x ) = = Lo, eIy 5 %)

-

1 . . . .
Ybne wo Vg o ce qul demontre la partie 1. la partie 2 se démontre de méme.

DEFINITION. - Soit V wun espac~ rréhilbertier, et T ¢ V —= V une trans-
formation linéaire. On dit que :
1° T est symétrique si (Tx , v) = (x , Ty) pour x , y €V ;

20 est définie-positive si T est symétrique et (Tx , x) > O pour x # O ;

T

T
3° T est symétrique-gauche si (Tx , y) = = (x , Tv) pour x , y £V ;
T est unitaire si (Tx , Tv) = (x , v) pour X , y =V .

40

LEMME 6. - Soit V un espace préhilbertien, T : V —s V une transformation

unitaire telle que VT soit de codimension finie. Alors T est de type fini.

DEMONSTRATION. - T é&tant unitaire, (x , x) =(Tx , Tx) , et T est injective.

L'image W de T - I est de dimension finie, et T ¢ W — ¥ . Donc
T: W -£» W ., Soit X, 5 +o- 5 X une base orthonormale de ', posons
Vi = Txi . Maintenant Yy s ce0 s Vg est une base orthonormale de ¥ . Si
x & W' s
x - Tx = Eyi(yi ; X = Tx) = z}ri(y.1 , Tx) = Eyi(Txi , Tx) = Zyi(xi , Xx) =0 s

et T est de type fini.

PROPOSITION 2. - Soit V un espace préhilbertien; ¢t T : V — V une trans-
formation bijective de tvpe fini. I1 existe alors des transformations

S, U: V — V, uniquement déterminées; telles que :
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1° T = 8U ;
20 S est définie positive de tyne fini ;

2° U est unitaire de tyvoe fini.

DEVONSTRATION. - Soit W un sous-espace de V de dimension finie tel que
T: W — T et it = V. . I1 existe alors des transformations S, s T —> W
telles que T W =3SU, Sl définie positive, U unit??re. Prolongeons S et U
3 V tout entier en mosant Sx = Ux = x pour x =« ' . alors T = SU, ce qui

démontre la proposition.

PROPOSITION 2. - Soit V wun espace préhilbertien, T ¢ V — V wune trans-
formation de rang fini. Il existe des transformations 4 , B ¢ V —3 V , unique-
ment déterminées, telles que

1° T=A+ B ;

20 4 ect symétrique de rang fini ;

3° B est symétrique-gauche de rang fini.

DEMONSTRATION. - On pose A& = %(T s1h), B=5(-1) .

2. La topologie des groupes classiques ct 1l'application exponentielle.

DEFINITIONS et CONVEUTIONS. - Tout espace vectoriel V sur K sera muni de
la topologie li~ite inductive de ses sous-espaces de dimension finie. Bien que
nous nous occupions d'espaces préhilbertiens, nous ne nous servirons que rarc-
ment de la topologie de la norme. Pour un espace préhilbertien V , soit 6o(V)
1'2space vectoriel réel des transformations T : V — V de rang fini. Pour
T ¢ (V) , on définit la norme de T , notée ITll , de la fagon suivante : soit
W un sous-espace de dimension finie de V tel que T : W —> W et W e Ker T.
Soit Xy 5 cee 5 X, UnG base orthonormale de W , on pose :
2 -

g E:i (Txi , TXi) .

1<isn
Remarquons’ que ™ T est symétrique et positive (mais non définie), et que
“T“2 = ZXT* Txi s xi) . ﬂT”z cst donc la trace de T* T ; et ne dépend pas du
choix de la base de W . On définit un produit scalaire sur ®2(V) en posant
=L 12~ 0 R - e R
(Tl 9 T2) - 2(,!T1 + T2" BTl‘ - ‘1T2’ ) °
LEMME 1. - Pour tout espace préhilbertien V , O2(V) cst un espace préhilber-

tien réel, ou la norme ecst donnée par ﬁTHz =(T, T) .
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DEFINITION. - Si V est un -space vréhilbertien, U(V) est le sous-espace de
Ge(V) formé des transformations svmétriques-gauches.
Si K ecst commutatif, i. e. si K =R ou C, 62(V) est le sous-espace de
Go(V) formé des transformations de trace nulle, SU(V) = U(v) N 68(V) .

PROPOSITION 1. - Soit V un cspace préhilbertien,
10 Go(v) = u(7) e UV

20 71(\7)’L cst le sous-espace de OL(V) formé des transformations symétriques.

D MONSTRATION. - Si T & GR(V) , on notera aussi T la transformation obtenue
en considérant V comme un espace vectoriel réel. Pour x , y € V , notons
<X , y> la partie réelle de (x , v) . Yaintenant < ,>» : VxV — R est
un produit scalaire qui fait de V wun espace préhilbertien réel. i T est sy-
métrique, (Tx , v) = (x , Ty) pour x ;, y< V ¢t <Tx, y, = <X, vy
donc T , considérée comme transformation réelle est symétrique. De méme, si T
est symétrique-gauche, T considérée comme transformation réelle est encore
symétrique-gauche. De plus, si on note "T“R la norme de T considérée comme
une transformation réelle, on a, si K =0C HT“ZR = 2“’1‘”2 , et si K est le

corps des quaternions, alors HT‘!i = 4”T’:!2 .
(A%

Par conséquent, pour montrer que (A , B) =0 quand A est symétrique-gauche

et B symétrique, il suffit de le montrer pour K = R . Dans ce cas,

*

A = -4,
¥ =5
2
(A+B)"’(A+B):-A“-AB+BA+B‘2 .
2
Vais tr AB = tr %A, donc Ji + B = [al® « I8%] , et (&, B) = O . Posons
maintenant : -
5 T T* T + T*
¢ - _.._;._—- é) :L_.:-—-'—- 4

remarquons que 9 1(T) ast svmétrique-gauche; 92('1‘) symétrique, que
T = el(T) + HZ(T) , ot que 31 ot 92 sont des mrojecteurs continus pour

la topologie de (V) , ce qui démontre la proposition pour X =R .

Supposons mail:ltenant K = g . On définit < 71 ¢ VxV —> R par
<x ; y> = -5((x , y) =& » x)) . On sait que <x , y> =%((x s 7))+ (v s %)) s
par conséquent :

1° ¢x , x> 1= 0 ;

20° -<x,iv>1=<x,y>=<ix,v>l;
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P (x,7)=<x,7v> +<x,v> 1.

Donc <, > 1 est un produit scalairc symnlecticue sur 1'esnace vectoriel réel
V . De plus, d'aprés 2° on a <X , 77, = —¢ix s ¥ o 51 T: V — V est
linéaire sur C , soit T 1a transposée dc T comme transformation linéaire
réelle. Ona <Tx , v, = <X, * y> , d'ol

<Tx , y>, = - <iTx , y> = - <Mx , v> = - <ix, ™ > = <x, T oyyy

* * .

Done (Tx , v) =&k , T v), et T cst aussi la transposie de T comme trans-

formation lindaire complexe. La proposition est ainsi démontrée mour ¥ = C . On
o

la démontre de la méme facon quand K est le corps des quaternions.

PROPOSITION 2. - Soit V un espace préhilbertien, ¥ un sous-espace de V tel
que V=We wt . Alors

10 Ge(V) = 6e(N) o (G(W))

20 (sa)) =6R(Y) o GR(W) o G2 .

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur.

LEMME 2. - Soit V un espace préhilbertien, Ty 5 Ty 5 «o0 s T s =+ Une

suite d'éléments de G2 (V) , et W un sous-espace de V de dimension finie, tel
que T : W — W pour tout n , et Fer (Tn)f) W
®
si T ”Tn” est finie, il existe un élément unique T & G2 (V) tel que
O n @
T = 1im (S T,) . Cet élément se note .. .T. .
ns® O o

DEFINITIONS. - Soit V un espace préhilbertien,
GL(V) est le groupe des automorphismes d'espace vectoriel de V de tvpe fini ;

U(V). est le groupe des transformations unitaires de V de tvpe fini.

Si le corps ¥ est commutatif (i. e. est R ou G ) =
SL(V) est le sous-groupe de GL(V) formé des éléments de déterminant 1 ;

SU(V) est le sous-groupe de J(V) formé des éléments de déterminant 1 .

Les groupes ci-dessus sont les groupes classiquas de V .

DEFINITION. - Soit V wun espace préhilberticn. Pour tout groupe clagsique H
de V , le sous-cspace vectoriel § de (V) est appelé algebre de Lie de H .

</

L'opération crochet est définie dans GX(V) par [, B] = &P - BA . Remarquone
oque si A, B&e§ , alors [4 , Ble§

DEFINITIONS. - Soit V un espace préhilbertien; on définit

@, Tn
exp : &g (V) — GL(V) par exp (T) =1 + b T .

1



5-08
L'application exp est appelde apnlication cxponenticll:z. Remarquons que si
TeGL(V) , T-I1I¢ GIV) . Cn rose alors Il = Jjo - 1!

PROPOSITION 3., - 30it V un espace préhilbertien, H un groupe classique de
VvV, alors :
1° exp: § — H ;
B

2081 A,B&H et [A,B] =0, alors oxp (& + R) = oxp h.exp B ;

2 lexp 4ll g exp ' -1 ;
49 51 g : 0 (V) —OV) est défini par g(a) =exp 4 -1 -4, alors si

la'l s Isll < r ’ Wg(h) - g(B)n < (expr-1) “A -l

DEONSTRATION. - Les parties 1, 2, 3 sont immédiates. Pour démontrer la nartie

4, considérons d'abord ﬂAn+1 - Bn+1n . 0

antl o ogndl EZ:j W3- ) B ,
0&j<n
d'ol
B o™ e (n+ 1) 2 s - Bl
Donc : £ ﬂAn+1 _ Qn+1” '
le@) - e@®lls T i ¢l r -0 la-2l .
1 °

“ROPOSITION 4. - Soit V wun cspace préhilbertien; et T& CL(V) . Si
It < %-, il existe A € O2(V) wunique tel que :
1o Talg s

2° exp&a =T .

DEMONSTRATION. - Soit € =T - I , posons 3y =0, B, =0- g(Bn) . Comme
Ker (%n) > ¥er (C) , B & C(V) , ot B, ost défini pour tout n . De plus
R - - -
Bop =B, =B, ) -eB) 5
donc
_all = lam ) - o(m
B, -2 =le) - e DI .

Supposons !Bnn é-% , on a alors "B
3

de la proposition

le )1 < (ij-ﬁupﬂ %

0,3%56124 <-%5 et uBn+1” < f- aussi. D'ol HB u -§ pour tout

n . Appliquant & nouveau la vartie 4 de la nroposition 3, on a :

car exp 1. 1
2
2



5-09

le,) - e, _Jl< 3B -8 I

d'ou

L
2

|

! -3l -
JBn+l Bn" < an 3

n-1

pour tout n . Soit A =1inB_, on a Al ¢l ot a=0c-g), i. e.
o .

exp A=T. no@

Soit ‘B <@g (V) , |8l S% et exp A = exp B , alors A + g(4) =B + g(B) et
la - Bl = Jle(a) - gB)!l ¢ %-"A -B], d'od A =B ce qui démontre la proposition.

La démonstration ci-dessus n'est qu'une 1légére modification de la démonstration

de Milnor pour le théoréme des fonctions implicitcs.

DEFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. Pour tout sous-espace W de
V de dimension finie, on considére GL(W) comme un sous+espace de GL(V) en
identifiant T € GL(W) & T' : V — V tel que T'(x) = T(x) pour x€ W,

Tt(y) =y pour y < W-. GL(V) = lim GL(W) comme groupe topologique.

De méme, Of (W) est considéré comme un sous-espace de O (V) en identifiant
TeEGW) a T': V — V tel que T'(x) = T(x) pour x< W ot T'(y) =0
pour y s.w", et GR(V) = 11§(EE(W) comme cspace vectoriel topologique. Remar-
quons que les espaces G2 (W) sont de dimension finie, par suite la topologie sur
(V) est la topologie d'espace vectoriel localement convexe la plus fine, i. e.
(V) est muni de la topologic limite inductive de ses sous-espaces de dimension
finie ([4]). |

Si H(V) est 1'un des groupes classiques de V , H(V) = lim H(W) , et

s(V) = Lin $(W) , W parcourant les sous-espaces de V de dimension finie.

THEOREME 1. - Soit V un espace préhilbertien, H un groupe classique de V

alors 1l'application :

exp ¢ H — H

est continue, et il existe des ouverts U1<: 5 et Ué < H tels que

exp : U, —» U, soit un homémmorphisme.

DEMONSTRATION. - La démonstration cst immédiate partir de la définition et de
la proposition 4. '

LEMME 3. - Soit V un espace préhilbertien, W un sous-espace de O2(V) tel
que OR(V) =W e W . Soit F: G(V) — GL(V) définie par
F(T) = exp ("i T).exp (ﬂé T) , ou ﬁi s G2(V) = W et ™, o G(V) — uh)
sont les projections orthogonales. Alors F est continue, et si
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f(T) =7(T) -1 -T7, ona :
lea) - £®) £ 2(exp 2r - 1) la - =1 pour Jall, IRl er .

DEMOVSTRATION. - On a, en rosant =7, A = A , etc. :

1
pa) ~£@) = 2 VG, pahal-ele)

nz2 n: i+j=n

D'autre part :
Jo_ontgd ot g _gtoad . piad ptgd
1 A2 Bl 52 A2 B1 Ay + B] A B

ety pour 0<i, j<n,

ad-nhed elay -l I IR Tl
NN N T W L N DR S AR T
r+s=j-1
De plus
a2 - 820 ne®t Ja-Bll et laf - B3l < a7t a -8l
Dtol
576, peal -stedle ™ 2 e -nll
i+j=n
et
lew) - 1ol <l - o) 2 22T aep ) - 1) ool

2
Le reste de la démonstration est laissé au lecteur.

DEFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. Un sous-groupe H de GL(V)
est dit admissible si
1 H est un sous-groupe fermé de GL(V) ;
20 T1 existe une sous-algtbre de Lie § de ©2(V) telle que exp: § —> H;
i. I1 existe un voisinage ouvert de 0O dans § qui s'apolique homéomorphi-
quement sur un voisinage de 1'identité dans H ;
ii. (EQ(V) =ge 5"‘.
THEIOREME 2. - Soit V un esrpace préhilbertien, H et F  des sous-groupes ad-
missibles de GL(V) , avec HCF . Soit W= g'NF, et X=vAlh&W et
lall < Z%g . Alors 1l'application h : X x H—TF définic par h(A , T) =(exp A).T
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est un homéomorphisme de X x H sur un voisinage ouvert de 1'identité dans F .
1

DEMOWSTRATION. - Supposons h(h , 5) = h(B , T) . Posons C = S.T

h(a, D=h®, c) .si lcll 4-%-, C = exp C' et nous pouvons appliquer le

. On a

lemme précédent. On a alors ¥(a , 0) =F(B , &') d'ot 4 =R + C' , mais on
peut suoposer C'= §  soit A =R, C' =0, d'od C=1,5=T.0nen déduit

le théoréme.

THEOREME 3. - Soit V un espace préhilbertien, et H& T des sous-grounes

admissibles de GL(V) . Yotons F/H espace des classes & gauche de H dans F

et 7#: F -—» T/H 1'application canonique, glors :

1¢ 2 est la vrojection d'un espace fibré localement trivial ;

29 L'espace fibré 4 : F — F/H est principal de groupe structural H .

DEVONSTRATION, - Ce théoreme découle immédiatement du précédent et de la théorie
générale des espaces fibrés ([10]).

THZOREME 4. - Soit V wun espace prénilbertien, Hlfi H2~1 F des sous-groupes

admissibles de GL(V) - S5i H1 est un sous-groupe invariant de H2 , L'applica-

tion canonique i ¢ F/Hl——$ F/H2 est la projection d'un fibré localement tri-

vial principal de fibre H2/H1 .

COROLL&IRE 1. - Si V est un espace préhilbertien; W wun sous-espace de V

tel que V=We W s les applications canoniques :

s (V) - u(v)/uw)
Rn U s U(U)/B0) x U

Ty s U(W/UW) — U(V)/U(M) v

sont des projections d'espaces fibrés localement triviaux principaux.

COROLLAIRE 2. - Si V est un espace préhilbertien; l'espace fibré principal
GL(V) —>GL(V)/U(V) est trivial.

Le corollaire 2 découle du théorime précédent et de la. provosition 2 du para-
graphe 1.

3. La_topologie algébrigue des groupes classiques.

Dans ce paragraphe, nous étudierons un petit peu 1'homologie et la cohomologie
des groupes classiques et de leurs espaces homogénes. En général, nous nous pro-
posons d'étendre au cas infini les résultats des exposés 2 et 3. L'homologie et

la cohomologie seront toujours singulidres ; & vrai dire, pour les espaces
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considérés, ce doix ne change rien. Quand on ne rrécisera pas les coefficients,
il s'agire des entiers. Rappelons que si G est un groupe topologicue et 4 un
anneau tel que H;(G , A) soit plat, H;(G s L) est une algébre de Hopf sur
A , avec application diagonale

A: B(G, A — H(C, a) e, H(G, 4 .

Cette algébre de Hopf est associative,; et son application diagonale est commuta-
tive (i. e. anticommutative). Nous noterons P _(G , i) 1'ensemble de ses éléments
prinitifs : c'est un module gradué, et on notera Pn(G , A) 1'ensemble de ses
é1éments de degré n . Si A est l'anneau ,é des entiers, on l'omettra. Fous
supposerons toujours que l'anneau A est au moins de Dedekind. S1 X est un
module gradué sur A sane éléments de degré mpair, nous noterons E(X) 1'algébre

extérieure engendrée per X , munie de l'application diagonale

%)

A: E(X) — E(X) e E(
telle que (x)=1e x + xel vour x =X .

PROPOSITION 1., - Si V est un espace préhilbertien, Y un espace compact,
f: Y — GL(V) une application continue, il existe un sous-espace V de V

de dimension finie tel que f(¥Y)= GL(W)

DEMOLSTRATION. ~ Cette proposition découle de ce que GL(V) est muni de 1a
topologie limite inductive des GL(V) .

NOTATIOK. - Si V est un espace vectoriel sur K , on notera n(V) 1la dimen-
sion de V comme espace vectoriel réel si V est de dimension finie. Sinon

(V) = &

THEOREME 1. - Soit V un espace préhilbertien sur C ; alors

1° Pq(U(V)) sst libre » un générateur pour q < n impair, et O sinon ;
2° L'application naturelle f : E(P*(U(V))) — H*(U(V)) est un isomorphisme

d'algebres de Hopf.

DEMONSTRATION. - Soit Y un sous-espace de V de dimension finie. Le théoreme,
applioué 2 W , n'est autre que le théoréme (2,2) de 1l'exnosé 3. Ye plus; le
théordme (2,1) de 1l'exnosé 3 montre que, si W < W' , W' de dimension finie,
1'application naturelle P;(U(w)) —_— P;(U(H’)) est injective; et est un iso-
morrhisme pour g < n(¥) . In appliquant maintenant la proposition 1, on voit
que l'algébre de Hopf H;(U(V)) est 1'algébre de Hopf limite inductive des
H*(U(U)) pour les W = V de dimension finie. Far suite P*(U(V)) est la limite
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inductive des P#(U(U)) s comme d'autre part, le foncteur algibre extérieure

d'un module commute avec les limites inductives; on en déduit le théoréme 1w

THEORIME 2. - Soit V un espace préhilbertien sur C , W un sous-espace de

V tel que V=198 y* ; alors 1l'application

£ B(ROU)/REE)) — H (UEV)/TM))

est un isomorphisme de coalgebres.

DEMONSTRATION. - On sait que 1'application canonique : U(V) -— U(V)/U(W)
est la projection d'un espace fibré principal, et U(W) s'applique en un roint.
Par conséquent, au niveau de 1'homologie, P*(U(U)) s'applique en 0O dans

H;(U(V)/U(W)) . De plus, on a un diagramme commutatif

U(V) x U(W) ——— U(V)

! |

(U(V)/u@)) x p —» T(V)/UW)

ot p est un point, en utilisant le fait que U(V) — T(V)/U(Y) est un espace
fibré principal; sur lequel U(W) opére & droite. Au niveau de 1'homologie, ceci
entraine que 1'idéal 2 gauche (i. e. 1'idéal) engendré par P*(U(W)) dans

H;(U(V)) s'applique en zéro.

Le quotient de H*(U(V)) par cet iddal est canoniquement isomorphe 2
E(P*(U(V))/P*(U(W))) . Maintenant grace & la suite spectrale de 1'espace fibré,
et 2 1l'opération de H;(U(W)) sur le terme Ez s on a une application canonique

E(F, (U(V))/P,(U(4)) & H (U(1) — 2 .

™

Mais dans cette suite spectrale $2 =¥ . On en déduit le résultat.

COROLLAIRE 1. - Dans les hypotheses du théoréme précédent, si W est de dimen-
sion finie, alors :

1° ﬂ“q(U(V)/U(W)) =0 pour g &n(¥W) ;
et

20 ﬂq(U(v)/U(s-.r)) =, Hq(U(V)/U(w)) pour q = n(W) + 1 .

DEMONSTRATION, - Si W = O , le résultat est trivial. Si W # 0 ; alors, comme
U(W¥) et U(V) sont des groupes topologiques, ﬂi(U(W)) = Hl(U(W)) , et
'"‘1(U(v)) = H,(U(V)) , et puisque H (U()) Y Hy(U(V)) , et que U(W) est
connexe, U(V)/U(Y) est simplement connexe, et on peut appliquer le théoréme de

Hurewicz.
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CCROLLAIRE 2. - Dans les hypothdses du théoréme précédent, si n(W) =w ,
(U(V)/U(7)) =0 pour tout g

4 @

o
q
THEOREME 3. - Soit V un espace préhilbertien sur C ; alors :

1° Pq(SU(V)) est libre 2 un générateur pour q impair et 3 < q ¢ n(V) , et

0 sinon ;

2° L'application naturelle f : E(P; SU(V)) — H;(SU(V)) est un isomorphisme

d'algebres de Hopf ;

3° 8i W est un sous-espace de V différent de O tel que V=We W ,

1'application canonique SU(V)/SU(W) — U(V)/U(W) est un homéomorphisme.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du précédent. Nous voulons obtenir
maintenant le méme genre de résultats quand le corps de base est celui des qua-

ternions.

DEFINITIONS et NOTATIONS. - En se conformant aux notations de Bott, nous note-
rons le corps des quaternions H comme Hamilton.
8i V est un espace rréhilbertien sur le corps des quaternions, on note Sp(V)

le groupe unitaire U(V) , qui prend alors le nom de groupe symplectique de V .

THEIOREME 4. - Soit V un espace préhilbertien sur H ; alors

1° Pq(Sp(V)) est libre 2 un génératour pour g = 3mod 4 et q< n(V) , et

zéro sinon ;

20 }iﬁﬁ&ﬂ}gﬁ&igg_qﬁi&{g}ig f s E(P;(Sp(v))) v d H;(Sp(V)) est un isomor-
phisme d'algébres de Hopf ;

3° 51 W est un sous-espace de V tel que V=VWe yt s l'application natu-
relle £ : (P (Sp(V))/F,(sp(W)) —> d(Sp(V)/up(¥)) est un isomorphisme de
coalgébres..

DEMONSTRATION. - C'est exactement la mdme que celle des théorémes 1 ot 2. lous

n'entrerons vas dans les détails.

COROLLAIRE 1. - Sous les hypothéses du théoréme précédent, si W est de dimen-
sion finie, alors :

1° wq(Sp(v)/sp(w.J)) =0 pour q g n(W) + 2
et

_° "Tq(Sp(V)/Sp(’*‘T)) - Hq(Sp(V)/Sp(W)) pour q =n(W) + 3

COROLLAIRE 2. - Jous les mémes hypothéses; si n(¥) o ,
“A(SP(V)/SP(H)) = 0 pour tout q .
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REMARGUE. - On se sert toujours du fait que si V est un espace préhilbertien
et W un sous-espace de V , P*(Sp(ﬂ)) 2st un facteur direct de P*(SD(V))
la situation quand le corps de base est R est rlus c-mpliquée et nous 1'étu-
dierons de fa,on assez détaillée.
DEFIUITIONS et NOTATIONS. - 31 V  est un espace préhilbertien sur R , on note

0(V) 1le groupe unitaire U(V) de V , qui prend alors le nom de groupe ortho-

conal de V , et on note SO(V) 1le groupe unitaire spécial SU(V) de V , qui

prend alors le nom de groupe orthogonal spécial ou groupe des rotations de V .

Comme il v a de la 2-torsion dans 1l'homologie des groupcs orthogonaux, nous
diviserons 1'étude de leurs pronriétés homologiques en deux parties - d'abord
1'homologie 2 coefficients dans 1'anneau ‘32 des nombres rationnels dont le dé-
nominateur ot une vuissance de 2 , et ensuite 1'homologie 2 coefficients dans
1'anneau Z, des entiers modulo 2 . La connaissance compleéte de l'homologie dans
ces deux anneaux détermine 1l'homologie 2 coefficients dans n'imvorte quel groupe
abélien, en particulier dans les entiers, comme nous ne le montrerons pas plus

loin.

THEOREME 5. = Soit V wun cspace préhilbertien sur R tel que n(V) soit im-

pair ou ® ; alors
1° P (0(V) ; &
q < 2(n(V) - 1) , et 0 sinon ;
2° L'application naturelle f : E(P¥(SO(V) ;‘32) — H;(SO(V) ; 92) est un

isomorphisme d'algebres de Hopf ;

est libre & un génératour pour ¢ = 3 mod 4 ; et

p Lok . . :
3° 531 ! est un sous-espace de V tel que V=We W et si n(l) est impair

ou ® , l'application naturelle :
£+ EB(P,(80(V) ; Q;)/B,(S0(W) ; Gy)) - H_(S0(V)/s0(¥) ; G,)

est _un isomorphisme de coalgébres.

DEMONSTRATION. - La démonstration est encore semblable ® celle des théortmes 1
et 2, modulo les résultats de 1'exXposé 3.

Remarquons qu'un espace préhilbertien de dimension infinie est limite inductive

de ses sous-csnaces de dimension finie impaire.

TEEOREME 6. - Soit V wun espace préhilbertien sur R de dimension finie, paire :

N

1° Pq(SO(V) 3 32) est libre 4 un générateur pour q = 3 mod 4 ,

q <2(n(¥) - 1), et pour g =n(V) -1, et zéro sinon ;
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2° L'application naturelle £ : Z(P,(S0(V) ;G — 5, (0(V) ; Q,) est un

isomorphisme ;

39 831 W est un sous-espace de V tel ouc n(W) soit impair; 1'application

. s e s L ————— o Lo ot o ——

naturqllg H

e

f: E(2,(50(V) ; G,)/P{(S0(M) ; G,)) -= 5, (S0(V)/80() 5 Q)

est un isomorvhisme de coalgebres.

DIMONSTRATION. - Facile, et laissée au lecteur.

NOTATIONS. - Soit n un entier >0 et pair. Soit M un module gradué sur A
tel que Mq =0 pour g #n , et M libre & un générateur. Soit C(¥) la co-
algébre telle que C(M)q =0 pour q£0 , n, C(M)n =M, et C(M)O =4,

1'application diagonale étant donnée par i(x) =x® 1+ 1® x pour X & Mn .

THEOREMT 7. - Soit V un espace préhilbertien sur R, W un sous-espace de V
o~

de dimension finie, paire, et W' wun sous-cspace de V tel que W soit un sous-
espace de W' de codimension 1 ; alors si n = n(W) , Hn(SO(V)/SO(U) ; QZ) est

libre 2 un génératecur; ot

E(P, (50(V) 3132)/P;(SO(M') 5 Q) ® C(H (50(N)/80(W) , &)

est isomorphe comme coalgébre 2 H;(SO(V)/SG(W) s Qz) .

DEMONSTRATION. - 3i nous considérons la fibration SO(V)/SO(W) —s SO(V)/SO(W') ,
la fibre cst une sphére de dimension n , et cst totalement non homologue 2 zéro.

Le résultat on découlc en appliquant le théoréme précédent.

Passons maintenant 2 1'étude de 1'homologie des groupes orthogonaux spéciaux,

& coefficients dans 72, .

THZOREME 8. - Soit V wun espace préhilbertien sur R .

1° Si W est un sous-espace de V ; l'application naturelle

i, ¢ H(sO(W) ; 52) — H,_(80(V) 5.52)

*

est injective, ct est un isomorphisme en degré q < n(W) ;

ROSi V=We iyt 5 H%(SO(V) ; 52) cst isomorphe comme groupe additif a
H (80(¥) ; zz) e H, (SO(V)/S0(¥) ; 22) .

- DEMONSTRATION. - Ce théordme découle du théoréme (3,2) de 1'exposé 3, par un

reisonnement de passage 2 la limite inductive.
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PROPCSITION 2. - Si V est un espace préhilberticn sur ﬁ ; V=We WJ‘,
10 ¢E(SO(V)/SO(V)): 0 pour q = n{l) ;

2° 51 n(¥) est fini et n = n(W) ,

wn(so(v)/so(w)) SELEEN Hn(so(v)/so(w)) .

4. Fibrés universels et cspaces classifiants.

DEFINITION. - Soit G un groupe topologique. Un fibré universel pour G est

un espace fibré localement trivial princival +: X —3 B de fibre et de groupe
structural G ; tel que WQ(X) =C pour tout g . L'cspace de base B est alors

un espace classifiant pour G .

THEOREZME 1. - Soit V un cspace nréhilbertien sur ¥ | et F un sous-groupe

admissible de GL(V) , il oxiste alors un fibré universel pour F .

DEMONSTRATIOF. - Soit W un espace préhilbertien de dimension Infinie sur X .

Alors V e W est un espace préhilberticn sur ¥ , et

wa(GL(w)) BN ?EKGL(V o 1)) pour tout gq .

Remarquons gue ﬁa(GL(w)) A, ?é(U(H)) , etc. Par conséquent,

néKGL(V e 1)/GL(")) = 0 pour tout q .

1

De plus F x GL(W) T GL(V e ') . Si nous vosons X = GL(V e *)/GL(") , et
B = GL(V e ¥)/F x GL{W) , 1'application canonique 7 : X —s B satisfait 2 la

condition.

{f

U(V e W)/U(GH , ot

B =1(VeW)/T x U() , avec pour 7% : X —» B 1l'application canonique.

Remarquons que si F .2 U(V) , on peut prendre X

REMARQUES. - La raison d'étre de la terminologie précédente est que, si

n o ¥ - est un cspace fibré localement trivial vrincipal de groupe struc-
tural G, et =v: X —= B un fibré universel pour G , alors, si € est un
espace raisonnable; le fibré »' ¢ Y -— ( peut &tre considéré comme le fibré
induit sur C par une application f : C — 2 . In fait, les classes d'équi-
valence d'espacas fibrés localement triviaux principaux sur C de groupe struc-
tural G sont en correspondance bijective canonique avec lcs classes d'homotopic
f: C — B . Cet ensemble est noté +(C ; B) . 8i [f]« v(C ; B) , et si

Yf —3 C est le fibré induit sur C ; ce fibré cst dans la classe d'équivalence

représentée par [f] . Ces résultats sont classiques ; pour les détails, voir [10].
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I1 est également bien connu que la cohomologic d'un espace classifiant pour G
ne dépend pas du choix de 1'espvace classifiant. I.'espace classifiant est parfois

apvelé base universelle. Pour plus de détails, voir [35]).

5. Remarques complémentaires sur 1'homologie 2% la cohomologie modulo 2 des grou-

pes orthogonaux et svinoriels.

Soit W wun espece préhilberticn sur R ; muni d'une base Eei? indexée par

“

les entiers >0 . Soit Un le sus-cspace de W engendré par 81 5 cee s e

ot posons O(n) = o(wn) . Soit V=ReW, V . =ReW , et posons

SO0(n + 1) = so<vn+1) .
Soit Tyt V.. — T ., 1'élément # 1 de o€§?~a o(vn+1) , et définissons
£ o(vn+1) — S0(n + 1)
par
£ (1) =11, ot .

En effet; comme fn(T) est un commutateur, det fn(T) =1, et
£(1)& 80(n+ 1) . 51 T' < O(R) x O(n) =0(V ,,) s alors £ (T) =f (TT') . Par
suite f  induit une application g 3 O(Vn+1)/OQE) x 0(n) —> SO(n + 1) .
D'autre part O(Vn+1)/OQ5) x 0(n) n'est autrec que 1'esvacc projectif réel PnQE?
de dimension n , donc g 3 Pn(ﬁ) — S0(n + 1) . En outre, nous avons, pour
tout entier n , un diagramme commutatif :

gn
P (R} ——— 30(n + 1)

n+l
. t
] 041 16£+1
A T
“n+1 n+1
.. N . . Al _—
o 8 ., est la sphére de dimension n+ 1 de V_ .., .;n+1(T) = T(en+2) s Sl

est la sphére de dimension n + 1 obtenue en contractant Pn(R) en un point dans

Pn+1(§) . Supposons

Mmoo (" 1

& = {7
n+l fn+1 1 n+l fn+1
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Comme TO(en+2) = e .5

-1( ) =x +7y ,; avec X € §; ct y & wn+l . 0n a

) =x'"+v' ,ona

Posons ¢ T e

n+2 ~lJ
TO(X +v) = -x+vy, de =8me en mosant (T') (en+2

TO(x' +y') = =ax' +v' et T(-x+v) =T (-x"+ "), mais

T(x +v)=T7(x" +v') = e ,p » d'ol T(2x) = T'(2x') , et T(x) = T'(x') . &i
le) t 3 —

n+l(T) ot fn+1(T ) lais

sent toutes deux e fixc, donc appartiennent toutes deux & SC(n + 1) . si

n+l
x ou x' est différent de O , ils le sont tous deux, et ont méme valeur absolue,

x =0, onaaussi x' =0, ct les transformations f

puisque T et T' sont orthogonalscs. On a donc soit ¢
T(1) = 7' (1) 5
soit

T(1) = 7' (- 1) 5

i

et dans les deux cas T et T' appartiennent & la méme classe de

e} .‘"3' m - At ! ) 4 3 ~
O(Vn+2)/0(5) x O(Vn+1) , et un+l(*) ;Jn+l(T ) . On en déduit que h ., ost

injective, et est un homéomorrhisme. Ce raisonnement est le méme que celui qui

interviendra 3 1l'exvosé 11 dans le cas complexe.
Maintenant, au niveau de 1'homologie,

H*(Pn+1(5) s P

i
g
\
i

LR Sz — 3,(s0(n + ?) , S0(n + 1) ; 2

|

N

5)

H*(S£+1 s P E‘EZ) S H*(Sn+1
Maintenant grice au diagramme :

eee ~ H

(Pn(B)EE2) __"I'In+1(1:‘n+l(,.,1}).’..1{'2)_a i
d { ,
+1(SO(n+1),22) - Hni’l(SO(n+2)9,§2) - Hml(so(mz),so(n+1);§2) Sy

(P, (R),E_(R);Z,) = ...

n+1 n+l

see =} Hn

on voit par récurrence que

(gn)* : H*(Pn(g) ;52) — H_(S0(n + 1) 5?.2)

est injective pour tout n .

De plus, on vérifie par récurrencec que les é1léments orimitifs non nuls de
H*(SO(n) 5 ZZ) considérée comme algébre de Hopf sont tous indécomposables, car
H*(SO(n) H 22) est une sous-algébre de Hopf de H*(SO(n + 1) Zz) 5



5-20
la coalgébre H;(So(n + 1) - ZéyyH*(SO(n) s éq) étant isomorphc & la coalgebre
H;(Sn ; 22) , d'olx on déduit qu'il v a au plus une dimension de plus dans les

éléments primitifs de H;(SO(n + 1) ;‘gz) que dens ceux de H_(S0(n) ;‘52) a

cause de la suite exacte

0 = P(H, (50(n);2,)) = P(H, (80(n+1)32,)) = P(H, (50 (n+ 13 4,) /8, (50(n) 52,)) 5

et ces nouveaux éléments primitifs ne peuvent apparaltre qu'en dimension n .

Ceci montre que la cohomologie H*(s0(n) ; }2) est engendrée par les éléments
primitifs, et cuc dans 1l'algébre H*(SO(n) 3 ZZ) , pour tout élément x de dimen-

sion >0 , x2 = 0 , enfin que cctte algébre est commutative ([$]).

NOTATIONS. - Pour tout espace vactoriel gradué M sur Z, s on note Z(¥)
1'algibre extérieure engendrde par 17, et L(¥) 1'algdbre symétrique engendrée

par 1} .

THEOREME 1. - L'algébre H;(SO(n + 1) ;‘52) est commutative, ct nour tout é1é-

ment x de degré >0, x =0 . Il existe une application canonique

g, * Pn(B) —s S0(n + 1)

telle que
8 * H(P(R) 5 Z)) — H (S0(n +1) 5 Z,)

soit injective. Si on note” M 1l'espacc des éléments de degré >0 dans

H;(Pn(ﬁ) 5 22) s 1'application naturelle

(én); : B(M) — H,(SC(n + 1) 5 25)

induite par gn; est un isomorphismec d'algébres de Hopf, ol la diagonale dans

E(M) est 1'unique application A telle que le diagrammc

H*(Pn(fi) ;32) —_— H*(Pn(}}) 552) ® H*(Pn(fg) ;gg)

i
N 3,
E(M) a '

5> E(M) o E(M)

soit commutatif.

Nous allons réénoncer le théoréme précédent d'une fagon différente, en le com-
plétant.

THEOREME 2. - I1 existc unc application naturelle :

g, : P(R) — s0(n+1) ,
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telle que si y, € Hi(SO(n + 1) ; ZZ) est 1'image de 1'élément non nul de

Hi(Pn(B) ;.22) pour i=1, ..., my 1'algébre H (S0(n + 1) EZ) soit

1'algébre extérieure engendrée par Yo cee 2 Yy . 3n posant y, =1, 1l'appli-

cation diagonale, dans l'algébre de Hopf H*(SO(n +1), EZ) , cst donnée par

. i"‘"l’
Ay) = 4. V. ® Y, pour k=1, ceo 5 1 .
k 3432k i j

I1 v a un élément primitif non nul Py dans chaque dimension impaire k< n , et

s

P, = 2. Vi Vs .
I VEE TR RS
i<j
¥n outre, on a
(*) : ;&(y?k) = Youo1 vour 0 <2k <n + 1 ,

en notant /! 1'opération de Bockstein.

(Rappelons que, pour tout espace X , 1'opération de Bockstein

/EZ Hn(X ;52) — Hn"l(X ;‘é‘ )
est composée de l'application Hn(X 5 22) s Hn_l(K ; Z) associde 2 la suite
exacte 0 — Z —EL¢ 7 — Z, —> 0, et de 1l'application naturelle

Ho_ (X352 — H_(X;32)).0na pr=0).

Le théoréme 2 se déduit du théoréme 1 par un petit calcul. Les formules donnant

les éléments nrimitifs s'explicitent comme suit

Py =¥y 5

p3 y3 + Yl y2 H]

p5 = y5 + ¥q Y4 + Yo Y3 s ete.
Quant 2 la relation (*), dans H;(SO(n + 1) 3 ZZ) , elle résultc de la connais-

sance (classique) de /2 dans la cohomologie de l'espace projoctif.

Le théortme précédent admet un complément : tous les éléments de torsion de
H (S0(n + 1) ; 2) sont d'ordre 2 exactement (cf. exposé 3, théordme (3,1)).

On peut en donner une démonstration différente de ceclle de 1'exvosé 3 : tout
d'abord, H_(SO(n + 1) QZ) n'ayant pas de torsion, H_ (S0(n + 1) ; Z) n'a pas
de torsion p-primaire, pour p premier # 2 . D'autre part, si on calcule

1'algdbre d'homologie de H;(SO(n + 1) ZZ) pour 1'opération de Bockstein JE
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(qui est alors une dérivation d'algdbre), on obtient 1'algébre extéricure engen-
drée par les éléments Vo Yoxe1 (0 <2k <n + 1) de degrés 4k - 1 ; il s'en-
suit qu'en chaque degré, cette algdbrec d'homologie a méme dimension (comme espace
vectoriel sur Z, ) que H;(X) ® G, (comme module libre sur G, ). Ccla implique

(cf. appendice) que tout élément de torsion de H;(X) est d'ordre 2 .

DEFINITION. - Pour tout espace préhilbertien V sur R, on note Spin (V) 1e
revétement universel de S0(V) . Le groupe Spin (V) cst appelé groupe spinoriel
de V.

On peut calculer 1'homologie et la cohomologie de Spin (V) pour tout V , mais

nous nous contenterons du théoréme suivant :

'THEOREME 3. - Soit V un esvace préhilbertien de dimension infinie sur R ;
22 o

1 (s0(V) 3:§2) est une algébre de polyndmes & un générateur primitif x, en

chaque dimension impaire 2i -1 .

Ce théoréme résulte du théortme 2 par dualité.

THEOREME 4. - 51 V est un espace préhilberticn de dimension infinie sur R,

1° L'algébre de Hopf H' (Spin (V) ; Z2) est une algébre de polvndmes & un gé-

nérateur primitif en chaque dimension impaire >1 .

2° Toute la torsion de H;(Spin (V) 5 Z) est exactement d'ordre 2 .

3° L'application natureclle w: Spin (V) — SO0(V) est telle que

W ot H (Spin (V) 5 Q) —== H;(SO(V) ; Q)
* * pnge) - pig?)

DEMONSTRATION. - Considérons la suite spectrale de cohomologic du revétement
7t:  Spin (V) — SO(V) . On a :

- P !
Eg,q - H~(K€§2 , 1) ; 52) ® Hq(Spln (V) ;‘52) 5

r
E ==

B (S0(V) 5 2,) -
C'est une suite spectrale d'algdbres de Hopf. H*(}’.’(Z2 , 1) 3 Zz) est une al-

gébre de polyndmes 2 un génératcur de degré 1 , ce génératecur va sur un générateur
de 1'algdbre de polyndmes H (SO(V) 5 %

n2) s et l'espace de base est totalement non

cohomologue & O .
Donce E2 = EGD ; d'ok on déduit 1l'assertion 1° de 1'énoncé. L'assertion 3° ré-
sulte de ce que Hp(K(MZ_2 , 1) ; 32) =0 pour p> 0 ; l'assertion 2° sc prouve

par un argument analogue 3 celui utilisé ci-dessus pour SO(V) .

THEOREME 4 bis. - L'algdbre H;(Spin (V) §2) cst une algdébre extérieure en-
gendrée par des éléments Kgs X5 Kg g oees (un en chaque degré non puissance
de 2 )o
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DEMONSTRATION. - Puisque H*(Spin (v) ;4&2) est, comme algébre de Hopf, un
produit tensoriel d'algébres de Hopf dont chacune est une algébre de polvndmes &
un générateur de degré 2k + 1 % 3, 1'algébre de Hopf duale H#(Snin (V) ;132)
est un produit tensoriel d'algébres de Hopf dont chacunc cst la duale d'une al-
gébre de rolvndmes > un générateur de degré 2k + 1 . Cette duale cst une algibre
extérieure engendrée par des é1léments de degrés 2k s 1 , 2(2x + 1) , 22(2k +1)
eee 5 2%(2k + 1) , ... 3 A'oR lc théordme. On calcule facilement 1'application

diagonale dens 1l'algdbre extérieure précédentc.

REMARQUE. - L'application de revétement Spin (V) --3 SO(V) définit une
injection de 1l'alg®bre de Hopf H*(Spin (V) ZZ) dans 1'algebre de Hopf
H_(S0(V) 5'52) .

6. Remarques finales et questions.

T
J(L)(R , R) , ou L est

une algdbre de Lie sur R quelconque, et U(L) son algébre cnveloppantc univer-

1° En algdbre homologique,; on a défini les groupes Tor

selle. On connalt des conditions qui assurent que si G est un groupc de Lic de
dimension finie et L son algébre de Lie, TorJ(L)(R , R) =H*(G; R) . Guelle
est la situation générale ?

I1 est clair que si V est un espace préhilbertien,

Tor? B (7 | mj=w¥eu(v) ;5 R) ,

par passage & la limite inductive.

2° Peut-on donner une classification des algtbres de Lie semi-simples qul sont

limite inductive d'algébres de Lic dedimension finie ?

3° 8i X est un complexe simplicial, il y a deux topologics sur X : la topo-
logie métrique et la topologiec C - W . Ces topologics ont le méme type d'homo-
topie. Soit V wun espace vectoriel topologique localement convexe, et X un
espace localement homéomorvhe 2 V . Si on change la topologie de X en chan-
geant la topologie de V en une autre topologie d'espace vectoriel localcment
convexe le type d'homotopie de X change-t-il ?

Dans quelles conditions un tel cspace est-il paracompact ?
4° Un théoréme de J. H. C. WHITEHEAD affirme que si X et Y sont des
C - U-complexes connexes, f : X -— Y wune application telle quc

f; : ﬂé(X) Y ?g(Y) pour tout q , alors f est une équivalence d'homotopie.

Un cas particulier dit que si IH‘X) =0 pour tout q , X est contractile.
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Ce théoréme cst-il encore vrai si l'on suppose seulement que X est localement

N

homéomorphe & un espace vectoriel topologique localement convexe 7

7. Appendice : la suite spectrale des opérations de Bockstein.

Soit q un nombre premicr (on n'utilise pas la notation p , pour réserver
la lettre p & la filtration de la suitc spectrale). On note Qq le groupe

additif des nombres rationnels dont le dénominatcur est une puissance de q ;

pour chaque entier p > 0 ou <0 ; soit Q b le sous-groupe des x # Q  tels
My -
que qp X soit entier ; on a en particulier Q o~ Z . Le groupe Qq est fil-
2 e el
tré par ses sous-groupes Qq . (p variant de - & +® ).
U

Soit X un espace ; soit C;(X) le groupe des chalnes singuliercs 2 coeffi-
'd . ; - t . ' X - .A és A .
cients entiers ; filtrons Qe C,(X) =4 par les gq,p ® C*(X) , not Fp A

Considdrons la suitc Spectraio de cetto filtration ; clle aboutit & 1'homologie :

H(0s Q) =9, »8,&)
filtrée par les images des o H (X) . Lo noyau de o H (X) -» o H (X
° 8 q,p © B+ Lo oy 84,0 ° B { 7 8 © B (H)
cst la. composante qg-vprimaire de Qq . ® H*(X) . 51 1'image est notée
~Us

Fp(gq ® H*(X)) , on voit que :

® ﬁ*(X) ® Z R

F(Q, © B,(0))/F_ (g e H,(0)~ 2

P ~q g“q’p

ﬁ*(X) désignant le quotient de H;(X) par son sous=-groupe de torsion. D'autre
part, ceci est canoniquement isomorphe au terme iz de la suite spectrale.

On a :

E- = 7 NG = 1 o .
p H*(g"q’P ° C*(K) ° ‘Z""q) 9‘%? ° LI*(X ’ ?aq)

Pour chaque p , on a des isomorphismes

P LD 2l gl
p —~ O [] ﬁap wZ .JO
définis par la bijection Q  — Z (multiplication par q® ), et ils indui-
’ AN
sent des isomorphismes E; o~ ES pour chaque r . Moyennant ces isomorphismes,
la différenticlle d1 : E; - ED_1 de la suitec spectrale se transforme évi-

demment dans 1l'opération de Bockstein

H(X;2) — 5, Z) ;

c'est bien une différentiellec (d1 d1 = 0) . Les différenticlles d2 s d3

§ oo
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s'identifient aux opérations de Bockstein d'ordre supéricur ; chacune est définie
sur 1'homologie de la précédentc.

On sait que, dans la théorie de la suite spectrale (voir [6], chap. XV), on

introduit %es groupes :

i

e 7 (‘1 { B
Ker H (X ® uq) — H*\_x)_ ;

1]

ONH OL\é

Ker H (X o zq) —3 H (X® qu-l) ’
et que ® = lim EY si 2 = M 2z . Or ici 1'intersection des Z° s compose
0 r O 0 r O 0

des é1léments de H(Xe Zq) que 4 applique en un élément x < H;(X) divisible

par toute puissance de q . Si Hn(X) est de tvpe fini pour chaquc n (ce qu'on

supposera désormais), un tel élément x est nul, ot par suite on a bien
2 =M 25 . 11 s'ensuit que :
0 r O :

- . r

= lim B .
H*(X) ® Zq im By
r
Dans chaque degré n , la dimension de Eg (comme espace vectoriel sur le

corps Z ) est au moins égale 3 la dimension de ﬁn(X) ® Zq 5 si, pour un r ,

ces dimensions sont égales quel que soit n , alors nécessairement

B = Eg*l = ... = B0, clest-a-dire 4" =0, a**! =0, cte. Or cela signifie

que si un é1ément de Hn(X) est dans 1'image de E) (c'est=3-dire s'il est

d'ordre 2 ) et si son image dans Hn(X ® Z r-l) est nuile, alors son image dans

Hn(X ® 7 r,) est nulle si grand que soit r' . Autrement dit, tout é1lément

q
u < Hn(X) tel que qr u =0 est on réalité nul : toute la qg-torsion est d'or-

dre <q" ! .

Par exemple; (r = 1) , si Hn(X ® Zq) a néme dimension que ﬁn(X) ® Z_ pour
tout n , c'est que H*(X) n'a pas de g-torsion (comme il est bien connu). Pour
r =2 : si 1'homologie de H*(X @,Zq) pour l'opération de Bockstein a, en chaque
degré, méme dimension que ﬁ*(X) ® Zq » alors toute la g-torsion est exacte-

ment d'ordre g , etc.
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