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5-01

ESPACES CLASSIFIANTS

par John C. MOORE

séminaire H.. ~’~ 
12e année; 1959/60; n° 5

30 novembre 1959
et 13 mars 1960

10 Algèbre élémentaire des groupes classiques.

Le but de cet exposé est de montrer l’existence d’espaces classifiants et de

fibrés universels pour les groupes de Lie compacts, et certains groupes limites

de ces groupes..:~ous travaillerons sur un corps fixe qui sera soit celui des

nombres réels, soit celui des nombres complexes, soit celui des quaternions. 0 De

plus, on a une application f ixe ~ : K -~-~y K telle que 1

10 ,.~c. est un antiautomorphisme d’algèbre sur les réels ;
2° si K = R , 03B1 est l’identité ;

3° si K =0 , $ 03B1(i) =-i ,
4° si K est le corps des quaternions, 03B1(i) = - i , > 03B1(j) = - j et

~(k) = - k o

DÉFINITION. - Si V est un espace vectoriel à droite sur K , un produit scalaire
sur V est une application ( 9 ) ~ : V x V ---,; K telle que é

1~ (x, Y + ~r’ ) - (;~ , ;T) + (x, ~~r’ ) pour - , 

3~ (y, x ) - ~~;(x , y) pour x, 

3° (X 9 yk) = (:: 9 y) k pour x, y et 

4 ~ (x, x ) >, 0 pour x ~. v !

5~ (x, x) =0 x=0 pour f~ o

Pour x ~ V , soit = V(x ~ x) . a Le nombre réel positif est appelé
"norme de x ~’ a

PROPOSITION 1. - Si V est un espace vectoriel sur, K et (x. ) une base de

V , il existe un produit scalaire unique ( , ) : V x V ~ K tel que

(xi , xi) = 1 pour tout i et (xi , xj) - 0 pour i ~ j .

Démonstration immédiate.

DEFINITION. - Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire : i une base (/

t ~~ Rase signifiera toujours base algébrique. 0



(x. ) de V est di te orthonomiale si (x. , x. ) = l pour tout 1 et
i -- i i

(x. , x . ) = O pour 1 / j o

i j

Un espace vectoriel V muni d’un produit scalaire sera anpelé pré-

hilbertien (réel, resp. complexe, resp. quaternonien). o Quand nous parlerons d’un

sous-espace b.Î d’un espace préhilbertien li , il s’ agira d’un sous-espace vec-

toriel muni du produit scalaire induit. Deux sous-espaces et W2 de V

sont orthogonaux si (x , ir) = 0 pour x E y « W2 ; si W est un sous-espace

de V , soit W| = ( .. y ) y é£ V et y) = 0 pour x >*. Î,,Î ’r . ; L’ espace W| est

appe lé l’orthogonal de ’J o

LEMME 1. - Soit V urn espace préhilbertien, 1J un sous-espace de V de dimen-

sion finie. Alors V = o

DÉMONSTRATION. - Soit (x1 , ... , xn) une base orthonormale de U , soit

À t V -p V définie par ,iy> = zz x. xi , y> CI À est un projecteur: t

V -s V , d’ image V , et de noyau W| , ce qui démontre le lemme 0

LEMME 20 - Si V est un espace préhilbertien de base dénombrable, V a une

ba se orthonormale.

DÉMONSTRATION. - Soit («r ) , n = 0 , 1 , o o o une base de V j posons

Yo 
P "0 d ~ ,

~0 Il 
’ .. 

,,,

Maintenant (xn) est une base orhtonormale de ce qui démontre le lemme. 0

DÉFINITION. - Si V et W sont des espaces préhilbertiens, une application
T : V . ~-; W sera dite unitaire si

1° T est K-linéaire ;
2~ ( Tx ~ Tv) -- ~ s ~’ ) pour x , y  V o

PROPOSITION. 10 - Si V et sont des espaces préhilbertiens de base dénom-

brable, il existe un isomorphisme unitaire T ô V ---~ W .

Cette proposition n’est qu’un corollaire du lemme 20

DÉFINITIONS. - Soit V un espace vectoriel, T ~ i ~~ -7 V une transformation

linéaire et I l’identité de V o L’espace VT = Ker (I - T) est appelé espace
des points fixes de T . 0



Soit V un espace préhilbertien, une transformation T ~ i V -~-~ V est de type

fini s’il existe un sous-espace W de V de dimension finie tel que x

1° W soit stable par T ;
2° W1 ~ VT o

Une transformation T : V ~ V est dite de rang fini s’il existe un sous-

espace de V de dimension finie tel que °

1° ~~.’ soit stable par T j

2~ Ker (T) o

30 - Soit V -un espace préhilbertieno

1° Si S , > T : i V ~ V sont des transformations de type fini, S o T : i V ~ V

est une transformation de tvpe fini. e

2° Si S et T sont des transformations de rang fini~ S o T est de rang

fini. o

LEMME 40 - Soit V un espace préhilbertien et T ° V ---~~ V . o Si T est soit

de rang fini, soit de type fini 3 il existe une transformation unique ~ â

T~ ~ x V ---~ V telle que (Tx ~ 9 y) = (x y) pour x , y ~:: V o

Supposons T de rang fini. o Soit ’.1 un sous-espace de V de

dimension finie tel que T ~ * -~-r ’r.i et fer o Soit (x. : ... , x )
une base orthonormale de W . o Définissons T~ n V --r V par

T~ (~) ~ JEU x. (Tx. 9 y) . a Si x 1;. ~~’~ , .

et T a la propriété cherchée. .

Soit maintenant S une transformation quelconque telle que (Tx 3 y) = (x , Sy)
pour x , y-V . Si x~W ~ 0 = (Tx , y) = (x > Sy) , par conséquent >

Im (S) ~ W||= W , et Sy= 03A3xi(xi , Sy) y) , donc S = T* .

Si T est de type fini, T -I est de rang fini, et on pose T* = (T -.1)* +1 .



DÉFINITION. - Soit V un espace préhilbertieno Une transformation

T t V 2014~ V est dite normale si

1° Il existe’ T* : V 2014~ V telle que (Tx, y) = (x , T*y) pour x, y 

2° o

LEt~S 50 - Soit V un espace préhilbertien, I i V -~ V une transformation

normale. o Alors : 1

1° T est de type fini si et seulement si V~ est de codimension finie ;

2° T est de rang fini si et seulement si Ker (T) est de codimension finie.

DÉMONSTRATION. - Supposons Vm de codimension finie. L’image W de T - 1

est de dimension finie, et comme T(T-I) = (T -I) T , on a T : W 

plus T*(I-T) = (1-T) T* puisque T est normal, et T : W2014~W . Si

soit (x. , ... , x ) une base orthonormale de W . On a :

Vu 
| 

~ VT , ce qui démontre la partie 1. La partie 2 se démontre de même ° 0

DÉFINITION. - Soit V un espace rréhilbertier;. et T : V ~ V une trans-

formation linéaire.  On dit que : t

1° T est symétrique si (Tx y y) = Ty) pour x 9 y ~ V ;

2° Test définie-positive si T est symétrique et x) > 0 pour 0 ;

3° T est symétrique-gauche si (Tx , y) = - (x , 3 pour x 9 y .:w V ;

4° T est unitaire si (Tx, (x , pour x , y ~. ~T a

LEMME ~. - Soit V un espace préhilbertien, T ~ i V ~ V une transformation

unitaire telle que VT soit de codimension finie. Alors T est de type fini.

DÉMONSTRATION. - T étant unitaire, (x , x) = (Tx , Tx) , et T est injective.

L’image j~T de T - I est de dimension finie, et T ~ i ~~~ --~ T.’ . Donc

T ~ Z~ 2014~- W . ° Soit x n une base orthonormale de T~~ 9 posons

y. == Txi ° Maintenant ~r~ g ° o o , yn est une base orthonormale de W . ° Si

x ~ 

et T est de type fini. o

PROPOSITION 2. - Soit V un espace préhilbertien, et T s V ~ V une trans-

formation bijective de type fini. Il existe alors des transformations

S , U fl V ~ V s uniquement déterminées, telles que : 1



1° T = SU ;

2° S est définie positive de type fini ;

3° U est unitaire de type fini. o

DÉMONSTRATION. - Soit 1.l un sous-espace de V de dimension finie tel que

T : ---~ j~ et a Il existe alors des transformations S , U ~ 9 ’1 2014~ W

telles que T ~ = SU, S définie positive., U unitaire. Prolongeons S et U

à V tout entier en Dosant Sx = Ux = x pour x -. o Alors T = SU , ce qui

démontre la Droposition.

PROPOSITION 30 - Soit V un espace préhilbertien, T : ô V ~ V une trans-

formation de rang fini. Il existe des transformations A , B : t V ~ V , unique-

ment déterminées, telles que
1° T = A + P ,

2° A est symétrique de rang fini ;

3° B est symétrique-gauche de rang finio

On pose A = 12(T + T*) , B = 12(T - T*) o

2. La topologie des groupes classiques et l’application exponentielleo

DÉFINITIONS et CONVENTIONS. - Tout espace vectoriel V sur K sera muni de

la topologie limite inductive de ses sous-espaces de dimension finieo Bien que

nous nous occupions d’espaces préhilbertiens, nous ne nous servirons que rare-

ment de la topologie de la norme. Four un espace préhilbertien v 9 soit 

l’espace vectoriel réel des transformations T : z V ~ V de rang fini. Pour

T ~ on définit la norme de T , notée de la façon suivante > soit

~~J un sous-espace de dimension finie de V tel que T ~ i W --~ W et c Ke~r T .

,Soit ... ~ y x une base orthonormale de j~t , on pose 1

Remarquons que T* T est symétrique et positive (mais non définie), et que

J)T))~ = ~(T* Tx. , x.) . o est donc la trace de T* T ~ et ne dépend pas du

choix de la base de W . . On définit un produit scalaire sur (5E(V) en posant

(T1 , T2) 2014 1 2(~T1 + -Lp.) ’

LEMME 1. - Pour tout espace préhilbertien V , BE(V) est un espace préhilber-
tien réel, ou la norme est donnée par = (T , T) .



DÉFINITION. - Si V est un espace préhilbertien, TI(V) est le sous-espace de

BC(V) formé des transformations symétriques-gauches.

Si K est commutatif, i. o e. o si K = R ou ~, 5C(V) est le sous-espace de

(SE(V) formé des transformations de trace nulle, 611(V) = FB 6E(V) . o

PROPOSITION 1. - Soit V un espace préhilbertien,

1° (5C(V) = U(V) j
2° est le sous-espace de B~(V) formé des transformations symétriques.

DÉMONSTRATION. - Si T G 5C(V) , on notera aussi T la transformation obtenue

en considérant V comme un espace vectoriel réel. Pour x , y ~ V ~ notons

x ~ y~ la partie réelle de (x $ y) . o Maintenant  ,> : t V x V -~ R est

un produit scalaire qui fait de V un espace préhilbertien réel. Si T est sy-

métrique, (Tx , v) = (x , Ty) pour x , y ~. V et Tx , y~- = x , 

donc T , considérée comme transformation réelle est symétrique. De même, si T

est symétrique-gauche, T considérée transformation réelle est encore

symétrique-gauche. De plus, si on note la norme de T considérée comme

une transformation réelle, on a, si K ~ C , = 2~! , et si K est le

corps des quaternions, alors ~T~2R = 4~T~2 .
Par conséquent, pour montrer que (A , B) = 0 quand A est symétrique-gauche

et B symétrique, il suffit de le montrer pour K = R a Dans cas,

A* = - A ,

B* ~ B ;

(A + B)* (A + B) = - A~ - AB + BA + B~ .

Mais tr AB = tr BA , donc JJA + = N’~ + (A ~ B) = 0 . Posons

maintenant : 1 
.

remarquons que 9 1  T ) .* st Symétrique-gauche, 03B82(T) symétrique, que

T - 03B81(T) + h (T) , et que h et 03B82 sont des projecteurs continus pour

la topologie de OE£(1) , ce qui démontre la proposition pour K = R o

Supposons maintenant K = C o °n définit  , ? i t V * V - R Par

x , y>1 = - §( (x , y) - (v y x) ) o On sait que  x , Y> = £( (x , >) + (Y > x)) ,

var conséquent :



3° (x ; > y) = x , v~ + x , > v>~ i . °

Donc  , > est un Réduit scalaire symplectique sur l’espace vectoriel réel

V . O De plus, 2°, on a x , y~~ =-ix , ° Si T : * V --~ V est

linéaire sur G , y soit T* la transposée do T comme transformation linéaire

réelle. On a Tx , y> = x , T y> , d’où

Donc (Tx , y) - , T* y) > Et T* est aussi la transposée de T comme trans-

formation linéaire complexe. o La proposition est ainsi démontrée nour Y = C . On

la démontre de la même façon quand F est le corps des quaternions 0

PROPOSITION 2. - Soit V un espace préhil-bertien, W un sous-espace de V tel

que V = ~~~ e ~~ ~~ . Alors

1° GL (V) = GL (W) ~ (GL (W))| i

2° (GL(W))| = GL(W|) ~ GL(W) ~ GL(W|))| a

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur.

2. - Soit V un espace préhilbertien$ 0 0 0 9 T , o 0 o une

suite d 1 éléments de (V) , et W un sous-espace de V de dimension finie, tel

que T ~ t j~1 -~-; ~f~ pour tout n 9 et ~er (T ) w~‘-~ ~54~ .

Si 03A3 ~Tp~ Il est finie, il existe un élément unique T ~ GL(V) tel que

0 n n m

T = lim ‘ ’ T . ) . Cet élément se note) .-_. B ,T. o

DÉFINITIONS. - Soit V espace préhilbertien,

GL(V) est le groupe des automorphismes d’espace vectoriel de V de type fini ;

U(V) est le groupe des transformations unitaires de 
V de type fini.

Si le corps I~ est com~mutatif (i. e ~ est R ou C ) i

SL(V) est le sous-groupe de formé des éléments de déterminant 1 g

SU(V) est le sous-groupe de formé des éléments de déterminant 1 0

Les groupes ci-dessus sont les groupes classiques de V o

DÉFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. pour tout groupe claqsique H

de V, le sous-espace vectoriel H de est appelé algèbre de Lie de H 9

L’opération crochet est définie dans par [A , H j = o Remarquons

que si A 9 B ~ H , alors [A , B] ~ H o

DÉFINITIONS. - ,Soit V un espace préhilbertien, on définit



L’application exp est appelée application exponentielle o Remarquons que si

T~GL(V) , T -I~ BC(V) . On pose alors !-T"= )JT - l!f. o

PROPOSITION 3. - Soit V un espace préhilbertien, H un groupe classique de

V ) alors :

1~ ->H ~

2° Si A , B ~ H et [A , Bj = 0 , alors exp (A +?) = exp A.exp B ,

30 ~exp AJ) $. exp )’A" - 1 ,

4~ Si g : z BE(V) est défini par g(A) = exp A - I - A ~ alors si

r , ’)g(A) - g(B)’) (exp r - l) !)A - B" . o

DÉMONSTRATION. - Les parties l? 2, 3 sont immédiates. Pour démontrer la partie

4, considérons d’abord ~A~~ - o Or

PROPOSITIOM 4. - Soit V un espace préhilbertien, et T ~ GL(V) . o Si

~T~  1 5 , il existe A ~ DL(V) unique tel que .

1° ~A~  13 ;
2~ expA=T . o

DÉMONSTRATION. - Soit C = T - I , posons B0 = 0 , Bn+1 = C - g(Bn) . Comme

Ker (3 ) ~ Ker (C) ~ B =- et B ~.. est défini pour tout n . De plus

Supposons !B ! ~-~ on a alors !~i)!~ - -’ !ë(B~)!! ~ niais, d’après la partie 4

de la proposition 3~

car exp  - 1 = 0,3956124 ’-~ et aussi. pour -tout

n . 0 Appliquant ? nouveau la partie 4 de la vroposition 3~ on a 1



pour tout n . Soit on a et A =C-g(A) ~ i. o.

exp A = T . 
~’~’~ 

n ,

Soit -B~(S2(V) ~ et exp A = exp B , alors A + g(A) =B+ g(B) et

B~ = )tg(A) - g(B)j! ~ -~ ))A - A = B ce qui démontre la proposition.

La démonstration ci-dessus n’est qu’une légère modification de la démonstration
de Milnor pour le théorème des fonctions implicites.

DÉFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. Pour tout sous-espace W de

V de dimension finie, on considère GL(W) comme un sous-espace de GL(V) en

identifiant à T’ i V 2014 V tel que T’(x) =T(x) pour x ~W ~

T’(y) = y pour y ’~ GL(V) = lim GL(W) comme groupe topologique.

De même, BC (tf) est considéré comme un sous-espace de (V) en identifiant

T~(SC(W) à T’ : V ~ V tel que T’(x) =T(x) pour x ~ W et T’(y) =0
pour y ~W ~ et 6G(v) = comme espace vectoriel topologique. Remar-

quons que les espaces BG(~) sont de dimension finie, par suite la topologie sur

est la topologie d’espace vectoriel localement convexe la plus fine, i. e.

est muni de la topologie limite inductive de ses sous-espaces de dimension
finie ([4]). o .

Si H(V) est l’un des groupes classiques de V , H(V) = lim H(M) ~ et
J)(V) = lim S(M) ~ ~ parcourant les sous-espaces de V de dimension finie.

THÉORÈME 1. - Soit V un espace préhilbertien, H un groupe classique de V ,
alors l’application :

exp : H ~ H

est continue, et il existe des ouverts et U2 ~ H tels que
exp: IL ~ U2 soit un homéomorphisme.

DÉMONSTRATION. - La démonstration est immédiate à partir de la définition et de
la proposition 4. 

’

LEMME 3. - Soit V un espace préhilbertien, W un sous-espace de tel

que = W ~ W~ . o Soit F : BE(V) 2014~ GL(V) définie par

F(T) =exp (~T) , où (SG(v) -~ W et 7~ ~ BG(v) 2014)r W’)
sont les projections orthogonales. Alors F est continue, et si



DÉMONSTRATION. - On a, en rosant A = etc o :

D’autre part : 1

Le reste de la démonstration est laissé au lecteur.

DÉFINITION. - Soit V un espace préhilbertien. Un sous-groupe H de GL(V)

est dit admissible si

1~ H est un sous-groupe fermé de GL(V) ;
2° Il existe une sous-algèbre de Lie J5 de BB(V) telle que exp : H ~ H ;

i. Il existe un voisinage ouvert de 0 dans 5 qui s’applique homéomorphi-

quement sur un voisinage de l’identité dans H ;

iia (SG(V) = ~ e ~ .
THÉORÈME 2 0 - Soit V un espace préhilbertien, H et F des sous-groupes ad-

nissibles de GL(V) , avec H c F . Soit. W = ~~ F , et X = {AJA - W et

W 140}. o Alors l’application h à X x H - F définie par h(A , T) = (exp A) .T



est un homéomorphisme de X xH sur un voisinage ouvert de l’identité dans F .

DÉMONSTRATION. - Supposons 3) = h(B , T) o Posons C = On a

l)= h(B , C) . o Si ~C~  1 5 , C = exp C’ et nous pouvons appliquer le

lemme précédent. 0 On a 0) = F(B ~ 0’) d’où A = B + C’ y mais on

peut su:oposer C’-: § soit A =~ ~ C’ = 0 , d’où 0 On en déduit

le théorème. 
’

THÉORÈME 3. - Soit V un espace préhilbertien, et de s sous-groupes

admissibles de GL(V) o Notons F/H espace des classes à gauche de H dans F

e t 03C0: F ~ F/H 1’ application canonique, alors :
1° 03C0 est la projection d’un espace fibre localement trivial ;
2° L’espace fibre ? : i F 2014y F/H est principal de groupe structural H . o

DEMONSTRATION. - Ce théorème découle immédiatement du précédent et de la théorie

générale des espaces fibres ([l0])

Soit V un espace préhilbertien, des sous-groupes

admissibles de GL(V) . o Si H. est un sous-groupe invariant de H2 , l’applica-
tion canonique 7 : t est la nrojection d’un fibre localement tri-

principal de fibre °

COROLLhIRE 1. - Si V est un espace préhilbertien, W un sous-espace de V

tel que V = W ~ W| , les applications canoniques 1

sont des projections d’espaces fibrés localement triviaux principaux.

COROLLAIRE 2. - Si V est un espace préhilbertien, l’espace fibre principal

GL(v) --~ GL(V)/U(V) est triviale 0

Le corollaire 2 découle du théorème précédant et de la proposition 2 du para-
graphe 10

30 La topologie algébrique des groupes classiques. 0

Dans ce paragraphe, nous étudierons un petit peu l’homologie et la cohomologie
des groupes classiques et de leurs espaces homogèneso En générale nous nous pro-
posons d’étendre au cas infini les résultats des exposés 2 et 3. L’homologie et
la cohomologie seront toujours singulières j à vrai dire, pour les espaces



considérés; cemoix ne change rien. Quand on ne précisera pas les coefficients,

il s’agira des entiers. Q Rappelons que si G est un groupe topo logique et A un

anneau tel que H~(G , A) soit plat, A) est une algèbre de Hopf sur

~ , avec application diagonale

Cette algèbre de Hopf est associative, et son application diagonale est commuta-

tive (i. e. anticommutative). o Nous noterons P*(G , A) l’ensemble de ses éléments 
’

primitifs : c’est un module graduée et on notera A) l’ensemble de ses

éléments de degré n . g Si A est l’anneau Z des entiers, on l’omettra. Nous

supposerons toujours que l’anneau A e st au moins de Dedekind o Si .~ est un

module gradué sur A sans éléments de degré pair, nous noterons E(X) l’algèbre

extérieure engendrée par X , munie de l’application diagonal e

telle que ~;. (x ) =1 ~ Dour x o

PROPOSITION 1 ~ - Si V est un espace préhilbertien, Y un espace compacta

f ~ Y .-~:; une application continue, il existe un sous-espace de V

de dimension finie tel que f (t~ ) ~ = GL(W) o

Cette proposition découle de ce que GL(V) est muni de la

topologie limite inductive des ç

NOTATION. - Si V est un espace vectoriel sur on notera n(V) la dimen-

sion de V comme espace vectoriel réel si V est de dimension finie. o Sinon

o

THÉORÈME 1. - Soit V un espace préhilbertien sur C ~ alors

1° P (U(V)) est libre a un générateur pour q  n impair, et 0 sinon ;
2° L’application nature lle f ô E(P*(U(V))) ~ H*(U(V)) est un isomorphisme

de Hopf o

DÉMONSTRATION. - Soit W un sous-espace de V de dimension finieo o Le théorème,
appliqué à W 9 n’est autre que le théorème (2,2) de l’exposé 3. De plus, le

théorème (2 q 1 ) de l’exosé 3 montre que, si de dimension finie

l’application naturelle P*(U(W)) ~ P*(U(W’)) est injective; et est un iso-

morphisme pour q ’ J En appliquant maintenant la proposition 19 on voit

que l’algèbre de Hopf est l’algèbre de Hopf limite inductive des

H~ (U{t~,r) ) pour les W "=~ V de dimension finie. Par suite P~ {U{v) ) est la limite



inductive des P~ (’~(T-~~) ) ~ comme d’autre part, le foncteur algèbre extérieure
d’un module commute avec les limites inductives, on en déduit le théorème 1~.

Soit V un espace préhilbertien sur C 9 W un sous-espace de

V tel que V = o W| ; alors l’ application

f ~ É ----.’: 

est un isomorphisme de coalgèbres.

DÉMONSTRATION. - On sait que l’application canonique 03C0 : U(V) ~
est la projection d’un espace fibré principal, et U(a) s’applique en un point 0

Par conséquent 9 au niveau de l’homologie, P*(U(W)) s’applique en 0 dans

H~ (U~V)/U(;~~) ) 4 De plus, on a un diagramme commutatif .

où p est un point, en utilisant le fait que U(V) --; est un espace

fibre principals sur lequel U(W) opère à droite. Q Au niveau de l’homologie, ceci

entraine que l’idéal à gauche (i. o e. o l’idéal) engendré par P*(U(W)) dans

H ~ (U(V) ) s’applique en zéro. 0

Le quotient de H*(U(V)) par cet idéal est canoniquement isomorphe à
o Maintenant grâce a la suite spectrale de l’espace fibré,

et à l’opération de H*(U(W)) sur le terme E2 , on a une application canonique

Mais dans cette suite spectrale E = Ë~ . 0 On en déduit le résultat.

COROLLAIRE 1. - Dans les hypothèses du théorème précédente si W est de dimen-

sion finie, alors â

DÉMONSTRATION. - Si W = 0 , le résultat est trivial. Si W ~ 0 , alors, comme

U(W) et U(V) sont des groupes = et

~(U(V)) = et puisque -~ et que est

connexe, U(V)/U(W) est simplement’ connexe, et on peut appliquer le théorème de

Hurewicz.



COROLLAIRE 2. - Dans les hypothèses du théorème précédente si 

’v~ 
q 

= 0 pour tout q >

THÉORÈME 3. - Soit V un espace préhilbertien sur C ; alors 1
1° P est libre ? un générateur pour q impair et ’1  n(V) ~ et

0 sinon ;

Z° L’application naturelle f ~ i E(P SU ( Û’) ) --~ H (SU(V)) est un isomorphisme

d’algèbre s de Hopf ;
3° Si ta est un sous-espace de V différent de 0 tel que 

l’application canonique SU(TiI)/SIJ(l:;t) ~ U(V)/U(W) est un homéomorphisme.
Ce théorème est une conséquence immédiate du précédent. Nous voulons obtenir

maintenant le même genre de résultats quand le corps de base est celui des qua-
ternions.

DEFINITIONS et NOTATIONS. - En se conformant aux notations de Bott, nous note-
rons le corps des quaternions H comme Hamilton.

Si V est un espace préhilbertien sur le corps des quaternions, on note Sp(V)
le groupe unitaire qui prend alors le nom de groupe symplectique de V . o

THÉORÈME 40 - Soit, V un espace préhilbertien sur H ; alors

1° P (Sp(V)) est libre a un générateur pour q = 3 mod 4 et q  n(V) , et 
.

zéro sinon ;
2° application naturelle f : (Sp(V))) ~ H*(Sp(V)) est un isomor-

phisme d’algèbres de 

3° Si W est un sous-espace de V tel que l’ applica:t,ion natu-

relle f c ~ H(Sp(V)/Sp(W)) est v.r isomorphisme de

coalgèbreso.

DEMONSTRATION. - C’est exactement la même que celle des théorèmes 1 et z.. Nous

n’entrerons pas dans les détails. 0

COROLLAIRE 1. - Sous les hypothèses du théorème précédent; Í si est de dimen-

sion finie, alors 1

COROLLAIRE ~~ - Sous les mêmes hypothèses~ si = ao 9 .

0 pour tout q ~



REMARQUE. - On se sert toujours du fait que si V est un espace préhilbertien

et un sous-espace de V , est un facteur direct de o

La situation quand le corps de base est R est plus compliquée et nous l’étu-

dierons de façon assez détaillée. 0

DÉFINITIONS et NOTATIONS. - Si V est un espace préhilbertien sur R , on note

0(V) le groupe unitaire U(V) de V , qui prend alors le nom de groupe ortho-

gonal de et on note SC(v) le groupe unitaire spécial SU(v) de V , qui

prend alors le nom de groupe orthogonal spécial ou groupe des rotations de V o

Comme il y a de la 2-torsion dans l’homologie des groupes orthogonaux, 3 nous

diviserons l’étude de leurs propriétés homologiques en deux parties .> d’abord

l’homologie p coefficients dans l’anneau Q~ des nombres rationnels dont le dé-

nominateur est une puissance de 2 , et ensuite l’homologie à coefficients dans

l’anneau des entiers module 2 . La connaissance complète de l’homologie dans

ces deux anneaux détermine l’homologie à coefficients dans n’importe quel groupe

abélien, en particulier dans les entiers~ comme nous ne le montrerons pas plus

loin.

THÉORÈME 50 - Soit V un espace préhilbertien sur R tel que n(V) soit im-

pair ou ~ , alors 
1~ est libre à un et

q  2(n(V) - l) ~ , 0 sinon ;
2° L’application naturelle f ~’ Q ) est un

Hopf ;

3° Si ~~ est un sous-espace de V tel que V = W ô W et si n(U) est impair

_ou ~ , l’application naturelle i

f : Q )/P~(SO(W) ~ Q )) ~ 

est un isomorphisme de coalgèbres.

DÉMONSTRATION. - La démonstration est encore semblable a celle des théorèmes 1

et 2, module les résultats de l’exposé 30

Remarquons qu’un espace préhilbertien de dimension infinie est limite inductive

de ses sous-espaces de dimension finie impaire. 0

THÉORÈME 6. - Soit V un espace préhilbertien sur R de dimension finie~ paire
1~ P (SO(V) ; Q~) est libre à un générateur pour q = 3 mod 4 ~

q  2(n(V) - l) ~ et pour q = n(V) - 1 , et zéro sinon;



2° L’application naturelle f : E(PjSO(V) ; Q2)) ~ H*(SO(V) Q2) est un

isomorphisme ;
3° Si W de V tel n(W) l’application

naturelle :

f : E(?,(SO(V) ; Q2)/P*((SO(W) ; Qj) -- Q )~ ~~ ~ ~~ ~ ~~

est un de 0

DÉMONSTRATION. - Faciles et laissée au lecteur.

NOTATIONS. - Soit n un. entier > 0 et pair. Soit M un module gradué sur A

tel que M = 0 pour q ~ n , et Mn libre à un générateur 0 Soit la co-

algèbre telle que C(M) 
q 

= 0 pour q ~ 0 , n , = M et = A ,

l’application diagonale étant donnée pour x ~- M
Soit V un espace préhilbertien sur R , W un sous-espace de V

de dimension finie, paire, et W un sous-espace de V tel que M soit un sous-

espace de W de codimension 1 ; alors si n = n(W) y H Q~) est

libre à un générateur, et

est isomorphe comme coalgèbre à H*(SO(V)/SO(W) ; Q2) o

>i nous considérons la fibration .---~~ s

la fibre est une sphère de dimension n , et est totalement non homologue à, zéro 0

Le résultat en découla en appliquant le théorème précédent 0

Passons maintenant? l’étude de l’homologie des groupes orthogonaux spéciaux,
~ coefficients dans ~~ o

THÉORÈME 80 - Soit V un espace préhilbertien sur R o

.......~.... -.

1° Si W est un sous-espace de V , l’application naturelle

est injective, et est un isomorphisme en degré 
2° ~ V = W $ W~ ~ ~~) est isomorphe comme groupe additif à

H*(SO(W) ; Z2) ~ H*(SO(V)/SO(W) ; Z2).
DÉMONSTRATION. - Ce théorème découle du théorème (3,2) de l’exposé 3, par un

raisonnement de passage a la limite inductive.



PROPOSITION 2. - Si V est un espace préhilbertien sur R ; V = e W|,
1° ~~y q ~SO ~V)/~0 (T~’)) _ ~ pour q--n(U) , 
2° Si est fini et n = n~~~j) ~

40 a Fibres universels et espaces classifiantso J

DÉFINITION. - Soit G un groupe topologique o Un fibre universel pour G est

un espace fibre localement trivial principal ;’~~ 4 X -~~ :~ de fibre et de groupe

structural G $ tel que ’r (X) = C pour tout q. o I,’ espace de base B est alors

un espace classifiant pour G .

Soit 11 un espace préhilbertien sur lr .,. et F un sous-groupe

admissible de il existe alors un fibré universel pour F .

Soit W un espace préhilbertien de dimension infinie sur K o

Alors V ® W est un espace préhilbertiGn sur K ~ et

De plus F x GL(V e H) . ~ Si nous posons X = GL(V ~ ’.v )/GL(~ ~ ) ~ et

B = x l’application canonique l~~ ô X ---; B satisfait à la

condition.

Remarquons que si F U(V) , on peut prendre X = W)/U(W) , ot

B = x 
~ avec pour > X --~- B l’application canonique. o

REMARQUES. - La raison d’être de la tcrminologie précédente est si

~’ ~ i Y ~~~ C est un espace fibré localement trivial principal de groupe struc-
tural G ~ et 5 X ---~ B un fibré universel pour G ~ alors, si C est un

espace raisonnable, le fibre .~ : é ~~ ~--~ C peut être considère comme le fibré

induit sur C par une application f ~ i C -~-~;- 3 . o ~n fait, les classes d’équi-
valence d’espaces fibrés localement triviaux principaux sur C de groupe struc-

tural G sont en correspondance bijective canonique avec les classes d’homotopie
f : i C -~--~w B . o Cet ensemble est noté B) . Si ~f j ~_. n~( C ~ B) ~ et si

Y f ~ C est le fibre induit sur C 9 ce ’ fibre est dans la classe d’équivalence
représentée par [fj . o Ces résultats sont classiques ; pour les détails, voir [10].



Il est également bien connu que la cohomologie d’un espace classifiant pour G

ne dépend pas du choix de l’espace classifiant. L’espace classifiant 
est parfois

appelé base universelleo Pour plus de détails, voir [3J

5. Remarques complémentaires sur l’homologie et la cohomologie modulo 2 des grou-

pes orthogonaux et spinoriels.

Soit W un espace préhilbertien sur R , muni d’une base indexée par

les entiers >0 . Soit Wn le sous-espace de W engendré par el’ ... , en ,

et posons 0(n) =0(W~) . ° Soit posons

Soit T 0 s V 
n+ 1 ~ Vn+1 l’élément ~ 1 d e O(R)  O(Vn+1) , et définissons

En effet, comme f (T) est un commutateur, det et

S0(n + 1) . Si 0(~R) x 0(n) -0(V~~) , alors = Par

suite f induit une application s ~n+l~J~ ~ 0(n) 2014~S0(n+l).
D’autre part 0(V .)/0(R) x 0(n) n’est autre que l’espace projectif réel 

n’~* i ~~ " ~~

de dimension n , donc gn : P (R) ~ S0(n + l) . En outre, nous avons, pour

tout entier n y un diagramme commutatif :

où S n+1 est la sphère de dimension n + 1 de Vn+2 , FÎ +1(T) = T(e 2) , S’n+1n+l - 

" ~ 

n+ n 
~ 

n+ n+

est la sphère de dimension n + 1 obtenue en contractant P (R) en un point dans
n -

( R) o Suppo sons



Posons: o ° n+2 ) = ~ . + ir > > avec y . .= ’ ~~n ç~ ~t ~i> ,r ,  ’"- i,j . 
n+i , 

a

To(X + lT) = - x + Y > de =>Îôme en posant (T’)-1 (en+2) = x’ + on a

+ ’I’ ) * - X’ + ir’ , et T(- X + iT) x T’ (- X’ + ’T’ ) , mais
T (. x + ir) = T ’ (x’ + i,r’ ) = 

e~~~ , d ’ où El~ (2x) = T ’ (?x’ ) , et T(x) = T ’ (x’ ) o Si

x = Q , on a aussi ;’ = 0 , et les transformations f n+1 (T) et 1 n+1 (T’ ) lais-

sent toutes deux en+1 fixe, donc appartiennent toutes deux à SO(n + 1) . Si

x ou x’ est différent de 0 , ils le sont tous deux, et ont même valeur absolue,

puisque T et T’ sont orthogonales. On a donc soit 1

et dans les deux cas T et T’ appartiennent 8 la môme classe de

0 (v n+Z )/0 ( ,..,. R) x a (V 
n+ ) et 03B8’n+1(T) = 03B8’n+ 1 (T’ ) o On en déduit h 

n+ 1 est
injective, et est un homéomorphisme. Ce raisonnement est le môme que celui qui

interviendra à l’exposé 11 dans le cas complexeo

Maintenant, au niveau de l’homologie,

Maintenant grâce au diagramme :

on voit par récurrence que

est injective pour tout n o

De plus, on vérifie par récurrence que les éléments primitifs non nuls de

H (S0(n) ; g Z2) considérée algèbre de Hopf sont tous indécomposables, car

Z ) est une sous-algèbre de Hopf de + l) ; 



la coalgèbre H*(SO(n + l) ; Z2//H*(SO(n) ; Z2) étant isomorphe à la coalgèbre

Z,.) ~ d’où on déduit qu’il y a au plus une dimension de plus dans les~ ~ ~0(~ ’

éléments primitifs de + l) ~ que dans ceux de à

cause de la suite exacte

(SO(nhzJ) (SO(n);Z~)) ,
)? ~~~ ~ ~.~ ~ .~ ~~~

et ces nouveaux éléments primitifs ne peuvent apparaître qu’en dimension n . Q

Ceci montre que la cohomologie Zp) est engendrée par les éléments

primitifs, et que dans l’algèbre Z2) , pour tout élément x de dimen-

sion >0 , x = 0 , enfin que cette algèbre est commutative([9]).

NOTATIONS. - Pour tout espace vectoriel gradué M sur Z~ ~ on note E(~)

l’algèbre extérieure engendrée et L(M) l’algèbre symétrique engendrée

par I! .

THÉORÈME 1. - L’algèbre H*(SO(n + 1) ; Z2) est commutative, et pour tout élé-

ment x de degré ~- 0 y x = 0 . Il existe une application canonique

soit injective. 0 Si on note M 1’espace des éléments de degré >0 dans

H.(P (R) ~ Z~) y l’application naturelle

induite par gn* est un isomorphismo d’algèbres de Hopf, où la diagonale dans

E~~~~~ est l’unique application telle que le diagramme

soit commutatif o

Nous allons réénoncer le théorème précédent d’une façon différente, en le com-

plétant.

THÉORÈME 2. - Il existe une application naturelle 1 ,



telle que, si y. ~H.(SO(n+ 1) ; Z2) est l’image de l’élément non nul de

H.(P (R) ; Z2) pour i= 1 , ... , n , l’algèbre l) ; Z2) .soit
l’algèbre extérieure engendrée par y1 , ... , yn . En posant y0 = 1 , l’appli-

cation diagonale, dans l’algèbre,de Hopf l) , ~) , est donnée par

Il y a un élément primitif non nul pk dans chaque dimonsion impaire k  n , et

En outre, on a

en notant 03B2 l’opération do Bockstein.

(Rappelons que, pour tout espace X 9 l’opération de Bockstein

r

est composée de l’application Hn(X ; Z ) ~ H _ Z) associée à la suite
2 

n M~ n1 NA

exacte 0 --; Z ~ Z --;. Z ~ o p et de l application naturelle

11 
n..l (X ; Z) ~ 11 

n-1 li 9 Z2) o Vn a 03B203B2 "" V o

Le théorème z se déduit du théorème 1 par un petit calcul 0 Les formules donnant

les éléments primitifs s’explicitent comme suit :

Quant à la relation (*), dans + 1) 9 elle résulte de la connais-

sance (classique) de j~ dans la cohomologie de l’espace projectif.

Le théorème précédent admet un complément  tous les éléments de torsion de

+ 1 ) ; z ) sont d’ ordre 2 exactement ( cf o exposé J, théorème (3?l)). o

On peut en donner une démonstration différente de celle de ltexosé 3 ~ t tout

. 
d’abord, H (S0(n + 1 ) ; n’ ayant pas de torsion, H (S0(n + 1 ) ~ Z ) n’a pas

de torsion p-primaire, pour p premier / 2 o D’autre part, si on calcule

l’algèbre d’homologie de H (S0(n + 1) ; Z ) pour l’opération de Bockstein



(qui est alors une dérivation d’algèbre), on obtient l’algèbre extérieure engen-

par les éléments y~ (0  2k  n + l) de degrés 4-k - 1 , il 

suit qu’en chaque degré~ cette algèbre d’homologie a même dimension (comme espace
vectoriel sur Z~ ) que H (x) e Q.~ (comme module libre sur Q~ ). o Cola implique

(cf. appendice) que tout élément de torsion de est d’ordre 2 o

DÉFINITION. - Pour tout espace préhilbertien V sur R , on note Spin (V) le

revêtement universel de S0(v) . o Le groupe Spin (V) est appelé groupe spinoriel

de V . 0

On peut calculer l’homologie et la cohomologie de Spin (V) pour tout V , mais

nous nous contenterons du théorème suivant 1

THÉORÈME 30 - Soit V un espace préhilbertien de dimension infinie sur R ;

H.(SO(V) ; Z2) est une algèbre de polynômes à un générateur primitif x. en

chaque dimension impaire 2i - 1 .

Ce théorème résulte du théorème 2 par dualité.

THÉORÈME 4. - Si V est un espace préhilberticn de dimension infinie sur R ,

1~ L’algèbre de Hopf (V) ; Z~) est une algèbre de polynômes à un gé-
nérateur primitif en chaque dimension impaire ,> 1 .

2° Toute la torsion de H (Spin (V) ; Z) est exactement d’ordre 2 . 0
’" ’ ’ !......! ..! ..~..,-.,....,N, ... N.......... )~ ~~ """" ’"""" "’ ’"" ""’ "" "~ " ’ ’ " ’ "’ "" -" 

.

3~ L’application naturelle i Spin (V) SO (V) est telle que

~ ~ > H~(Spin (V) ; ~) 2014~. ~) . o

DÉMONSTRATION. - Considérons la suite spectrale de cohomologie du revêtement
T~ Spin (V) 2014:. SO (V) 0 On a t

= 1) ; o Hq(Spin (V) ; 
E~ ~~ Z~) . o ,

C’est une suite spectrale d’algèbres de Hopf. est une al-

gèbre de polynômes p un générateur de degré 1 ~ ce générateur va sur un générateur
de l’algèbre de polynômes Z.-.) ~ et l’espace de base est totalement non

cohomologue à 0 o

Donc E2 = E~ , d’où on déduit l’assertion 1° de l’énoncé. L’assertion 3° ré-
suite de ce que Hp(K(Z2 , 1) ; Q2) = 0 pour p > 0 ; l’assertion 2° se prouve

par un argument analogue à celui utilisé ci-dessus pour SO(V) .

THÉORÈME 4 bis. - L’algèbre (V) ~ est une algèbre extérieure en-

gendrée par des éléments (un en chaque degré non puissance

de 2 ).



DÉMONSTRATION. - Puisque (V) ; Z2) est, comme algèbre de Hopf, un

produit tensoriel d’algèbres de Hopf dont chacune est une algèbre de polvnômes à

un générateur de degré 2k + 1 ~ 3 , l’algèbre de Hopf dualo H (Spin (v)~ ~ Z )
est un produit tensoriel d’algèbres de Hopf dont chacune est la duale d’une al-

gèbre de polynômes à un générateur de degré 2k + 1 ° Cette duale est une algèbre
extérieure engendrée par des éléments de degrés 2k + 1 , 2(2k + 1 ) g 2 ~ (2k + 1 ) ,

... , ~n ( ~1~ + 1 ) 9 o o ° S ° d’où le théorème. ° On calcule facilement l’application
diagonale dans l’algèbre extérieure précédente. o

REMARQUE. - L’application de revôtement Spin (V) ~--~;. SO(V) définit une

injection de l’algèbre de Hopf H*(Spin (V) ; 9 dans l’algèbre de Hopf
o

6. Remarques f inales et questions.

1~ En algèbre homologiques on a défini les groupes Tor (R~ 9 R) 9 où L est

une algèbre de Lie sur R quelconque, et U(L) son algèbre enveloppante univer-

selle. On connaît des conditions qui assurent que si G est un groupe de Lie de

dimension finie et L son algèbre de Lie, Tor ’ (R 9 R) R) o Quelle

est la situation générale ?
Il est clair que si V est un espace préhilbertien,

° R) ,

par passage à la limite inductiveo

2° Peut-on donner une classification des algèbres de Lie semi-simples qui sont

limite inductivo d’algèbres de Lie de dimension finie ?

~° Si X est un complexe simplicial, il y a deux topologies sur X ~ i la topo-

logie métrique et la topologie C - W . ° Ces topologies ont le même type d’ homo-

topie. Soit V un espace vectoriel topologique localement convexe, et X un

espace localement homéomorphe à V o Si on change la topologie de X en chan-

geant la topologie de V en une autre topologie d’espace vectoriel localement

convexe le type d’homotopie de X change-t-il ?
Dans quelles conditions un tel espace est-il paracompact ?

4° Un théorème de Jo H. Co WHITEHEAD affirme que si X et Y sont des

C - 1...,1-complexes connexes 9 f ~ X -~-~ sl une application te lle que

f : : (X) ~ ~’W ~~~~ q (Y ) pour tout q 9 alors f est une équivalence d’homotopie.
Un cas particulier dit que si ~~ q (X) - 0 pour tout q , X est contractile.



Ce théorème est-il encore vrai si l’on suppose seulement que X est localement

homéomorphe espace vectoriel topologique localement convexe ?

70 Appendice ~ la suite spectrale des opérations de Bockstein.

Soit q un nombre premier (on n’utilise pas la notation p, pour réserver

la lettre p à la filtration de la suite spectrale). o On note Q le groupe

additif des nombres rationnels dont le dénominateur est une puissance de q j:

pour chaque entier p  0 ou  0 , soit Q le sous-groupe des x ’.- Q tels

que qP x soit entier 9 on a en particulier Q = Z . Le groupe Q est fil-
-’-’- q, ~. ~~1.
tré par ses sous-groupes Q q 9 n ( p variant de - ~ à +0) ). o

Soit X un espace ; soit C , (X) 
. 

le groupe dos chaînes singulières à coeffi-

cients entiers ; filtrons Q s C, (X) = .~ par les Q o C ~~~ ~ notés 
* ~ P

Considérons la suite spectrale de cette filtration ; elle aboutit à l’homologie :

filtrée par les images des Q o H (X) . o Le noyau de Q o H (X) -~ Q o H (X)
~ 

. 

" 
, 

~~ "

est la. composante q-primaire de Q o H*(X) " Si est notée

F (Q oH (X)) , on voit que t .

p ~q ~

H (X) désignant le quotient de H (X) par son sous-groupe de torsion. D’autre

part, ceci est canoniquement isomorphe au ternie jjj de la suite spectrale.
On a 1

Pour chaque p, on a des isomorphismes

définis par la bijection Q p --* Z (multiplication par et il.s indui-

sent des isomorphismes Erp ~ Er0 pour chaque r o Moyennant ces isomorphismes,
ia différentielle d1 : E1p ~ E1p-1 àe ]a ’ suite spectraie se transforme évi

demment dans l’opération de Bockstcin

c’est bien une différentielle d~ d~ = 0) o Les différentielles d~ 9 ...



s’identifient aux opérations de Bockstein d’ordre supérieur; chacune est définie

sur l’homologie de la précédente.

On sait que, dans la théorie de la suite spectrale (voir [6J, chap. on

introduit les groupes :

et que E~0 = lim E.. si Z~0 = ~ Zr0 o Or ici l’intersection des Zr0 se compose
,U

des éléments de Z ) applique en un élément x ~.’ H (X) divisible

par toute puissance de q . Si H (X) est de type fini pour chaque n (ce qu’on

supposera désormais), un tel élément x est et Dar suite on a bien

Z~ = ~ Z... ° Il 
’

Dans chaque degré n 9 la dimension de ~r (comme espace ve,ctoriel sur le

corps Z ) e st au moins la dïmension de H (X) ~ ‘, ; si, pour ur, r ,-, 

. q. , 
r n , q -- 

’

ccs dimensions sont égales quel que soit n 9 alors necessalrement
= o a o = ’~o c’ est-à-dir. e dr = Q 0 t 0 l ... 

0

© 
= 

E0 = ... = E0 , c es -a- 1re , d 0 9 etc. Or cela signifie
que si un élément de H (~) est dans l’image de -~ s’ il est

n

d’ordre 2) et si son imago dans H
n 

Z r-1) est nulle, alors son image dans

H n(X ~ Z ,) est nulle si grand que soit r’ o Autrement dit, tout élément

u ~ H n (X) tel que q u - 0 est en réalité nul : toute la q-torsion est 

dre  q o

Par exemples (r = 1) 9 si i~ 2 ) a dimension que Pï (x) ~ Z pour
. n q 

.. 

n q
tout n 9 c’est que H*(X) n a pas de q-torsion (comma il est bien connu)e Pour

r = 2 : si l’ homologie de H*(X ~ Z) pour l’opération de Bockstein a en chaque
, q 

. p q

degré, même dimension que H*(X) o Z q , alors toute la q-torsion est exacte-
ment d’ordru al , etc.
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