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Séminaire He CARTAN - J. C. MOORE 4-01
12¢ année, 1655/60, n° 4
30 novembre 1959

COMPLEIENTS SUR LES ALGRBRES DE HOPF

par John C. MOORE

NOTATIONS et CONVENTIONS, - K désigne un anneau cormmwutatif. Si B est une al-
gébre de Hopf sur K , on note I(B) 1le noymude & : B—sK , et J(B) 1le cono-
yau de M : K—-B ; rappelons que 1'application canonique J(B)—>I(B) est un
isomorphisme. On écrira souvent I au Jieu de I(B) , et J au lieude J(B) . On
note 12 1'inage de I & I—I »nar la multiplication, et J2 la co-image de
J——J ® J par l'application diagonale. On a donc les suites exactes

IsI—=T"—0, 0—I—I—Q(B)~—0

0t T°—>T 8 J , 0-3P(B)—sJumyd®—s0 .

Extension de 1'anneau de base : soit L une algébre commutative (de degrid O0)
sur K . Soit B une K-algébre de Hopf, de multi,lication @ et d'application

" diagonale A& . Définissons sur B & L une structure d'algdbre par 1'application
$, : (BeL) e, (BeL)—B sl  induite par & ,
et définissons sur B ® I une structure de coalgébre par 1'application @

AL : BeL—(Bal)s (Bsl) induite par A .

PROPOSITION 1. - Sous les hypothéses précédentes :

1° B ® L , nuhie de ‘PL et de AL s est une algdbre de Hopf ;

20 I(Bel)=1I(B) oL ;

30 Torl(I(B) , L)__,\Torl(Q(B) , L)-;Iz(B) ® L-;Iz(B ® L)—0 obt une suite

exacte 3
4° J(Bal)=J(B) ol j
50 Tory(3(8) e J(B) , L)—Tor, ((3(B) & I(B))/5°(B) , 1)=°(B) & L—I*(B & 1)=0

est une suite exacte.

Les démonstrations sont immddiates.

COROLLAIRE 1. - Q(B s L) =Q(B) 8 L
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COROLLAIRE 2. - 81 Tor,(J(B) , L) et Tor, (Y(B) » J(B) , L) sont nils, ona

une suite exacte

0-——9Tor1(J2(B) , L) —P(B) ® L—P(B ® L) —Tor, ((J(B) e 3(B))/3°(B) , L) —0

DEFINITION. - Si B est une K-algdbre do Hopf, on note P2(B) le noyau de 1'ap=-
plication naturelle P(B)—Q(B) , et QZ(B) SOn Gonoyatt.

PROPOSITION 2. = Soit K un anneau intégre de caractéristique nulle, et soit B
une K-algébre de Hopf sans torsion (comme K-module). Alors PZ(B) =0 siet seu-

lement si la rwultiplication de B est associative et anticommutative.

DEMONSTRATION. - Soit F 1le corps des fractions de K . Dans l'algébre de Hopf
BeF , ona P2(B ® F) = 0 si et seulement si la multiplication est associative
et anticommutative (cf. 1'exposé 2, proposition 3.5 et remarque 3.6). Considérons

les suites exactes
0—-9P2(B)*—éP(B)o—eQ(B)~—4Q2(B)-*aO
et

0—?P,(B) & F—P(B) ® F—Q(B) ® F—Q,(B) & F—0 ;

comie P(B e F) =P(B) ®F et QB e F) =Q(B) ® F (corollaires 1 et 2 de la pro-

position 1), on en d4duit
P2(B 8 ) = P2(B) s F Q2(B 8 F) = Q2(B) 8 F .

Or P2(B) s sous-module d'un nodule sans torsion, est sans torsion s donc la rela-

tion P2(B ® F) = 0 équivaut 3 P2(B) =0, ce qui prouve la proposition.

£
DEFINITION. - Si K est un anneau d'intdgrité, les corps standard associds 2 K

sont, par définition :
1° le corps des fractions F de K ;
2° les corps KM , ot M parcourt 1'ensemble des idéaux maximaux de X .

CONVENTIONS. = Toutes les algébres de Hopf B sur K sont désormais supposées

& multiplication associative.

Par algdbre gradude /\ sur K , on entendra une algdbre graduée associative tel-

le que /\O = K ; alors 1l'augmentation naturelle /A ——K définit K comme
A —module (a droite cu a gauche). Si L est unc K-algébre commtativede degrd 0 , alors
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A oy I est une algébre graduce sur L . De plus, «i M est un A -module gradud,

Ma L estun ( A 8 L)-module gradué. Si M eost un /A -module gradué, une réso-

lution projective de M sur A\ est une suite de A -modules gradués P_, de

A\ =homomorphismes o(q H Pq«——>Pq._1 de degré zéro (pour q >1 ), et d'un N ~homo-

morphisme X 3 PO-—-}M de degré zdro, tels que la suite

XX -—-—)Pq-—-)Pq-l-‘-*‘?'aoo—-—)Po——}I\’I-—éo

soit une suite exacte. Ieci A-module signifie A -module & gauche. Si A est un
A —nodule 3 droite, alors Torﬁ(A , M) est le K-module gradué, quotient du

nceyau de
iA 8 o(q s @A Pq—-,A 8/\ Pq_.1
par 1l'image de iA ® X q+1 : A m‘!\— Pqﬂ.,,..;A ®A Pq « En particulier,
To rjc} (&, M) = A M .

PROPOSITION 3. - Scit /\ une algdbre gradude sur K , et scit M un module gra-

dué sur /\; alors M =0 équivaut & K = A M=0.

DEMONSTRATION. - Soit I(A) 1'id4al des 4léments de degré > 0 de A . La
condition K N M=0 équivaut & M=IM . Si M = IM , supposons que Mq =0
pour q < r ; alors Mr = I1 Mr—l =0 , donc I‘iq =0 pour gqgr, et par suite
M=0.,

PROPOSITION 4. - Soit /\ une algébre gradufe sur K , et soit M un A —module
gradus. Pour que M soit "A-prijoctif, 41 fout bt i1 suffit. quo Té»z/]f(K y M) =0
et quo X aA M - soit K-projectif.

DEI/ONSTRATION. - Les c.nditions sont évideument nécessaires. Supposons maintenant
que Torj;’(K s M) =0, et que N =K ® M soit K-projectif. S'oit T M—aN
1'application naturelle. Choisissons f : N—M , homomorphiisme de K-modules gra=-
dués tel que Tf soit 1'identité. Soit P = A ay N, qui est A—projectif.. Soit
7 l‘app1 jcation A -lindaire P—l induite par f . Si G désigne le conoyau
de f ’ K‘@A C est O puisque, par comstruction, 1}3 8 £ : K GA P—K LN M
est un épimorphisme. Donc C = O (proposition 3), et f est un épinorphisme. Soit
A le noyau de ? t P—M ; on a des suites axactes

0—A—P M0

A
O——-rTofl(K y M)—K ® 5 A—XK ®A P—XK ®n M -0 .
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M, ona KaA A=0, d'a

N
~S
Pe—eoeo——aK s

Puisque Torjl\(K , M) =0, ot que K 8\

A =0, ct par suite M est projectif.

4N

CONVENTIONS. - On supposera désormais que 1l'anncau de base K est un anncau de
Dedckind, Il y a deux raiscns & ccela @ d'ab.rd, s1 A est un K-module, ona A =0

si ct seulement si TorI;(L , A) et L s, A sont nuls nour tout ccrps standard L

K
associéd 3 K . D'autre part, si A cest un K-module, une condition nécessaire ct
suffisantc pour que A soit plat (ou, ce qui est équivalent, soit sans torsion) est

que Torlf(L , A) = 0 pour tout corps standard L associé & K .

PROPOSITION 5. - Soit /\ une K-algdbre gradude, qui est plate comme K-module ;

soit M un module gradué sur /\ , plat comme K-nodule. Alors les propriétés sui-

vantes sont équivalentes @

1° M ost un A-module plat ;
2° TorjfX , ) =0, et Kep M est K-plat ;

3¢ M L ost un (.A L)-module libre, quel que soit le 'corps standard L
By 8st un By 9 q

associé 2 K .

DEMONSTRATION. - 1° entrafne 2°, car, pour tout Ke-module A , on a un isomorphisme
'I‘or'g(A , M) Tori(A » Kwp M) si M est A-plat (cf. [1], chepitre VI, proposi-
tion 4.1.2). Scit maintenant P unc résolution projective de M sur A ; puisque
I et M sont K-plats, P ® L est une résolution projective de M e L sur As L,
quel que soit le corps standard L associé &2 K . En outre, puisque L est un corps,

L aA@L(M ® L) est L-projectif (en fait, L-libre). Or

B(K o, P)=Tor’ (K , 1) , ot E(Loy,(Pel)) =Tor *“(L,Mal) .

A
D'autre part, L QA@L(P a L) = (X ®p P) ® L . On a donc une suite exacte

A
q-1

A AasL

OﬁTorq(K , M) = L._;Tﬂzrq (L, Me L)-—-—>Tor§(Tor (K , M) , L)—0

pour tout entier q > 0 . Faisons maintenant 1'hypothdsc 2° : puisque Torjl\(K s, M)=0
et que K », M ost K-plat, on a Tor‘f €°L(L , M» L) =0, et la proposition 4 dit
que M e L cst projectif sur A w® L . En fait, puisque L est un corps,- M e L

est libre sur Aew L (en vertu de [1], chap. VIII, theorem 6.1). Ainsi 2° cn-
trafne 3°.

Enfin, supposons 3°. Soit A un  A-module & droite gradud, qui est plat sur K .

On a @
(AsL)aAgL(P@L):(AaAP)aL ,
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dtod une suite exactc pour tout entier q 20 :

NL

0 —Tor (A M) b L Tof " (h o L, Mo L) —»,Torh(Tor’A:_ (L,M) ,L)—0 .

Ainsi Tor (Tor ' (n , M) , L) =0 pour q >0, et Torq(A M) est un K-module
plat pour twu‘t q 0 . D'autre part Tor (A , M) 8 L=0 pour q> 0 . Par suite
Torg(A , M) =0 pour g >0 . Alors, otant donné n!importe quel A -module & droi-

te A" , on a une suite oxacte de A —nodules 3 droite

0—A'—A-—=A"—0
telle que A' ot A soient K-plats. On a donc unc suite exacte
A A A, o N
. ._,+Torq(A' , M) *_;varq(A , M)....,,\,Torq(ﬁ" , M) ....;lorq_l(A’ s M) —5een

Comme Tor‘é\‘(A' , M) ot Torﬁ(.& , M) sont nuls pour g >0 , on a Torﬁ(A" y M)= 0
pour g > 1 , et on a une suite cxacte

(1) O*—«-;\Torjl\'(A" , M)—A' ® 5 M-3 A o M—s AN @A M—0 .

Considérons_ le cas particulier ot A' , 4 et A" sont des K-modules ; alors la

suite exacte

K At 1 ' \ i "
0~+Tor1(A ,K@A M) 54" 8 (K ® A M)-—4 ® (K @AM)..._,>A & (K aAM)_—»O

peut 8tre identifide avec la suite exacte (1) ; puisqu'on a déja prouvé que

A i A . K
K ®A M= TorO(K , M) est K-plat, Torl(A" , M) = Torl(A" , K ® A M) est nul.

Soit alors B n'inporte quel A-nodulc & droite ; IP B/Ip"'1 B est un K—Iﬁodule,
de sorte que TorII(Ip g/P*! B , M) =0 . Ainsi

Torl(Ipr B, M) .-eTorl(Ip B, M)

est un isomorphisme. Si nous rappelons que B =0 pour q <0, on a (Ip B)
A
pour q <P , et puisque Tor, (I B, ) =~ Tory (B M) , on a TorA(B , M)
pour q <P quel que soit l'entler P Alnsn. TorA(B , M) =0, ce qui acheve de

prouver que 3° entrafne 1°.
Ainsi la proposition 5 cst démontrée.
Nouvelles CONVENTION ot REMARQUE. - On supposera désornais que toutes les algeébres

de Hopf, les algeébres graduscs, les coalgdbres, cte. sont des K-modules plats.Comme

un sous-nodule d'un module plat est plat (K étant un anneau de Dedekind), les conditions
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du corollaire 2 sont toujours romplieé ; et par suite, si B eshy une K-algdbre de

Hopf, ct L une K-algébre, nous avona une suite exacte
Ky BY) /1°
0—P(B) 8 L—P(B & L)-—eTorl\,(J(B) s J(B))/I™(B) , L) =0 .

PROPOSITION 6. - Soisnt B une K-algdbre de Hopf, et A une sous-algébre de Hopf

de B . Les conditions suivantes sont équivalentes @

16 B est plat corme A-modulec ;

20 pour tout corps standard L associé 3 K, P(h & L) —P(B » L) est un mono-

norohismac.

DEMONSTRATION. - Bi B ost A-plat, alors B & I ost un module libre sur 4 s L ,
d'aprés la proposition 5. On peut choisir une (A e L)-basc dc B & L contenant
léE.BO ® L « Par suite 1l'application natirelle A ® L—B ® L est un monomorphisme,
et ceei équivaut & dire que P(L ® L)——P(B ® L) oest un nononorphisme (exposé 2 ,
lerme 3.2)°

Réciproquenent, supposons 2°., Alors 4 ® L ost une sous-algébre de Hopf de Bae L ,
et par suite B ® L est libre corme (4 ® L)-uodule (cf. [2], thecrem 2.5). D'aprés

la proposition 5, B est A-plat, ce qui acheve la démonstration.

DEFINITION. - On dit qu'une algebre graduée B posseéde une rmultiplication stric-

tement anticommutative si :

1€ la multiplication est anticommutative ; -
20 le carri de tout 3lément de degré impair est nul.
On notera que si la caractéristique de K est #2 , et si la multiplication est

anticommubative, elle cst strictement anticormutative.

PROPOSITION 7. - Soit B ume algebre de Hopf sur K , avec une multiplication stric-

tement anticormubative (rappelons que la multiplication a 8té supnosée associative,

unc fois pour toutes). Alors les composantes de degré impair de Q(B) sont des

K-modules plats.

DéMDNSTRATION. - Soit n 1le plus petit cntier impair tel que Q(B)n #0 ; alors on
a éviderment P(B)n =B = Q(B)n . Soit A 1la sous-algébre de Hopf de B engendrée
par Bn 5 A est 1l'algébre extérieure engendrée par Bn . D'apres ;a proposition 6,
B est un A-module plat. Or

C:K@ABzB//A
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est une K-algébre de Hopf & multiplication strictement anticommutative. La suite
exacte

Q(a) —Q(B}—Q(C)—0

montre que C_ = 0 ot Q(B) =~ 0fC) pour r #n . La proposition suit alors d'une
é

r T
application répétse du procédé précédent.

THEOREME 1 (SAMELSON-IERAY). - Soit B une algébre de Hopf & mult:plication stric-

tement anticomwtative (ot sssociative), dont 1'application diagonale soit associa-

tive. Si Q(B)r =0 pour r pair, alors @

10 P(B)-=Q(B) est un isomorphisme ;

20 1'appliaeation diagonale est anticommutative ;

30 si A est 1'algdbre extéricurc de P(B) , et £ : A—B 1'applivation ca-

nonique, alors f cst un i{somorphieme d'algébres de Hepf.

EMONSTRATION. - Pour tout corps standard L associé 2 K , P(B » L)—Q(B » L)
est un isomorphisme (cf. 1'exposs 2, démonstration du théoréme 5.1). Considérons

les suites exactes

0—>P, (B) —P(B) = Q(B) =0, (B) 0 ’
0—P,(B) o F—P(B) » F—>0(B) o F—0,(B) & F—0 ,

ot F daésigne le corps des fractions de K . On voit que PQ(B) s F et QZ(B) g F
sont nuls, donc QZ(B) et P2(B) sont des modules de torsion, et comme PZ(B)

est sans torsion, P2(B) = 0 . Appliquons le corollaire 2 &+ la suite
0-5(3) ® L—B(B o L)—sTor, ((3(B) e 3(8))/7°(B) , 1) =0
est exacte. De plus on a la suite exacte

0-—&Tor1(Q2(B) , L)=<P(B) » L—Q(B) » L—«»QE(B) e L =0 R

car, en vertu de la proposition 7, Q(B) est plat. En comparant los deux sultes

exactes, et compte tenu du fait que Q(B) » L s'identifie 2 Q(B ® L) , on voit

que Torl(QZ(B) , L) = 0 pour tout corps standard associé L . Ainsi QZ(B) est
“plat, c'est-d-dirc sans torsicn, 2t comme on a vu que QZ(B) est un module de

torsion, on a finalement QZ(B) =0 .

Ceci &tablit 1'asscrtion 1°© de 1'énoncé. L'assertion 2° suit aussitét de 1°

et puisque Q(a) ~ Q(B) ot P(4a)= P(B) , f est aussi bien un isomorphisme.
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REMARQUE. - 4u cours de la démonstration, nous avons prouvé que

Tor,((3(8) o 3(8))/3°(B) , L) =0

ce qui signifie que (J ® J)/J2 est plat.

DEFINITION et GONSTRUCTION. - Sedit B une K-algdbre de Hopf a multiplication
strictement anticom:utative. Soit Al la sous-algébre de Hopf engendrée par
B, = P(B)1 . Soit B 1'algdbre quotient Béﬁl , et soit £ 1a sous-algébre de
Hopf de gl engendrée par (853 = P(Bl)3 . Soit B° = B1,0%2 « En continuant par
récurrence, supposons AY et BY définies pour r < n, AT 4tant la sous-algébre
de Hopf de B' ocngendrée par (Br)2r+1 , et supposons que pt*l = pT j/aT*! pour
r <n . Soit alors An+1 la sous-algebre de B" engendrée par (Bn)2n+1 , ot soit
gt = Bn30%p+l . Nous avons 1la situation suivante :

19 4" est uno algdbre extéricurs pour tout entier n >0 ;

20 B(&™) = Q™) = (BY),p. = UB)yp, 3

3° B" cst un module plat sur An+1 H

1

40 si % ¢+ B"—B™" st 1'application naturelle, alors

n+1)

n n
Q(f™) = QB )r“%Q(B ,

est un isomornhisnc pour r A2n+ 1, et Q(Bn)r =0 pour r impair <2n+1.

1 n+1

Soit B8° =B , ot s0it £° : B—B 1ltapplication naturelle. Soit gn: BB
1'application composée £ fn'l e.o £2 . Llors gn est une application d'algébres

de Hopf & multiplication strictement anticomrutative. De plus

ag") ¢ a(B) —a(E™)

by
est un isomorphisme pour r pair, ou r >2n + 1 .

Soit € = lim B" , €t soit g ¢ B—C 1'application naturelle d'algébres de Hopf
4 rultiplication strictement anticormutative. On a Q(C)r =0 pour r impair, et
Q(g) = Q(B)r»—%Q(C)r est un isomorphisme pour r pair. L'algébre de Hopf C est
apoelée 1'algébre de Hopf paire asscciée & 1'algobre de Hopf B . Noter que C =0

pour r impair.

Soit E" 1a sous-algébre B<§>Bn , c'est=a=dire formée des x € B tels que 1l'ap~-
. plication composée: '

A iB ® g
B B & B > B e B"
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envoie x dans x e 1 . Alors E" est une sous-algébre strictement anticommuta-
tive de B, et on a

1© B est un E'-module plat ;

20 E1 = Al H

3° B/E"=B";

40 Q(En)f =0 pour r pair ;

~
50 Q(En)r"———--——>Q(B)r pour r impair <2n -1 .

Spit E = lin R, L'algsbre E ast appelée 1'algébre impaire sgsocide & B

elle s'identifie & une sous-algébre de B ..On a :
1 B est un E-ncdule plat ;
20 B/E =C ;
30 Q(E)r =0 pour r pair ;

4o Q(E) . ——Q(B)_ pour r impair.

THEOREME 2. - Soit B unc K-algébre de Hopf & multiplication strictement anti-

coumutative, telle que B s8oit un K-nodule de type fini dans chagque degré.

Soit E 1l'algébre impaire associée & B , et soit C 1'algdbre de Hopf paire

associée & B ., Alors

1° comue algebre graduée, E est isomorphe & 1'algibre extéricure du K-module

Q(E) ;3

20 B est isomorphe, corme algebre gradude, =u produit tenscriel E o C .

DEMONSTRATION. - Tout d'abord, puidquec B est un K-module plat et de type fini
dans chaque degrsd, B est un K-module projectif. Il en est de méme de C . Donc
B est projective comme E-module (cf. [2], theorem 2.5). Il s'ensuit que B est

isomorphe & E 8 C comme E-modulc.

Observons maintenant que Q(E)r = Q(B)r , pour r impair, est un K-module plat
de type fini ; donc si TT: I(E)-—Q(E) est 1l'application naturelle, il existe
une application K-linéaire f : Q(E)~—I(E) telle que 7Tf soit 1'identité. Or
E2 est un El-module nlat, Bl = Al est une algébre extérieure, et puisque
Ez,OE; est un K-module projectif, E2 est un El—module prnjectif. De plus
EZ,OEl = A? est une algébre extérieure, donc B° est isonorphe & 1l'algdbre extd-
ricure onrandric par Q(EZ) s b cet isomorphisme est induit par f : Q(E2)-§E2 .

Observons que f applique Q(E") dans E" .
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Supposons démontré que f : Q(E")—E" induit un isomorphisme de 1'algdbre
extérieure de Q(E") sur 1l'algdbre E" . Alors EP*l ost un  EP-module projectif,
g+l g gh o g0l , et f o™ inguit un isomorphisme de 1'algdbre
extéricure de Q(E™™1) sur 1'algtbre E™*! . En passant & 1la limite, on obtient

l'assertion 1° . de 1'énoncé.
. . n .
Ecrivons maintenant Q(E°) corrie somre directe de modules de rang un @

~£=- ]
Q(En) = 2_,1 XJ )
J:“..

ol XJ est de rang 1. Soit [\j 1'algébre extérieure engendrée par Xj s et soit
hy : B——A) 1'application telie que f£.(1) =1, f. &tant définie, dans les
degrés >0 , comme la composée de T : I(B)—Q(B) et de la projection
Q(B)——éxq « I1 est clair que fj est un homororphisme de K-algébres. Soit

At B—~Bw® ... 8B (r facteurs) 1l'une des applications diagonales (qui est

r
unique si & est associative). Soit

r .
e B—® A - g"
j=1

1'application compos-‘e

A h1®...@hr

r .
B@o.Q@B“"“"’"‘"‘—"—‘>Al@Q"®/\r:En .

B

Alors h" st une rétrectian de 1lalgébre B sur 1'algébre E" . I1 est clair que
h® est composée de W™l et de la rétraction évidente ESTI—EP , A 1a limite, on
obtient h ¢ B—E , rétraction de 1l'algébre B sur 1'algebre E . Soit

XN : B—E ® C 1'application composée

B

3BeB —1 vE e C .

On voit facilement que A est un isomorphisme d'algdbres, et le théoréme est
démontré.

DEFINITION. - On dit qu'une K-algébre de Hopf B possede une application diago-

nale strictement anticommutative si 1'algdbre HomK(B ,» F) a une multiplication

strictement anticommutative, F désignant le corps des fractions de K .

On dit que la K-algdbre de Hopf B est strictement anticommutative si sa multi-

plication et son application diagonale sont strictement anticommutatives.

THEOREME 3. - Soit B une K-algebre de Hopf strictement anticommutative, dont
1'application disgenale soit as ociative (ainsi que la multiplication). Soit E
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1'algébre de Hopf impaire associfée & B, et C 1'algébre de Hopf paire associée

a B . Alors @

1© E est une sous-algebre de Hopf @le B ;

2° il existe un unique homomorphisme f : B—E de K-zlgébres de Hopf, tel que
Q(f) : Q(B)—Q(E) soit 1'identitd dans les dogrds impairs ;

3° si on considére & comne algébre de Hopf quotient de B au moyen de f , et

si B'=B®E , l'application naturelle B'-—C est un isomorphisme d'algébres
de Hopf ;
4° 1'ap.lication naturelle E & B'—>B est un isonorphisme 4'algébres de Hopf.

DEMONSTRATION. - Pour tout corps standard L associé & K , on a
o2
P(B @ L)r~———-—% Q(B e L)r pour r impair .

Donc la suite O—P(B) ——+Q(B) -AQ(B) -—;QQ(B) —+0 est exacte pour r impair ;
comme dans le théoreme de SAMELSON-LErAY on nontre quo Q (B) =0 pour r impair,

d'ol 1l'ascertion 1° de 1'énoncé.
Si nous avons une retraction f : B-—-—E d'algébres de Hopf, alors

B «-fé—aeB ® B<__£g§_.eE e C

est un homomorphisme d'algébres de Hopf, g désignant 1'application naturelle § de
plus (f & g) © A: B —:‘i-)E e C , et par suite le théoréme sera démontré si

nous prouvons l'existence d'une telle rdtraction f .

Pour cela, il suffit de le faire lorsque B est de type fini, puisque f est na-
turelle. Pour tout K-module M , posons M* = HomK(M , K) ; soit A* 1a sous-algé-
bre de Hopf impaire de 1l'algebre de Hopf B* . L'apnlication d'inclusion
j* H A*—5B*  induit un homomorphisme j : B-—A d'algébres de Hopf. Si i : E-B
est 1l'infjection naturel'e, 1'application ji : E-——A est un isomorphisme d'algébres

de Hopf, et 1'existence de f est dénontrée.

DﬁFINITION. -~ Pour un K-module gradué X tel que Xb = 0 , notons A(X) 1'algébre
strictement anticorrutative universelle du nodule X . :

THEORRME 4. -8i K st de caractifistique nulle, alors une Kealgdbre de Hopf

anticommutative B est isomorphe, corrie algébre, & A(Q(B)) si et seulement s'il

existe une application K-lin'aire f : Q(B)—I(B) telle que 1Trf : Q(B)-—Q(B)
goit 1'identits.
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DEMONSTRATION, - Si f existe, alors Q(B) est plat, et A(Q(B)) est plat ;il
existe un unique homomorphisme d'algébres f : A(Q(B))—B qui prolonge f . La
propriété universelle de A(Q(B)) permet de choisir une application diagonale pour
A(Q(B)) , telle que f deviemne un honomorphisme d'algibres de Hopf. Il est 4vident
que f est un épimorphisme ; d'aprés la propcsition 2, f est un monomorphisme,
donc un isomorphisme. Inversement, si B est isonorphe, comre algébre, & une algd-
bre anticommutative universclle, l'existence de f est 4vidente.

S

COROLLAIRE, = Si B est de type fini, alors B est isomorphe & une algdbre uni-

versells anticomutative si et seulement si Q(B) est K-projectif.
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