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Séminsire He CARTAN - J. C. MOORE 2=01
12¢ année, 1959/60, n°® 2
: 16 novembre 1959

ESPACES DE HCPF, AIGEBRES DE HOPF

par tichel ZISKAN

1. Espaces de Hopf.

(1,1) DEFINITION. - Un zppelle espace de Hopf un cspace topologique V connexe
(par arcs) muni de lz donnée d'une application contimue f ¢V x V—V telle qu'il
existe un point x, €V satisfaisant a

£lxg » %) = £(, x5) =x pour tout x eV,

Ainsi X, est slément neutre pour la loi de composition f « On pourrait,plus
généralement, se borner & supposer que les deux applications x———a»f(xO , X) et
x—f(x , xo) sont homotopes & 1'identité (condition qui ne dépend plus du choix
du point x, )e

Dens ce cui suit, on supposera toujours que V est une variété compacte (connexe),

[¢]

ce qui entraine que, pour tout annesu commtatif de cocfficients K , 1l'algebre de
cohomologie H*(V 5 K) est, comme X-module, engendrée par vn nombre fini d'élé-
ments. 81 K est un corps, H*(V ; K) (noté zussi H'(V) s'il n'y a pas de con-
fusion possible) est un espace vectoriecl de dimension finie, et l'application ca=-

nonigue

7 (V) ¢, 2 (V) — B (7 « V)

est un isomorphisme d'algébres (lc produit tcnsoriel ét:nt muni de la structure

d'algébre, produit tensoriel anticommutatif de deux slgébres gradudes). Pour une
démonstration, voir par exemple [6], corollaire 2 de 1a propesition 9.

(1,2) On notera E*(V) 1le cuotient de 1':lgébre H'(V 3 2) war son idéal de tore
sion ; comme groupe abélien, H'(V) est un groupe libre ayant une base formée d'un
nombre fini d'éléments homoglnes. les algébres = (V x V) et ﬁ*(V) e, H*(V) sont

encorc canoniquement isomorphes.

. * =
On szit que H (V 5 K) , resp. H (V) » est une algebre graduée anticommtetive,

la multiplication étaent induite par 1'application diagonale V—=V x V , D'autre
part, la loi de composition f : V x V—V définit un homomorphisme d'algétres

graduées

(1,3) A : B V) —E (W) Ry H* (V) si X est vncorps, resp. ﬁ*(V)~éﬁ*(V) &, ﬁ*(V),
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appelé application "diagonzle" de F*(V)  (resps H(V) ). Cette application pos-

L s 142 . * .
séde la propriété suivante (que nous formulons seulement pour H (V) 3 coeffi-

. . . e o1e ok
cients dens un corps K , meis cui vaut aussi bien pour H (V) ) :

Soit €: H*(V)—~9K 1'avgmentation définie par 1l'injection xo-—>V : 1l'homo-

morphisme composé

* A * * €ol *

HW) —— T (V) 8 H (V) —> H (V)
est induit par 1'ecpplication x——éf(xo , X) , donc c'est 1'identité ; de méme,
(1o €) o A ost 1'identité. Ceci exprime cue H*(V) , comme K-algdbre graduce

monie de 1'application dizagonale, est une algébre de Hepf (cfe ci-dessous). Si la

. oy s - * . .
loi de composition f est associative, alors la diagonalc de H (V) est "associa=-

tive" (cf. ci-dessous)e

On observera que H (V ; K) s'identific au dual-gradué de H*(V s K) (homologie
4 coefficients dans XK ) lorsque K est un corps ; /A  s'identifiec & le trans-

posée de l'application

H*(V) ® H*(V)—~¢H*(V)

définie par laloi de composition de V ("produit de Pontrjagin" en homologie). De
mdme, H (V) s'identifie au dusl-grzdul de ﬁ;(v) (quotient de H;(V s Z) par

la torsion), A &tant transposée de la multiplication de Pontrjagin
- ~ —
H*(\/) ) h*(V)—-)H (V) .

2+ Rappelons ici des notions plus ou moins classigues. On désigne par K un anneau
commtatif 3 élément unité ; on ne considérera que des K-modules gradués

A= ;Z:O Ai de type fini (i. e. @ AY est un K-module engendré par un nombre

i2
fini d'éléments) et connexes (i. c. : A° 2K , l'isomorphisme A% 3K étant
donné). Les produite tensoriels et les Hom seront toujours pris sur K ; A dési-
gnera le dval gradué de A , et T : A e A-—3A 8 & sera l'spplication K-linéaire
xe yy(- D™ yox, avec xc A", y€A" . Onnotera € : A—K le com-
posé de la projection naturelle A-—>AO et de l'isomorphisme Aoi%fK s et
WL :+ K—>A 1le¢ composé de 1l'isomorphisme X Q&AO et de 1'injection naturelle

AO——>A .

/
(2,1) DEFINITION., - Une algébre est 1z donnée d'un K-module gradué A et d'une

application K-linéaire de degré O , appelée multiplication,

$: AgA—A
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telle que les deux applications composées

me 1&
RS ¢ é?
A——>Keplh —> A g A —=3 L

1, M Fan
-——}AaK—————-}AeA —_>

soient 1'identité (i. e« ¢ m est é1lément unité de l'algébre A ) ,

On dit que Q? est associative si le diagramme

=
"

=

Apleld

=2

ﬂlA

est commitatif, et qu'elle est anticommutative si le diagramme

>

RN

Ae M

est commtatifs

R,2) DEFINITION, - Une coalgébre est la donnée d'un K-module gradué i et d'une
application K-linéaire de degré O , appelée diagonale

A H L—2 o A

telle que les deux applications composées

I3 eJA
[ o~
A—3 A pA —— 3K g A —aN

lA NS

A2 shen — aek M

soient 1'identitée.

I1 revient au méme de dire que 1l'on a :
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A(l) =18 1, et pour ag A (n >0)

i

O (a)

aol+laa+Zu.9v.
1 i

u, et v, étant des éléments homogénes de degrés >0 et «&n e

On dit que 4\ est associative si le diagramme

////A \\\\\\“ ApAeAd
RN

est commtatif, et que A est anticommutative si le diagramme
yA [ A

\ iT

B Ao A

A

est commtatif.

(2,3) PROPOSITION. =~ Soit A wune algébre telle que A soit un K-module projectif.
Alors A* est une coalgdbre dont la diagonale est ¢* , transposée de @ e Si P
est associctive (resp. anticwmmtative), “P* est assomiative (resp., anticanmutative),

Soit A une coalgdbre telle que A soit un K-module projectif. Alors A* est
une algébre dont la multiplication est NA* transposée de A . 8i A est associa-

tive (resp. =anticommtetive), A~ est associative (resp. anticommtative).

DEMONSTRATION. - Elle repose sur le fait que le dual gradué de A oy A s'identifie
3 A% s A", 1a dualité étant définie par

(xoy,x ey )y = (D™ Cx,x') . (y,5') pur yea™, x'ea*m

(2.4) DEFINIRION. - Une algébre de Hopf est définie par la donnée d'un K-module
gradué A et de deux applications K-linéaires de degré O , CP : A g A—A (qui
minit A d'une structure d'slgtbre), et A : A e A (qui munit A d'une structure

de coalgébre), @ et O étant assujetties & la condition suivante : le diagramme
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Bed
AghA — > A A AeA
1A@T91A
- ApApAgA
A Fod

A — Ae A

est connnute.jbif.
Cette condition signifie que 5i 1l'on munit A e L de sa structure d'algebre (respe

de coalgébre), A (respe @3) est un homomorphisme d'alzébre (respe de coalgéhre)s

(,5) DEFINITION. - On =ppelle homomorphisme d'une elgébre de Hopf A dans unc
algébre de Hopf B une application K-linéaire f ¢ A-——B ‘de degré O, telle que

fo@ @o(fsf) ’
Nor :(fvef)o[) .

W’

(2,6) PROPOSITION. ~ Si A est une algebre de Hopf de multiplication P ot de
dizgonale A , et si A est un K-module projectif, L* est une algébre de Hopf

de multiplicétion A* et de diagonaleg dj* . On rnotera que A s'identifie a l'al~.

gébre duale de Al

3+ Eléments primitifs, €léments indécomposables.

Soit 4 une algzébre, et I(A) le noyau de £ : A-—2K ;3 I(A) est done 1'idéal
formé par les éléments de degré > O . P induit une application

(f : I(4) e I(A)—>I(A) .

Les é1éments de Imq) sont appelés éléments décomposables de 4 « On pose
Q(A) = Coker ¢ = I(n) /ImY . Soit maintenant A une cozlgébre, et I(A) =Ker € .

A induit une application

§ ¢ I(L)—I(2) e I(2) .

On po.se P(A) = Ker 8 s les éléments de P(L) sont appelés éléments primitifs de

A . I1 revient au méme de dire que

x €P(lj=ed x €I(L) et Ax=xm1l+1lex .

(3,1) COIVENTIONS, - On écrira désormeis a.b (ou ab ) au lieu de P (a » b)
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(multiplication dans 4 ). On notera deg a le degré d'un élément homogéne a €4 .

(3,2) IEME. - Soient A et B deux algdbres de Hopf telles que A4 et B soient
des K-modules plats. Soit f : A—B un homomorphisme d'algébres de Hopf, et

soient

P(f) : P(A)—P(B) , Q(f) : Q(A)—Q(B)

les homomorphismes gu'il induit. LAlors :

a. £ est injectif si et seulement si P(f) est injectif ;

b. f est surjectif si et seulement si Q(f) est surjectif.

DEMONSTRATION de &. - Il est clair que si f est injectif, P(f) est injectif.
Réciproquement, supposons P(f) injectif, et que la restriction flAi soit une
application injective pour i< n (n > 0) . Alors la restrictionde fao £ 2
AT o 4% est une application injective L' » A-—3B" 2 B° quand r et s sont

< n « En effet, elle se factorise en
s fol s lef s
F2y QA. "—-—‘——§Br9[t “'—""—'—)BrgB ’
et chaque application partielle est injective parce que L5 (resp. B') est un mo-
dule K-plat. Soit alors a € A" tel que f(a) =0 ; on va montrer que a =0 .
On a

Aazasl+loa+ da ,
o Oae A" g aS , la somme étant étendue aux couples (r , s) tels que
r+s=n, r>0, s>0., Donc

0=Af(a) = (fof)Aa=f(a) sl+1of(a)+ (£of)(éa)=(foe)(da)

et puisque f ® f est injective, on en conolut éa =0, c'est-a-dire a € P(4) .
Puisque P(f) est injective, on a donc a =0 .
,Co Q‘ Fo DO

La démonstration de b. est dusle de la précédente ; elle ne nécessite méme pas de
supposer que & et B soient des K-modules plats (parce que, en tout état de cau-

se, le produit tehsoriel est un foncteur "exact & droite").

(3,3) PROPOSITION., - Si A est une algébre de Hopf sur un corpd K , on a des

isomorphismes naturels

PEN* 2e@*)  ,  (Q@)* xpE*) .
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On le voit en transposant les suites exactes

0—P(A) —I(A) —I() 8 I(&) , I(4) e I(L)—I(&)=—Q(A)—0 .

(3,4) Interprétation de Q(A). - Supposons que Q(A) ait une K-base homogéne

(ce qui est notamment lc cas lorsque K est un corps). Relevond de fagon homogéng,

dans A , les éléments d'une telle base de Q(&) . On obtient un systéme minimal

de générateurs de 1l'algébre graduée L (il est inutile de supposer A munie d'une

application diagonale) : c'est une famille d'éléments homogénes (xi) de degrés
> 0, qul engendrent . comme algébre & ¢élément unité, et est telle qu'aucun x,

n'appartiennc & la sous-algébre engendrcée par les Xj pour j £1i .

Lorsque l'algébre A est associative et anticommutetive, et qu'on numérote par
les entiers > 0 les ¢léments x; d'un systéme minimal de générateurs, & est

engendré, comre K-module, pzr les mondmes.

r ry
(Xl) ces (xi) ces ,

les exposants entiers r. 2 0 étant tous nuls seuf un nombre fini, =vec, pour cha-
que i, r, < s, ;onnote s, la hauteur de 1'élément X s c'est-a~dire le plus
.petit entier s (&ventuellement infini) tel que (xi)S = 0 . Bien entendu, ces
monomes peuvent &tre linéairement dépendants sur X ; toutefois, X, n'est pas
combinaison linéaire de monomes ne contenant pas x; « Pour tout polyndme P &
coefficients dans K , P(x; , «ee , xn) est un élément de AL , homogéne et de de-
gré a4 si P est isobare de poids 4 (chaque lettre x, est affectée d'un poids

égal & Cdeg X, dans L)

(3,5) PROPOSITION, - Soit A une -lgébre de Hopf sur un corps K , dont la mul-
tiplication est .associative et anticommtstive. Alors 1'application P(4)—Q(4)

(composée de P(A)—I(A)-—Q(4) ) est injective si la caractéristique p est nulle;

sip # 0, elle est injective si et seulement si on a %P

= 0 pour tout x < I(a) .

DEMOKSTRATION, - Soit (xi) un systéme minimel de générateurs, tel que
qeg(xi) < deg(xj)

pour i< j . Lz sous-2lgebre Bn de A engendrée per Xy oy ese 5 X est une al-
gébre de Hopf, car é(xi) € B;_, pour des raisons de degré. Soit G le quotient
de Bn par 1'idéal(bilatére) engendré --r les X (i < n) ; 1l'epplication diagonale
de Bn induit une application diagonale Cn—aocn ® Cn cui fait ce Cn une algé-

bre de Hopf & un générateur X, évidemment primitif . Supposons que p =0, ou
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que -0 pour tout x € I(4) , ot rontrons que P(Cn)—aQ(Cn) est vne applica-
tion bijective ; c'est trivial si (xn)2 =0 ; et sinon, c'est que p #2 et
deg X, pair (en vertu de l'anticommitativité) : si p = 0, on vérifie par récur-
rence que (xn)k = 0 pour tout k , et que (Xn)k n'est prs primitif pour k 2 2 ;
si p#0, ona (xn)k #0 pour l1€k<cp, et (xn)k n'est pas primitif pour
2€k ¢<p .

Boit alors u € P(A) , vite

fira de montrer cuc l'image de

o

ona ué€ P(Bn) pour un n convenable ; il suf=-

=

G ns Q(Bn) n'est pas nulle (car Q(Bn) s'iden-
tifie & un sous-espace de Q(L) , & savoir le sous-espace engendré par les classes
des x, pour i<n ). Procédons par récurrence sur n (c'est trivisl pour n =0 ):
si u éP(Bn) 2 une image nulle dans Q(Bn) , la classe de u dans P(Cn) est
nulle puisque P(Cn)-——,x(;;(Cn) est une bijection § done u est dans P(Bn-l) , et
l'image de u dans Q(Bn..l) est nulle. D_‘aprés 1'hypothése de récurrence, cela
entraine u =0 .

Ce Qo Fo Do
I1 reste & montrer que si p £0 , et si 1'application P(4) —Q(L) est injective,

alors on o héceesairement x*

= 0 pour tout x € I(A) . On procéde par récurrence
sur le degré n de x (c'est triviel sour n=0) : si x @ A" , 2lors

x€LAF e 1° (r+s=n , >0, s8>0), donc, par 1'hypothése de récurrence,
(0 x)P = 0, I1 s'ensuit cue AGEP) =xP o1+ 19 x”; ainsi x¥ est primitif.
Comme 1'image de xP dens GQ(4) est mulle, et que P(A)—>Q(L) est injective,
on conclut xP =0 .

La démonstration de la propositicr {3,5) est ainsi achevée.
REMARQUE. - On peut montrer que, réciproquement, si 1l'application P(&)—Q(a)

est injective, la multiplication de A doit &tre associative et anticommutative

(voir [5] ).

(3,7) PROPOSITION. - Soit A wune algébre de Hopf sur l'anneau Z des entiers.

Supposons /L sans torsion, la multiplication de A ~ étant associative et anticom-

mutatives Llors l'application P(A) —Q(A) est injective.

D]fb‘iONST}LZTION. -~ Puisque la tensorisation par le corps ZO des rationnels est un
foncteur exact, P(A ® ZO) et QL o ZO) s'identifient & P(L) » Zy et Q(a) » 2
Soit N 1le noyzu de P(A)—Q(A) ; =lors N e Zy est le noyau de

0 L J
P(A) e ZO-——)Q(A) ® ZO ,

c'est-d-dire de P(A 8 Z3)—3Q(A » Zy) + D'aprés la proposition (3,5), ce noyau est
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nul ; donc N 8 Z0 =0, ce qui exprime que N est un groupe de torsion ; or

N est un sous-groupe de I(4) , qui ost sans torsion. Donc N =0 .

4, Structure des algébres de Hopf.

A chaque K-espace vectoriel gradué B ( resp. & chaque groupe abélien gradué
B sans torsion) on associe une algtbre graduée L(B) contenant B , appelée 1l'al-
gébre associative-anticommitetive libre de B , et définie de lu fagon suivante :

lorsque K est un corps, L(B) est le quotient de 1l'algebre tensorielle T(B) par

1'idénl bilatére engendrée par lcs éléments de la forme

x - (- D™ yx, x € T(B) , yET(B), degx=m, degy=n o

(si la carsctéristique p de K est #2 , le carré de tout élément de degré impair
de B est donc nul ; et L(B) s'identifie alors au produit tensoriel de 1'algébre
extérieure construite sur ls somme B~ des composantes de degré impair de B , et
de 1l'algébre symétrigue construite sur la somme B" des composantes de degré pair
de B ). Lorsque B est un groupe 2bélien sens torsion, on définit L(B) en faisant
le quotient de T(B) com'e ci-dessus, puis en divisant par 1'idéal de torsion de
1'algébre obtenue ; alors L(B) est encore le produit tensoriel de 1'algebre exté-
ricure de B~ et de 1'algébre symétrique de B' .

(4,1) Dans tous les cas, L(B) posséde la propriété universelle que voiei : toute
application linéaire f : B—A dc degré O dans une K-olgébre groduée A, asoclative
et anticommtative (supposée de plus szns tors:on si K =12 ) se prolonge d'une seu=-

le manidére er un homomorphisme L(B)—& de K-alsébres graduées.

Soit alors A une K-algébre dc Hopf, dont la multiplication sera désormais suppo-

sée associative et anticommutative. Supposons de plus que l'on se trouve dans 1'un

des cas suivants
(i) K est un corps ;
(i1) K =2, A est sans torsion, et Q(2) est sans torsion.

On peut donc relever dans A les éléments d'une K-base homogéne‘de Q(a) , ce
qui définit £ : Q(A)— A . Soit g : L(Q(4))—A 1'unique homomorphisme d'algébres
gradudes qui prolonge f 3 il est clair que g est surjectif,et induit un iso-

morphisme

Qlg) + Qr(Q(L)) =~ Q) .

.
(4,2) THEOREME. - Sous les hypothéses précédentes, l'application g : L(Q(R))—4

est un isomorphisme d'2lgébres graduées dans chacun des deux cas suivants :
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- le cas (i) lorsque K est un corps de caractéristique O ;

Ce théoréme exprime que, sous les hypothéses faites, si on note Xs les éléments
de A qui relévent les éléments d'une base homogene de Q(A) , les monbmes

r, r,
(Xl) ore (xi) EETT I

ol les exposants r; sont assujettis & la condition r; < 2 pour deg(xi) impair,

forment une K~bese de 1l'algébre A .

DEMONSTRATION. = On va montrer d'abord que, sans hypothése sur la caractéristique

de K (et zussi dans le cas (ii) ), il existe un homomorphisme d'algébres
AL+ @A) > LEQA) s TQE))

qui reléve 1l'application diagonale de A et fait de L(Q(A)) wune algébre de Hopf.
Notons LY(Q(A)) et AY les idéaux formés des éléments de degrés >0 ( a*

n'est donc zutre que I(A) ), et considérons 1l'application

g egt: LYQM) o LT(QMA))—AT 2 AT ;

elle est surjective , puisque g : L(Q(A))—> A est surjective. Considérons d'autre
part 1ltapplication composée

Q(a) y &% s AT o AT

e

puisque Q(A) est libre et cue g o g cst surjective, cette application composée
admet une factorisation
+ o+
h. + + £ %8 + +
Q)L (1)) e L'(Q(4)) —— A" e & .

Posons alors, pour x € Q(4) ,
Zsl x=x® 1+ 1rx+h(x)e LQA)) » LQA)) H

Zﬁl applique Q(A) dans une algébre associztive et anticommutative, danc se pro-

longe d'une seule maniére en un homomorphisme d'algébres
L(Q(A))— L(G(£)) e L(Q(a)) ’

encore noté le o I1 est clair que Zﬁl reléve 1l'application diagonale de A et
fait de L(Q(A)) wune algdbre de Hopf ; g cst un homomorphisme d'algébres de Hopfe



A
1

-

[N

Considérons alors le diagramie cornutatif
P(L(Q(4))) ——=Q(L(a(4)))

P(g) Qlg)

v

P(a) ————— Q(4)

On sait que Q(g) est bijectif ; si 1'on est dans le cas (ii), ou dans le cas (i)
avec une caractéristique nulle, ls premier homomorphisme horizontal est injectif,
d'aprés (3,5) et (3,7). Dans chacun de ces cas, il s'ensuit que P(g) est injectif ;
done g est injectif (lemme 3,2). Puisque g est surjectif, g est bien un iso-

norphisme, et le théoréme est dimontré.

(4,3) REMARQUE. - Sous les hypoth®ses du th oréme 4,2, supposéns que le K-module

A ait une base finie ; alors A est, comie algébre, isomorphe & une algébre exté-
’ g ) g

rieure engendrée par des éléments de degrés impairs. (En effet, si Q(A) contenait
des 4lénents # O de degré pair, L(Q(A)) aurait une K-base infinie).

Dans le cas d'un corps de caractéristique p # 0 , on a le th7oréme de structure de

Borel :

(4,4) THEOREME. - Sous les hypothéses précédentes, supposons que K soit un corps

parfait de caractéristique p # O . Supposons de plus que le reldvement

f: Q(A)—A jouisse de 1a propristé suivante : si X5 (i=1,2, ¢os ) dési-

gne le relévement du i-idme é1ément de base de Q(A4) , avec deg(xi) < deg(Xj)

pour i <Jj , la hauteur S, de chaque X, est au plus égale & celle de X o +tu,

:

quel que soit 1'é1ément u de la sous-algébre engendrée par les x, pour i <n,

tel que deg(u) = deg(xh) . (Un tel re’&vement existe). Alors le noyau de 1'épimor-
phisme g : L(Q(A))—A défini par f est 1'id%al engendré par les

s,
&i) * relatifs aux %1dments de hauteur finie s; 5 les s finis sont des puissan-
ces de p , sauf si p #2 et deg(xi) impair, auquel cas 8y = 2 .

Ce théoréme exprime que les nonénes

ry ry
(xl) oo (xi) ces , r, <8

forment une K-base de 4 .

Pour la démonstration, nous nous contenterons de renvover & [1] et [5].

(4,5) REMARQUE. - Plagons-nous toujours dans les hypothéses des théorémes 4,2 ou
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4,4, On va donner une condition nicessaire et suffisante pour que A comme algébre,

soit une algébre extérieure engendrée par des éléments de degrés impairs. Rappelons

la définition du polynfme de Poincaré Pft) d'un espace vectotiel gradué A (resps.
un Z-module gradué libre A ) :

P(t) = ; . din(A™) ¢ ,
nz0
qui en r3alitdé peut &tre une série infinie (nmais chaque din(A”) est finie par hy=-
pothése). Si A est une algdbre extérieure engendrie par des #l<nents de degrés
impairs ng P(t) se net sous la forme d'un produit (‘ventuelle ent infini)

n,
l l(l +t 1) R les n, étant impairs.
i

Cette condition nécessaire est aussi suffisante pour que 4 , sous les hypothéses des
théorémes 4,2 ou 4,3, soit une algébre extirieure engendrée par des élfments de
degrés impairs n . En effet, si A est engendrée, corre algebpre, par des X de
degré n, et de hauteur s, , P(t) est produit de facteurs
n.s.
1 -t T

u c—
n. ° n

1 -1t

1 -t

(suivant que s, est infini ou fini) ; supposons (ce qui est loisible) la suite des
n, crolssante (au sens large), et soit i le plus petit indice tel que n; soit
pair ou 83 22 ; 8i ng est pair, on trouve une contradiction en regardant le
n,
terme en t - de P(t) ; s; n, est irpair et s, > 2 , on trouve une contradiction
n,

1

en regardant le terme en t de P(t) .

(4,6) THEOREME. - Soit 4 une Zfélgébré de Hopf sans torsion, dont la multipli-
cation est associative et anticormutative. Si Q(A) est un groupe de torsion dans

les degrés pairs, alors @

1° Q(A) est sans torsion ;

2° A est isomorphe (comme algdbre) & une algébre extérieure engendrée par des

éléments de degrés impairs ;

3° Q(A)/P(L) est sans torsion (on identifie P(A) & un sous-groupe de Q(A)
gréce & (3,7) ).

DEMONSTRATION. - En vertu de 1'hypothése, Q(A e Zy) = Q(A) ® Z; est nul dans les

degrés pairs ; donc, d'aprés le thdorére 4,3, A ® Zy est une alg3bre extérieure
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engendrée par des 4léuents de degrés impairs, et son polynéme de Poincaré Po(t)
a donc la forme

— n

’.'(1"’131) ’

i
les n, étant impairs. Or Po(t) est “videmment égal au polynéme de Poincaré P(t)
de A, et celui-ci est aussi 4gal au polynfime de Poincaré Pp(t) de Ae Zp
( p premier). D'aprés (4,5), l'algébre A ® Zp est isoniorphe & une algébre exté-
rieure engendrie par des #léments de degrés impairs n, ; QA ® Zp) = Q(A) & Zp
a pour dimension, en chaque degré impair, le nombre des ng égal & ce degré; et -
la dimemsion de. Q(4) e Zp est nulle dans les degrés pairs. Donc, dans chaque
degré, la dimension de Q(A) e Zp sur Zp est 4gak 2 la dimension de Q(4) ® Zq
sur Z0 . Ceci entraine que la composante p-primaire de Q(4) est nulle, et par
suite que Q(4) est sans torsion (puisque cela vaut pour tout p ).

Nous avons ainsi établi 1'assertion 1°. Donc Q(4) posséde une Z-base formde d'é-
1énents homogénes de degrés impairs, et le théoréme 4,2 est applicable, ce qui en=
tratne 1'assertion 2°. Enfin, pour p premier, la puissance p-iéme de tout éliment
de degré >0 de A e Zp est nulle, puisque A ® Z_ est une algdébre engendrée par
des 41 ments de degré impair et de carré nul. D'aprés (3,5), Plhi e Zp)-+Q(A ® Zp)

a un noyau nul. Or on voit facilement que P(4) ® Z_ s'identifie & un sous-espace
vectoriel de P(A ® Zp) ; donc P(4) ® Zp-9Q(A) ® Zp est une injection. Puisque

Q(A) est sans torsion, on a une suite exacte
0—Tor, (Q(A)/P(8) , 2)) —> P(4) & Z,— Q(4) @ Z,

done Torl(Q(A)/P(A) R Zp) =0, c'est-a-dire Q(4)/P(A) n'a pas d'élément d'ordre
p autre que O . Ceci vaut pour tout p , et par suite Q(4)/P(4) est sans torsion.

(4,7) COROLLAIRE., - Soit A une Z-algébre de Hopf sans torsion, ayant une base

finie., Si la wultiplication de A est associative et anticormutative, alors A est

(comme algdbre) une algébre extérieure engendr‘e par des éléments de degrés impairs.

En 2ffet, 1l'algebre A & Z0 est alors une algdbre extérieure engendrée par des
éléments de de-rds impairs, d'aprés la remarque (4,3). Done Q(A ® ZO) = Q(4) e Z
est nul en degrés pairs ; ceci signifie que Q(4A) est un groupe de torsion dans

les degrés pairs. On peut donc appliquer le thdoréme 4,6.

5. Le théorémne de Samelson-Leray.

On a donné des conditions pour qu'une algdbre de Hopf A soit, comme algdbre,

isomorphe & une algébre extérieure engendrie par des éléments de degrés impairs. Mais
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en général, un tel isomorphisme n'est pas compatible avec les applications diago-
nales (on définit 1'application diagonale d'une algebre-extérieure engendrée par
des X de degrés impairs, en posant

lkxi =X, 8 l1+10@ x5 ’
ce qui détermine £ puisque A est multiplicative). Pour qu'un tel isomorphis—
me soit un isomorphisme d'algébres de Hopf, il faut et il suffit que les généra=-
teurs Xy de 1'algébre extérieure A soient primitifs. Cela revient & dire que
1'application P(4)~>Q(4) est surjective. '

Uns condition évidemment nécessaire est que 1l'application diagonale de 1l{algdbre
de Hopf A soit associative. On va voir que cette condition est suffisante. D'une

fagon précise ¢

(5,1) THEOREME. - Soit A une K-algdbre de Hopf ( K un corps, ou K =2 ,

A étant alors sans torsion). Supposons que la rmltiplication de A soit associa-

tive et anticommutative, et que 1l'application diagonale soit associative. Si A ,

comme algebre, est engendrée par des éléments de degré impair et de degrd mul,

A4 est une algebre extérieure engendrée par des éléments primitifs de degrés impairs.

I1 suffit de montrer que P(A)—Q(A) est une application bijective, puisque les
composantes homogénes de Q(A) sont de degré impair. Supposons d'abord que K soit
un corps, et considérons 1'algebre de Hopf duale A%, L'application P(A*)——;Q(A*)
est transposée de P(A)—Q(A) , qui est une injection (proposition 3,5) parce que,
dans le cas de la caractéristique p # O , la puissance p-idme d'un <1ment de
degré > 0 est nulle (cf. le début de la démonstration du lemme 4,7 ). Donc
P(A*);~>Q(A*) est surjective. Il s'ensuit que 1'algébre A" est engendrée par des
éléments de P(4*) ; or P(A¥) , dual de Q(A) , n'a que des éléments homogénes de

degrés impairs.

Montrons que 1'algebre A* , qui est associative (puisque 1l'application diagonale
de A & été supposée associative) est anticormutative. I1 suffit de montrer que si
u et v sont des “lduents primitifs de A* , de degrés impairs, on a uv + vu =0,
Or é(uv) zueva-vseu; donc é(uv + vu) =0 ; ainsi uv + vu est un 41ément
primitif de degré pair, donc uv + vu = O . Il résulte alors de 1'anticommutativité
de A* que le carré de tout é1lément primitif u est hul, sauf 8si p =2 j mais
dans ce dernier cas, on voit que u? est primitif, et étant de degré pair, il
est nul,

Ainsi 1'algébre A* oest engendrée par des éléments de degré impair et de carré
nul ; par suite (si p # O ) la puissance p-iéme d'un élément de degré > 0 de
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A* est nulle. D'aprés la proposition 3,5, 1'application P(4*)—Q(a*) est in-
jective ; or elle est surjective, donc elle est bijective, et par suite P(A)— Q(A)

est bijective. Ceci achéve la dénonstration dans le cas ot K est un corps.

Supposons maintenant X =Z , A étant sans torsion. D'apres ce qu'on vient de
démontrer, P(A s ZO)-9Q(A ® ZO) est une bijection ; cette application s'identi-
fie a P(A) ® ZO—~§Q(A) ® Zy , et on conclut que (QfA)/P(4)) @ Zy =0, ce qui
exprinic que Q(4)/P(4) est un groupe de torsion. Or on a vu (théoréme 4,6, 3°) que
Q(A)/P(A) est sans torsion. On conclut que P(A)—3Q(A) est une bijection, ce qui
acheve la dsnonstration lorsque K =2 .

(5,2) COROLLAIRE. - Soit A une Z-algeébre de Hopf sans torsion, ayant une base

finie. Si la multiplication de A est associative et anticommutative, et si 1'ap-

plication diagonale est associative, alors A est une algébre extérieure engendrée

par des fléments primitifs de degré impair.

Cela résulte aussitét de (4,5) et (5,1).

(5,3) REMARQUE. - Sous les hypothéses du théoréme 5,1, 1'algébre duale A* §§E

aussi une algeébre extérieure engendrde par des éléments primitifs de degrés Zmpairs.

En effet, A s'identifie, corme algebre de Hopf, & un pro@uit tensoriel d'alge-
bres extéricures & un générateur de degré impair ; 1'algébre duale s'identifie au

produit tensoriel des algébres duales, dont chacune est une algébre extérieure.

6. Application & la cohomologie des groupes de Lie compacts.

Congidérons, d'une maniére génirale, une variété compacte connexe V munie d'une
loi de composition coume dans le paragraphe 1 ("vari4té de Hopf"). On considérera
1'homologie et la cohomologie & coefficients dans 7 , ainsi qu'd coefficients dans
le corps Z_ ( p premier ou p =0 ), et aussi 1'homologie ﬁ*(V) et la cohomo-
logie 'ﬁ*(v§ , quotients par la torsion. H(V ; Z.) et H(V; 2 ) sont des al=-
gébres de Hopf, duales 1l'une de 1l'autre ; de néne (V) et ﬁ*(V) « La multipli-
cation de H*(V s Zp) , resp. de ﬁ*(V) , o8t associative et anticommutative ; de
plus, si la multiplication de V est associative (ce qui est le cas si V est un
grouse de Lie), alors 1'application diagonale de H (V ; Zp) , resp. de H(V) ,
est associative.

I1 résultc des théorémes 4,2, 4,6 et 5,1 :

(6,1) THEORMME, - Si V est une variété de Hopf compacte et connexe, ﬁ*(V) est

une Z-algébre ext’rieure engendrfe par des éléments de degrés impairs ; H*(V 3 ZO)
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est une Zo-algébre extérieure engendrée par des élénents de degrés impairs. De

plus, si la nultiplication de V est associative, ces algtbres extérieures sont

engendrées par des éléments primitifs de degrés inpairs, et les algebres d'homolo-

gie H*(V 3 ZO) et ﬁ*(v) sont aussi des algébres extérieures engendrées par des

41éments de degrés impairs.

On notera que H (V ; ZO) g'identifie canoniquement & ﬁ*(v) ® Zy , et que
H*(V 5 Zo) s'identifie canoniquement & ﬁ*(V) 8 Zy -

Ly,

‘Pour p pretier, H*(V ; 2_) est justiciable du théoréme de Borel (4,4). On
n'a pés, en général YV ; Zp)ca ﬁ*(V) 8 Zp ni H*(V s Zp) Q&H*(V) & Zp . Tou-

tefois il en est ainsi lorsque V est sans p-torsion, c'est=a-dire lorsque

H*(V 3 Z) (ou, ce qui revient au méne, H*(V ; 2) ) est sans p-torsion, D'ol @

(6,2) COROLLAIRE. - Soit V une variété de Hopf compacte et connexe, sans p-tor-

sion. Alors 1V ; Zp) est une algébre extdrmeure engendrée par des éléments de

degrés impairs. Si de plus la multiplication de V est associative, ¥ (V ; Zo)

est une algébre extérieure engendrie par des élénents primitifs de degrés impairs,

et H*(V ; Zp) est une algébre extérieure engendrée par des éléments de degrés

impairse.

(6,3) REMARQUE, - Puisque H*(V ; 2) est un groupe abélien de typr fini, il est

sans p-torsion pour tous les p premiers sauf un nombre fini,

(6,4) REMARQUE. - Lorsque V est sans 2-torsion, on peut relever les générateurs
de 1'algébre extérieure ﬁ*(V) en des élénients de degré impair de B (V ; 2) ,
dont le carré est nul puisque son double est nul ; on obtient ainsi un relévement
miltislicatif de 1'algsbre HY(V) dans 1'algdbre H¥(V ; 2) ; H(V) s'identifie
donc (non canoniquement) & une sous-algébre de H*(V ; 2) qui est supplémentaire

de 1'idéal de torsion.
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