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GROUPES D® LIE CCOMPACTS ET TORZS MAXIMAUX

par antoine DELZANT

1. Les groupes de Lie compacts classiques.

Le corps de base étant C (resp. R, resp. K [corps des quaternions]), on
considére un espace vectoriel V de dimension n sur ‘9 (resp. El s TEeBP. li)
muni d'un produit hermitien (resp. scalaire, resp. quaternionien) noté <a , b2,
ol a , b sont des éléments de V . Le groupe unitaire, noté U(n) (resp. ortho-
gonal, noté O(n) ; resp. symplectique, noté Sp(n)) est le groupe des matrices
g de GL(n , Ep (resp. de GL(n , EQ , resp. de GL(n , EQ) qui conservent le

produit hermitien, i. e. telles que
<ga, gh> = <a 4, b

Dans ce paragraphe, on se borne & préciser les définitions de ces groupes, et
3 en rappeler les principales propriétés. Celles-ci sont d'ailleurs bien connues
(cf. [8] et [4]).

Le groupe unitaire U(n).

U = g e GLta, 8 5 E= R

' . . 2
C'est un groupe connexe, de dimension réelle n . I1 admet un sous-groupe @

Le groupe spécial unitaire SU(n) .

SU(n) = SL(n ,‘g) N U(n) .
C'est le groupe des matrices unitaires de déterminant + 1 . Ce groupe est connexe,.
simplement connexe, et de dimension réelle n2 -1.
Le groupe orthogonal O(n) .

O(n) = (fg € GL(n 9 5) s & = tg-l}

[

O0(n) est l'ensemble des matrices réelles de U(n) . Le groupe orthogonal admet

deux composantes connexes (detg =+ 1 , det g = - 1) ; sa dimension réelle est

n(n - 1) . La composante connexe de 1'élément neutre est :
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Le groupe spécial orthogonal SO(n) .

S0(n) = SL(n , R) m O(n)
, - . t l
C'est un groupe correxe, de dimension reelle ELETT—EL Son groupe fondamenta

est cyclique d'ordre 2 .

Le groupe symnlecticue Sp(n) . - Identifions le corps zg avec l'algzébre

C + jC munie des relations : 32 ==-1; jz=2j; =z e£3 . Le groupe symvlec-
tique opérant sur l'espace vectoriel & droite V = E? , ( g(ak) = g(a) k ;
g =Sp(n) , k 2% ), on démontre ([8], chapitre 1 , paragraphe VIII) que Sp(n)

s'identifie au sous-groupe de U(2n) qui laisse invariante la forme bilindaire

n+l
b ¥ Vi T M 10

a b
On peut écrire une matrice g de Sp(n) sous la forme { )
c d
a, b, c,d, étant des matrices (n , n) & coefficients complexes. alors

) ~ 0 1
glg =J; ou J =
: -ln 0

Sp(n) est un groupe connexe, simplement connexe, et de dimension réeclle
2n(2n + 1)

Sp(n) = !g € U(2n) ; v

.

2. Tores maximaux des groupes de Lie compacts.

Rappelons que tout groupe de Iie abdélien, compact et connexe, est isomorvhe 2
un tore, produit d'un nombre fini de groupes isomorphes & R/Z ==U(1) (en eoffet,
1'algébre de Lie d'un tel groupe est celle d'un R" ). Les tores contenus dans
un groupe de Lie G sont donec les sous-groupes abéliens compacts et connexcs
de G . Un tore T CG est dit maximal s'il est maximal dans 1'ensemble des
tores contenus dans G . Il existe de tela tores maximaux, car toute suite
croissante de tores contenus dans G est stationnaire, puisque les dimensions de

ces tores sont bornées.

PROPOSITION 1. - Soit G wun groupe de Lie compaet. Supposons qu'il existe un
tore TG, tel que

- -1
G = ;:a}ng .

Alors e

(i) T est un tore maximal ;
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(ii) Tout tore de G est contenu dans un conjugué ng_l H

(1ii) Les tores maximaux de G sont les ng-l .

DEMONSTRATION. - Monsrons d'abord (ii) . Soit A un tore contenu dans G ; on
sait (théoréme de Kronecker) qu'il existe un élément "générateur" a de A ,
c'est-a-dire tel que A soit 1'adhérence du sous-groupe engendré par a . Par
hypothése, il existe g € G tel que a < ng-l ; puisque ngnl est fermé dans
G,ona ac¢C ng_l s ce qui établit (ii). Soit alors T' wun tore maximal de G
(on sait qu'il en existe) ; on vient de voir qu'il existe g £ G tel que
T ng"1 , ce qui exige T' = ng"l et entraine que ng"l est maximal ; T

est donc aussi maximal. T é&tant maximal, tous les ng-l sont maximaux.

Lorsque G est compact et connexe, l'assertion (i) ci-dessus admet une réeci-

proque :

THEOREME 1. - 81 G est un groupe de Lie compact comnexe, et si T est un tore

maximal de G, alors G est réunion des conjuguds ng“l (ou g parcourt G ).

Compte tenu de la proposition 1, ce théoréme admet les corollaires suivants :

COROLIAIRE 1. - Tous les tores maximaux de G sont conjugués, et ont méme di-

mension r 2 1 (sauf si G est réduit & 1'élément neutre) ; r s'appelle le

rang de G .

COROLIAIRE 2. - Si G n'est ras réduit 3 1'é1ément neutre, tout x < G appar-

tient & un sous-groupe 3 un,paramétre.

Avant de démontrer le théordme 1 en toute généralité, nous allons étudier les
tores maximaux des groupes classiques, et vérifier le théoréme 1 dans chacun des

cas particuliers envisagés.

A. Groupe U(n) . - Soit T le sous-groupe des matrices diagonales de U(n) ;
c'est évidemment un tore de dimension n . Rappelons le résultat classique (cf.
[5], paragraphe 7, n°® 3, proposition 4) : dans le groupe U(n) , toute matrice
X est semblable & une matrice diagonale, i. e. il existe g € U(n) telle que
gxg“l € T . En vertu de 1z proposition 1, T est un tore maximal , le théoréme 1

‘se trouve bien vérifié lorsque G = U(n) . Le rang de U(n) est n .

N

A'. Groupe SU(n + 1) . - Ici encore, toute matrice est semblable 3 une matrice

diagonale. Les matrices diagonales forment un tore de dimensigg1 n (puisque les

éléments Xi de la diagonale sont astreints & la condition f‘gfli =1).
1=
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C'est un tore maximal, et SU(n + 1) est de rang n .

B. Groupe Sp(n) . - Soit D 1le sous-groupe des matrices diagonales de So(n) ,
qui est isomorphe 2 (5p(1))" . On sait ([54, loco citato) que toute matrice de
Sp(n) est semblable 2 une matrice diagonale, c'est-2-dire 2 un élément de D .
Chaque facteur Sp(1) de D étant identifié a SU(R) , contient un tore maxi-

mi

mal T de dimension 1 ; le prroduit T  de ces tores est un sous-groupe de D ,

e . . 7 ) n Y
tel que tout élément de Sp(n) soit conjugué d'un élémert de T . D'aprés la
- n . ‘s
proposition 1, T~ est un tore maximnal, et on vérifie euncore dans ce cas le

théoréme 1. Le rang de Sp(n) est n .

C. Groupe 80(n) . - On sait ([5), loco citato) que si x £ SO(n) , 1l'espace
R® dans lequel opere S0(n) est somme directe de sous-espaces de dimension 1
ou 2 , stables par x . Donc tout é1ément de S0(n) est conjugué d'un élément
du sous-groupe T défini comme suit : si n=2m , T est formé des matrices

de la forme

{ cos Hl - sin <?1 0 0
sin ¥ cos €
1 1
M= . o s
0 0 «+ cos ™ - gin ©
m n
\ sih € cos
m m

Si n=2m+ 1, T est formé des matrices de la forms

(o 1)

ou M a le type précédent. Dans un cas comme dans l'autre, la proposition 1 mon-

tre que T est un tore maximal ; SO(2m) et SO(2m + 1) sont de rang m .

3. Démonstration du théoréme 1.

Pour démontrer ce théorime, on suit [10]. Soit T wun tore maximal du groupe de
Lie compact connexe G . Soit N 1le normalisateur d2 T dans G (ensemble des

Loy ), et soit ¥ 1le groupe guotient N/T . On va montrer

x € G tels que xTx
que 45 est un groupe fini. Le groupe des automorphismes de T est isomorphe au
groupe des matrices SL(r , E) (r=dim T ) qui est discret ; N admet un homo-
morphisme dans ce groupe, et le novau de cet homomorvhisme contient la composante

0 ’ rd . R » O (3
connexe N~ de 1'élément neutre. Mais N est fermé, donc N~ est un groupe de-Lie
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qui contient T et qui commute aux éléments de T . i 1° était différent
de T on pourrait trouver un sous-groupe & un paramétre de 0 qui engendrerait
avec T wun tore strictement plus grand que T . Puisque T est maximal, on a
N° = T , et é? = N/T = N/NO est discret 2t compact, donc fini. Ce groupe fini
opére dans T , et on verra (corollaire 5 du théoréme 4) qu'il opére fidelement.

I1 résultera du théoréme 1 que les grounes 4+ relatifs 3 deux tores meximaux

sont canoniquement isomorrthes ; 'i’ s'appelle le groupe de Weyl de G .

Soit V 1'espace G/T des classes & gauche gl (g % G) ; c'est une variété
comracte, orientable, dont on désignera la dimension par n . Pour tout x < G,
la translation & gauche gT ~— xgT est une transformation fX de V . Puisque
G est connexe, les transformations fX sont homotopes entre elles. Un point
fixe de fX est la classe d'un g &€ G tel que gT = xgl , c'est-2-dire
X € ng'l . Le théorime 1 sera démontré si nous prouvons que, pour tout x & G ,

la transformation fx posséde au moins un point fixe.

Pour cela, on va faire appel & la théorie du "mombre de Lefschetz" en topologie
algébrique (cf. [1], chapitre 17). Soit V une variété compacte de dimension n |
et f une application continue V --»V ; le nombre dec Lefschetz L(f) est un
entier jouissant des propriétés suivantes :

(i) si f et g sont homotopes, L(f) = L(g) ;

(ii) Si f est l'application ideatique, L(f) est la caractéristique d'Euler-

Poincaré (V) ;
(iii) Si f n'a vas de point fixe, L(f) =0 ;
(iv) Si f n'a que des points fixes isolsds a; (en nombre fini), on a

L(f) = (- 1)" i—ﬂ k(a.) ,
i 1

k(ai) étant "1'indice" du point fixs isolé a; 3

(v) Si f est différentiable au point fixs isolé a , et si l'application li-
néaire tangente df au point a n'admet pas la valeur propre 1 , l'indice

k(a) = sgn(det(df - I)) , T désignant la matrice unitd.

THEOREME 2. -S51 T est un tore maximal d'un groupe de Lie compact et connexe

G , la caractéristique d'Tuler-Poincaré x(G/T) cst égale 2 1'ordre du groupe

de Weyl % =1x/T .

Une fois ce théoréme démontré, on saura que, pour tout x & G , L(fx) est

égal & 1'ordre de & , donc n'est pas nul ; par suite fX posséde au moins



un point fixe, ce qui <Stablit le théoréme 1.

Prouvons maintenant le théoréme 2. Pour calculer L(fx) , qui ne dépend pas de

X &€ G d'aprés (i) , on choisit pour x un "générateur! du tore T . Alors si
gé¢ G est tel que xgT = gT , ona x é,ng—l s donc T Cing-l s et par suite
T = ng-l : donc g & N . Réciproquement, si ¢« ¥ , gT est un point fixe de

fx . Ainsi les points fixes de fX sont les points de 1l'ensemble fini N/T . De
plus la transformation fX est la transformstion de V = G/T induite par

. . . -1
1l'automorrmhisme intérieur g —xgx ds G .

s

4 1'algdbre de Iie de G, et L 1'algébre do Ida de T , qui est une

Soit

sous-algdbre abélienne maximale de M. Si n & #/T, 1'aspace tangent 2 V au
point n s'identifie & /f{ , et la transformation lindaire tangente 2 £ est
induite par la transformation Ad(x) du groupe adjoint lindaire (opérant dans

4§ et laissant fixes les points de £ ). Soit ﬂf une forme quadratique définie
positive sur 9 s invariante par le groupe adjoint linéaire (ce groupe étant
compact, une telle forme existe). Soit rt 1'orthogonal d= £ pour oF 5 Ad(x)
laisse [~ stable, et on peut identifier Mioa fl dans lequel opére Ad(x) .
Pour calculer 1'indice %(fi) du point fixe n , on va utiliser (v) : la trans-
formation linéaire Ad(x) opérant dans fl n'admet bas la valeur propre 1 ,
car si ad(x).X = X aveec X € JL’, on a Ad(t).X =X pour tout t <€ T , done

X engendre avec f une sous-algébre abélienne de o, et par suite X =0
puisque { est maximale. Supposons de plus (cec qui est loisible) que x a été
choisi suffisamment voisin de 1'élément neutre ;3 alors - 1 n'est pas non plus
valeur propre de Ad(x) . Ainsi les valeurs propres de Ad(x) opérant dans i =
sont des ncmbres complexes deux & deux imaginaires conjugués (ce qui prouve en
passant que la dimension n de G/T =ast paire), =t det(df_ - I) est >0
(produit de nombres deux 2 deux imaginaires conjuguée), d'ou k(@) = + 1 . Puis-
que ceci est vrai pour chaque point fixe n de £, la prorriété (iv) , et le

fait que n est pair, entralnent le théordme 2.

4. Compléments au théordme de conjugaison.

-On suit toujours [10].

THEOREME 3. - Soit G un groupe de Iie compact cennexe, T wun tore maximal,

M un sous-ensemble quelconque de T . Si g¢ G est tel que gMg’1<: T , alors

il existe n&€ ¥ tel que a7 = gmg-l pour tout m £ .

COROLIAIRE. - Si deux €léments de T sont conjugués, alors ils sont ‘transformés
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1'un de 1'autre par un élément o ds <§3::N/T .

Soit G' le sous-groupe des éléments de © qui commutent & tous les éléments
. o
de M (i. e. gn =mg pour tout m de M ) ; soit G' 1la composante connexe
. . o) CTs
de G contenant 1'élément neutre. G’ est un groupe de Lie compact connexe

-1 L . =1
contenant T ¢'° contient g " Tg s cneffet si x g~ Tg, alors xm = mx

e

pour tout m « M , car gmg"1 commute ¥ T par hypotheése, donc g_l Tg < G!
et, puisque gal Tz est connexe, g—l Tg &' o ainsi T et g—l Tg sont des

. . o . . . , 40 . . .
tores maximaux de ' ; ils sont C¢onc conjugués dans G'T . Donc il exicte

o -1 - -
gt £ G telqus ' g Tgg' T =T ;donc gp' T =n&elN et nm T = gng car

- o

g' est dans ' 2t commute &2 T .

TATORMME 4. - Soit G un ;roupe de Lie compact connexe ; soit A un tore de

G et x un élément de G commutant 3 A ; alors il existe un tors maximal con-

tenant A et x .

Soit A' 1'adhérence du sous-groupe engendré par A et x ; A' est compact

o) 4 o
la composante connexc de 1'élément ncutre dans A' ; A'

et ab<lien. Soit &'
est un tore, et A' est somme directe de 2'° et d'un groupe abdlien fini

Done =x appartient » un sous-groupe A¥" du type A'° o Zn ( Zn groupe cyclique
d'ordre n ). “ais dans A" il existe un ¢élément dont les puissances sont partout
denses : il suffit de prendrs un "générateur” u de I , un générateur z de
Zp ; et de choigir dans A'°% un y tel que yn =u g alors (v , z) est un"gé-

nérateur™ de A" . Ce génératcur appartient & un tore maximal T ; donc A" est

contenu dans T .

COROLIAIRE 1. - Si x & G commute aux élémerts 4'un tore maximal T , alors
x est dans T .

COROLIAIRE 2. - Le centre Be G est contenu dans tout tore maximal.

COROLLAIRE 3. - Tout tore maximal est un sous-groupe abélien maximal.

COROLIAIRE 4.

(C'est la réunion des tores maximaux contenant ce tore).

Le commutant d'un tora est connexc.

COROLIAIRE 5., - &@ = N/T opdre fidélement sur T (car si n # N opére tri-

vialement dans T , alors n &€ T d'aprés le corollaire 1).

5. Groupe fondamental d'un groupe de Lie compact semi-simple.

Rapoelons qu'un groupe de Lie est dit simple (resp. semi-simple) si son algébre

de Lie est simple (resp. semi-simple). Une algdbre de Lie est simple
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si elle n'admet pas d'idéal non triviel et n'est pas de dimension 1 ; une

algdbre de Lie est semi-simple si elle n'admet aucun idéal abélien £0 .

THEOREME 5. - Soit G un groupe de Lie compact et coniexe, semi-simple 5 alors

le groupe fondamental ?Tl(G) est un groupe abélien fini.

COROLIAIRE. - Le revetement universel d'un groupe de Lie semi-simple, comvact

et connexe, est un grouve de Lie compact (semi-gimple ct connexe) .

Pour démontrer le théoréme 5, on utilisera un lemme ¢

IEME, - Soit X un espace compact, localement connsxe par arcs et localement

simplement connexe. Alors le groupe ""fl(};) est engendré par un nombre fini

d'éléments.

Soit lU-} un recouvrement de X par un nombre fini d ouverts connexes et
simplement connexes. Soit Vi un autre recouvrement de X , ouvert, et tel que

Vi{: Ui . Quels que soient i et Jj , choisissons un point dans chaque compo-

sante connexe de U, /1 U; contenant wn point de Vi { ﬁj . On a ainsi un nombre

fini de points x. ., _ . Tragons un chemin [x $ X. s+, ., contenu dans U, .
1512 i, jsa 1) sa 1
Si on trace de tels chemins pour tous les 1 , on on a un nombre fini. Alors
tout lacet (le point base étant un X 5a ‘fixé) est homotope & un produit de
9

chemins du type précédent. (En effet, soit L wun tel lacet, et 1° une compo-
O ! - 2 . 3\
sante connexe de L~ {i Ui : on peut deformer I° sur 1'un des chemins). Donc

Eye

"l(X) a un nombrs fini de générateurs.

Rappelons d'autre part, le résultat classique :'le groupe fondamental ’Wl(G)
d'un groupe topologique G est zbélien. Donc si G est un groupe de Lie compact
connexe, ﬂl(G) est un groupe abélien de type fini ; il reste & montrer que si
de plus G est semi-simple, 711(G) est un groupe de torsion. D'aprés le théore-
me de Hurewicz (voir par exemple [9]), Wfl(G) est isomorphe au groupe d'homo-
logie Hl(G , 2) 3 le théorzme 5 sera donc démontré si on prouve que le groupe

de cohomologie

H (\, , R) = Hom(H (G , Z) 5 R)

est nul. D'aprzs le théoréme de de Rham, il revient au méme de montrer que toute
forme différentieile w sur G , dc degré 1 et biinvariante, est nulle. Or

si elle ne 1'était pas, 1'dquation “ =0 définirait une sous-algébre de Lie
invariente de codimession 1 ; 1'orthogonale (pour la forme de Killing) serait une

sous-algébre invariante de dimension 1 , ce qul contredit la semi-simplicité de G .
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6. Structure des groupes de Lie comnacts.

Soit G wun groupe de Lie compact et 4 son algébre de Lie. Nous dirons qu'une
algdbre de Lie est "compacte® si elle est 1'algadbre de Lie d'un groupe de Lie
compact.

PROPOSITION 2. - gggwgégéggg_@gwggg”ﬁcompacte* est; de fagon unique, produit

[¢

A

direct (au sens de sa structure d'ilgdbre de Lie) d'algébres simples et d'une

algebre ahélienne.

DIMONSTRATION. - Soit G 1le groupe de Lie dont ﬁ est 1'algébre de Lie. On a
une représentation lindaire du grouve G dans 4 mar le groupe adjoint. Le
groupe G étant compact, cette représentation cst complétement réductible (semi-
simple). En regardant la représentation adjointe de 3 elle-néme, on voit que
les sous-espaces invariants par la représentation adjointe sont des idéaux, dont

9 est le produit diract.

En regrouvant les sous-algdbras abdlienncs entre elles, on peut écrire

3 = 3,@ ff s Ol ;, est le centrs de e et a' est une algdbre semi-simnle,

~

v

oroduit direct d'algébres simvles ( A est réductive, [7)). Cette décomposition

est évidemment unique.

COROLIAIRE. - 'n groupe de Lie compact connexe e3t semi-sginple si et seulement

31 son centre asst discret.

En effet, la proposition 2 montre qu'une algébre d~ Lie compuacte cet semi-simple

51 et seulement si son centre est réduit & O .

THEOREME 6. - Tout groupe de Lic compact connexe G est localement isomorphe

au produit d'un tore et de grourcs de Lie compacts simples. D'une fagon plus pré-

cise, G posséde un revitement fini oui est le produit d'un tore et des groupes

compacts simples connexes.

DEMONSTRATION. - Puisque G est connexe, le noyau de la représentation adjoin-
te de G dans son algébre de Lie 9 est le centre Z de G . Ainsi le groupe
de Lie compact G/Z opére fidélement dans 9 soit § = fzg: 9, la décompo-
sition de la provosition 2 ; G/Z ovére fidélement dans o ai . Soit Gi le
sous-groupe de G/Z formé des éléments qui opérent trivialement dans ;Ei gj ;
il est clair que Gi est compact et contient le sous-%zgupe de G/Z engendré
par 4, (en identifiant 1'algébre de Lic de G/Z & l; 4 ). Montrons que
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1t'algébre de Lie 31 de 6, est exactement 31 : s'il n'en était pas ainsi;
gi contiendrait un élém%%t non nul de 5;3 3j , donc Gi contiendrait un é1é-
ment du groupe produit i1 Gj , autre que 1'=1ément neutre ; un tel élément
opérerait trivialement sur ﬁi , et aussi sur les gj pour j #i , ce qui est

absurde.

Ainsi chaque 4, est 1'algébre de Lie d'un groupe compact Gi , qu'on peut

i
supposer connexe. En remplagant au besoin Gi par son revétement universel

(qui est compact d'aprés le corollaire au théordme 5), on peut considérer; pour
chaque 1 , un groupe compact connexe et simplement connexe Gi dont 31 soit
1'algeébre de Lie ; Gi est un groupe de Lie simple. L'injection de 31 dans 'ﬁ

définit un homomorphisme local de Gi dans G ; par produit, on obtient un homo-

b
morphisme loeczl de 7;TGi dans G . Puisque Tj Gi est simplement connexe,
cet homomorphisme local se prolonge en un homomorphisme (continu) de tout le
groupe ?;T G, dans G . Soit z° la composante connexe de 1'élément neutre
dans le centre 2 de G . L'algebre de Lie de 7° étant évidemment 3 » 1'homo-

morphisme

-0 TT n
7 % 3 Gi-—ﬁ‘a

» . . . . 3 PO 1.0 Y R4 3 .
défini par 1l'injection Z —=3G et par 1l'homomorphisme déja defini Tg' Gi——a'G
est un homomorphisme continu, qui est localement un isomorphisme ; son image
est un sous-groupe ouvert, donc c'est G pulsque G est connexe ; son noyau

est discret, et ceci achdve la démonstration.

COROLIAIRE. - Tout groupe de Lie compact et semi-simple, connexe et simplement

connexe; est un produit de groupes de L§§r99@p§§E§>§;gglgg (cgnnexes ¢t simple-

ment_connexes).

La détermination de tous les groupes de Lie compacts revient donc essentielle-

ment & celle des grouves simples compacts.

- 7. Les groupes de Lie compacts simples.

Les résultats sur les algébres de Lie simnles tels qu'on les trouvera dans
[2], [3] et [6] permettent de classifier toutes les algébres simples. On se bor-

ne ici 2 énoncer les résultats :

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension m , et @ 1'algébre de

Lie de tous les endomorphismes de V.
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Type & . Soit 4 1'algébre des opérateurs de trace nulle ; c'est un idéal de
a5 g est une algébre simple de type A~ vour m=n + 1 (n21).

Le groupe compact classique correspondant est SU(n + 1) .

Type C . Soit définie sur V wune forme bilinéaire alternée non dégénérée
(x , v) . Soit g 1z sous-algébre de @ des opérateurs tels que
(x , y) + (x , Xy) =0 . ¢ cst simple et de type G si m=2n,
n > 1 . Le groupe conpact classique corresrondant est Sp(n) .

Types Bn et Dn . Soit définie sur V une forme bilindaire symétrique non
dégénérés, (x 5 y) ; soit 9 la sous-algebre de . des opérateurs
tels que (Xx , v) + (x , &y) =0 .
4 est de type Bn si m=2n +.1 , n %1 ; le groupe compact clas-
sique corresvondant étant le groupe &0(2n + 1) . '
N est de type Dn si m=2n, nX» 3, le groupe classique corres-
pondant étant S0(2n) .

Enfin on démontre que, mis & part 5 algébres exceptionnelles, on a obtenu ainsi
toutes les algdbres simples. Les groupes sxceptionnels compacts sont notés G2 ’
F4 s E6 s E7 9 EB ; 1'indice indique le rang du groupe ; leurs dimensions respec-
tives sont 14 , 52 , 78 , 133 , 248 . G2 est le groupe de Lie des automorphis-

mes des octaves de Cayley.

Ainsi, en dehors des groupes exceptionnels; tout groupe simple compact est lo-
9 € r ] [

calement isomorphe 2 1'un des groupes simples "classiques" :

SU(n+ 1), nzi
Sp(n) , nxl1 5
i S0(n) , nos32, ntl .

n fait, ces groupes ne sont pas tous distincts (au point de vue de 1'isomor-

phisme local). D'une facon précise :

Sp(1) et SU(2) sont isomorphes, et isomorphes au groupe multiplicatif S

3

des quaternions de norme 1 ;

b

Sp{1l) est un revdtement d'ordre 2 de 50(3) (on définit Sp(1) —»SO0(3)
en associant 2 tout quaternion x de norme 1 1la transformation k ~a~xkx-1 de

1'espace des quaternious) ;
Sp(2) est un revitement d'ordre 2 de SC(5) ;

SU(4) est un revétement d'ordre 2 de S0(6) .

~ (Pour ces deux derniers revétements, voir [4])e
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On démontre qu'en dehors des relations préceédentes, les groupes SU(n + 1) ,

Sp(n) et S0(n) ne sont jamais deux 3 deux localement isomorvhes.

Rappelons d'autre part que Sp(l) x Sp(l) est un revétement d'ordre 2 de
S0(4) (& chaque couple (x , y) de guaternions de norme 1 on associe la trans-
formation k-—»;xky_l de l'espzce das quaternions) ; ceci met en évidence le

fait que le groupe S0(4) n'est pas simple.

En résumé, on obtient une fois et une seuls chaque tvpe de groupe compact sim-

ple classique, en considérant

N4
-
~

Sp(n) vour n |
| SU(n + 1) pour n 3 2
(1) ' ‘
80(2n + 1) pour n 2 3 5
S0(2n) pour n % 4 .

Les groupes SH(n + 1) et Sp(n) sont simplement connexes. Les groupes SO(m)
admettent un groupe fondamental d'ordre deux ; on note Spin(m) le revétement

simplement connexe (2 deux feuillets) de SO(m) .

8. Groupe de Wevl des groupes classiques.

On va expliciter le groupe de Meyl pour chacun des groupes U(n) , SU(n + 1) ,

Sp(n) , S0(2n + 1) et S0(2n) . Cette explicitation permettra de vérifier que
. les groupes (1) sont simples, sans se référer & la classification générale
des algébres de Lie . En effet, il résulte facilement des théoremes 1 et 3 le

critére suivant ¢

PROPOSITION 3. - Pour qu'un .groupe de Lie compact connexe G soit simple, il

faut et il suffit que, si 1'on congidire le groupe de Weyl §5 comme opérant sur

le revétomﬁnt universel V d'un tore maximal T de G , les seuls sous-espaces

vectoriels de V stables par P soient O et V tout entier.

Ceci étant, fixons les notations :

U(n) : T se compose des motrices dizgoncles ; les éléments diagonaux sont de la
if '

forme e J (1€j<n+ 1) ; nous repérons un point du rev@tement universel V par

ges coordonnées €§ .

SU(n + 1) 23 T se compose des matrices diagonales dont les éléments diagonaux
i0. :
sont les ¢ 9 (1 €j<n+ i) tels que Z::EG = 0 ; nous repérons un point du

: versel ¥ 8.’ >
revétement universel V de T par les s tels que 4L Gg =0,
J

@
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Sp(n) : Ayaht identifié Sp(n) 2 un sous-groupe de U(2n) comme il a été
T se compose des matrices diagonales dont les éléments
19, -iB,
diagonaux sont les =@ et les e J

dit au paragraphe 2,
(1 <3 £n) . Nous repérons un point
de V par les n nombres Qj .

S0(2n + 1) : Avec les notations du varagraphe 2, C, on repére les points de V

par les n coordonnées @j (1 <3 £n) . De néme pour le grouve $S0(2n) .

Un élément '+ du groupe de eyl d  @éfinit une transformation linéaire sur

les coordorndées & . . Il est facile de les expliciter (nous laissons au lecteur,

T =X ] ’ ; . . 4
34 titre d'exercice; lec soin de vérifier les rcésultats affirmés ci-apres).

Dans tous les cas, 7 (!

o, 2st de la forme €. o . ot w Gésigne une per-
5 iow(3) en p

. 4 s g + .
mutatior. des indices dss Hj , et £, =21 .

Lorsque G = U(r) ou SU(n + 1) , w parcourt le groupe de toutes les permu-
tations des indices j , on a toujours éj =+1,; " adone n! (resp. (n + 1)!)

é1éments.

Lorsque G = Sp(n) , ou G = 30(2n + 1) , w parcourt le groupe de toutes les
permutations des indices j , ot les signes ij sont arbitraires ; a@ a donc

n Id Id
2 n! éléments.

Lorsque G = SO(2n) ;W parcourt le groupe de toutes les permutations des in-
+

1 satisfont 2 1'unique condition que T;T Ejz + 1 .

dices j , et les £ =

-1

Le groupe P a donc 27" n! Sléments.
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