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Séminaire H. CARTAL
Z. N. 8., 1958/59 17-01
—C -l - ) 4 mai 1959

RELATIONS ENTRE OPERATIONS COHOMOLOGIQUES SECONDAIRES

par Henri CARTAN

On se propose d'utiliser la connaissance de la cohomologie de 1l'algébre de
Steenrod (cf. exposé 15) pour obtenir des relations entre opérations cohomologiques

secondaires, du typs indiqué dans 1'exvosé 14, paragraphe 5.
5 hy b ? &

NOT.TIONS. - A désignera 1'algébre de Steenrod s* dans le cas ot p=2; K
désignerz le corps Zy

1. Début de la construction d'une résolution minimele de K .

On a vu (exposé 15, paragraphe 7) que K , comme A-module & gauche, posséde une
résolution projective minimale, qui est unique & un isomorphisme prés. On se propose

de construire le début d'une telle résolution :

X3 - X 7X —7X > K > 0 .

On notera NO le noyau de Xo~—%K ; ety, pour i >1 Ni le noyau de Xi---—'>Xi 1.

Conformément & la méthode donnée dans 1'exposé 15 (paragraphe 7); on prend d'abord
X =4, l'application X —sK &tant 1'augmentation € : A—K . Ainsi N = 1¢4) ,

et on a

) A S 2
hl(A) = Tor, (K , K) = K& i By = I(4)/(1(4))

(cf. corollaire de la provosition 10 de 1'exposé 15). On choisit ensuite un rel&ve-
ment Hl(A)——%I(A) gui conserve les degrés propres ; en fait, Hl(A) ayant pour

s s
base les classes des 3q (=0, 1, +..), on envoie la classe de Sq2 dans
Ie i 28 ' a ,l i
1'élément Sq° & I(A) , ce qui définit le reldvement cherché, Ainsi Hl(A) se trou-

ve plongé dans I(A) , et X, = A.@)Hl(A) se plonge dans A® I(4) ; 1'application

1
A-linéaire d; : A® Hl(A)ﬂA est donc induite par 1'application A ® I(A)—4

définie par la multiplication de 1l'algébre 4 . Elle envoie z::bSCD Sg<  dans
s

S

z:‘bs qu (avec bS € 4) .
5 ' s 8
Le noyau ?"-9"1 de dl se compose des Ebsc?)qu tels que Z b_ Sq2 =0 .
s s
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Les bS anpartiennent alors & I(4) . On choisit un reldvement de

: A .
HZ(A) = Torz(K s, K) = K(f)A Nl

dans N1 s qui conserve les degrés prorvres. En fait, cn cannalt explicitement une

K-base homogéne de HZ(A) : c'est la base (ui j) s duale de la base de Hz(A)
9

formée des produits b, hj tels que

(1) O<icgcj, i+1#j.

(exposé 16, théorime 2). L'é1ldnert U est de degré propre 2% + 29 ; i1 sst d'ail-

7
2

leurs le seul & posséder ce degré. On aura done un relévement Hg(A)—4>N en choi-

1
sissant, pour chaque couple (i , j) tel que O <i <j, i +1# J 5 un 81ément
de Nl ayant le degré propre 2% + 20, Un tel 4lément ost défini par la donnde
d'81éments bél"])é I(4) (s =0, 1, ...); dedegré 2" +2J - 2% tels que

. s
(2) ;Ej bél’a) Sq2 = 0 pour tout couple (i , j) .
s

Alors X2 = AAE)Hz(A) s'envoie A-linéairement dans Nl » danc dans X1 3 on obtient
ainsi 1l'application d2 s qui transforme

ji:: c. . u, . dans z . c. . b(i’J) ® qu .
(i'j) Tad ded Sa(isj) T8
Le noyau ¥, de d. ost contenu dens I(A)(Z)HZ(A) (puisqre HZ(A) se plonge
<
dans El). Un élément de N2 est défini par un systime d'éléments Ci.j E I(4)
b2

A}

tels que
ﬂ—"' . .
L. ¢, . b(l’J) = 0 pour tout s .
(i,j) 1] S

- N o @ - o :‘I o 1
On a HB(A) =K Q)A N, « Choisiscons un relévement e AB(A)-%N2 On n'ira pas

plus loin dans la construction de la résolution minimale.

Donnons-nous maintenant un entier k 2 3 . D'aprés lc théoréme 2 de 1'expesé 16,

1'élément ho(hk)2€£ HB(A) n'est pas nul (ceci serzit faux pour k = 1 et pour
k = 2). I1 existe donc ua élément_ v EZHB(A) qui n'est pas orthogonal & ho(hk)2 s

dans la dualité entre H3(A) et 53(A) . Alors F(vﬁ € 1, définit un systéme d'é-

1éments % .3 &€ I(4) , que nous noterons ci 3 (pour rapreler qu'ils dépendent du
5 b
choix de 1l'entier k = 3), et qui satisfont 3
A
(3) / X b(l’J’ =0 pour tout s .

(i,) *79 %
1

s 1'élément c? . est de degré

2 ’ ’
Puisque ho(hk) est de degré propre 1 + 2k* 3
’ o
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1+ 2k+1 -2+ -2 ; en particulier, il est nul pour k < j , puisque son degré doit
étre 2 1 . Autrement dit, la realtion (3) ne fait intervenir gie les couples

(i, j) tels que
(4) 0=<is<j<k 5 i+1#] .
I1 reste & exprimer que v n'est nas orthogonal & h (h ) . Dans le calcul de

"B(A) 2 1'aide de 1'algébre tensorielle T* (I(A )) h (h )2 est la classe de

cohomologie du cocycle

F @ E e (57
1§ 512 (S :

L'élément v est la classe d'homologie du cycle
ST et s e AW
§,(1,3)
dans le complexe «t*ndard (dans 1-quel de plonge la résolution minimale X , en ver-

tu des constructions précédentes). La duallte entre HB(A) et H (n) étant induite

par celle des algabres tensoriellss fI(A ) et T (I(A) , le prodult scalaire
4V"‘Gi cst €gal 2
k s k
2 2 (1,9) 2
< Cl PR (El) >0<bs ‘ 9?1 >o< SC; 9 (Si) > *

l
o

K
= 2° 2
Or Z<bsl’3) Sy <8 L, (E)° > = <uy i, b by >
S .

est nul sauf pour 1 =0, j =k , auquel cas c'est écal & 1 . On obtient donc la

relation
¥ 2K
(5) <c. . (g ) > =1 (puisque c'est # 0).
05k 1
D'aprés 1l'exposé 10 (corollaire du lemme 3), la relation (5) exprime que l'on a
(5') ¢ = 3¢° modulo les élémnents ﬂ‘COmpO“vblﬁs de TI(4) .

2. Une relation entre certzines opérations secordaircs.

Nous sommes dans la situation étudide au paragraphe 5 de l'exposé 14 ; en repre-

/

nant > pau de chose pris les notations de ce paragraphe, on a donc une relation (no-

tée (9) dans 1'exposé 14) :
2k+1
(1,) ck(ng(X)) = Ak Sq (x)

m - Y
pour tout x £ H (X) SutlSLalS& 't A
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s
(6) Sq? (x) =0 pour O <s gk
(X désigne un espace quelconque, ¢ désigne lc systime des c. .

i,]
et 4}k désigne une opération secondaire, définie sur les x satisfaisant & (6),

et a valeurs dans le conoyau de

, s - 1,5]
c L =1kL T <7 - .
byt ) Rt K)—>,  H L7827 ,
S (iaj)

en notant by la matrice des bil’a) , telle que ck o b, = 0). Dang (Ik) 5
)‘k 6.22 ost dgal & 0 ou 1, et il s'agit maintenant de vrouver lc théoréme

suivant :

- . k A PR PN N . .
THEOREME 1. - Si les ey ont été choisis de manidre & satisfaire 2 (5'),.13

3
constante )\k de la relation (Ik) est Sgale & 1.

On sait (cf. expesé 14, fir Jdu paragraphe 5) que ce résultat entrainera le théoré-

me par lequel AD:MS résout le probléme de 1'invariant de Hopf.

On va maintenant indiquer comment l¢ théoreme 1 peut étre démontré. Connaissant
1'existence de la relation (Ik) s qui vaut pour tout espace X et tout degré m ,
on ve appliquer cette relation-é un espace particulier, tel que le premier membre
de (11) puisse &étre effectivement calculd ; ceci permettra de déterminer la valeur
de A,

S
.
Fa

<

Raprclons (exposé 14, paragraphe 5) que 1. relation (Ik) donne

\__‘s % b , ?!{'4'1 )
(I’k) (4.¢ Ci,j \yaji\x) = A} 8¢~ (x) modulo la somme des images des apnli~
) is] T i
cations composées
(i,3) . k
s b 2 i, c, . k+1
(7)  EIRgy s gmelaRetgy ) Ry .

Prenons désormais mour X 1'espace projectif complexe (infini) K(Z , 2) . L'al-

gébre de cohomologic de K(Z , 2) & cosfficients entiers est, comme on sait, une

algtors de polyndmes & un générateur y de degré 2 (y est la "classe fondamen-
talet de HO(Z , 2 3 %) ). Par produit tensoriel avec Z, , on obtient 1'algébre de
cohomologie

* *
HEX) =H(Z, 2 ; 22) ’
qui est encore 1'algébre de polyndmes engendrée par 1'image de y , que nous noterons
zusel y par abus de langage..Puizque 1'application

Bz, 2 5 2)—HE(Z, 2 ; Z,)
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est surjective, 1l'opération Sql est nulle sur H*(X) .

Prenons pour Xx l'éiément

X Ty s

de degré m égal & 2*1 | Glest & cot 41lément qu'on va appliquer la relation (Ié);
elle est applicable parce que Sq?s(x) =0 pour s <k,, comme on va le vérifier.

En effet, il est facile d'expliciter les Sqi sur H*(X) ; on a
(&) oY =0, st = -1, 0
(La démonstration est immédiate par récurrence sur t ; c'eét trivial pour t =1,
et la récurrence utilise la relation entre les coefficients binomiaux

(t -1i,i)+(t-i+1,1i-1)=(t-1+1,1)).

La relation (8) est encore vraie si t «<i , a condition de convenir, comme d'habitude,
que le coefficient binomial (i , j) est nul Jorsque i ou j est < O.

De 13 oun tire facilement le

LEMME 1. - Pour tout entier t 21 , on a
i+l

i, 2] - j j
(%) sat(2 %) =0 pour 1< 2t s (Y = wf (t+1) '
i+l 294,

Toute opération de Steenrod de degré <« 2 s'annule sur v .

DEMOI'STRATION. - On prouve d'abord les relations (9) pour t =1 ; il suffit
de considérer le cas ot i = 2i' ; il est bien connu que (2J -i' , i') = 0 pour
. j » Y -~ 2j ‘
i' € 2Y , donc (8) entraine la premiére des redations () ; et comme ¥y est de
i+l J

.+1 Ay Id . .
29 s Sq opere sur y comne le carré, ce cui prouve la deuxieme rela-

degré
tion (9). Ensuite, les relations (9) se prouvent nar récurrence sur t , en appliquant

J J J
la "formuls du produit® & y2 (t+1) = y2 t'y2 . Enfin, toute opération de 8teenrod

< 23

de degré ost une combinaison linéaire (& coefficients dans 1l'algébre de

S
oo i 2 . .
Steenrod) .d'opérations Sq avrc s ¢ j 3 donc une telle opération s'annule sur

2y |
¥y , d'aprés (9).

PROPOSITION 1. - Toutes les opérations (iﬁ.j (pour i ¢j, i+ 1#J) sont défi-
3 9

J
nies sur 1'élément y2 E , et ont une indétermination nulle. Leur valeur est nulle,
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sauf peut-étr~ si i =0 et j2 2.

s ~]
DEMONSTRATION. - D'aprés le lemme 1, on a Sq? (v* t) =0 pour 0 <s <j , done
23t ,
. .(y® 7) est définie. Elle prend ses valeurs dans le quotient de
154
R R B
g b2 l(X) par lc somme des images des
(1,3) | 27 Tew2®a1 23t pati2d
b s I (X)—sH (X) .

S

i+ " 3 . . .
Or 2 1 t + vl 29 -1 est impair (et var suite 1'espace des valeurs est nul)

(193)

sguf ¢i i =0, j i A0, ce qui exige j > 2 . Dans ce dernier cas, a un
2

espace-source qui est nul, sauf si le degré 2J +1 t + 2% o1 est palr, ce qui exige
T J
=0 . Ainsi 1'ind<{termination de <¥f ](vz Yy st rulle, sauf peut-&tre si
’ ~
i=0, j=22 et s =0 . Dans ce dernier cas, béo’J)
.29 - e N
envoie v dans O (d'apres le lemme 1), donc définit une cpplication mulle, et

, qui est de degré 27 ,

1'indétermination est encore nulle.

LEMME 2, - &1 cg o Sxtisfait & (5'), on a, pour tout entier t> 1,
k-1 k-1,
1e v
L 2 t) - (t+1)

co,k y

DEMONSTRATION, - D'aprés le lemme 1, toute opération de Steenrod de degré < 2k

k—lf k

s'annule sur vy ;, et Sq le transforme en tv

k-1
. (t+1) . D'oli le lemme 2.

Considérons 1%é-oncé suivant (gui, on le verra, est vrai pour k > 2):

X,
PROPOSITION 2 2t

-O0na & 1f(y ) =0 pour t pair.

k' o,k

Si on admet la proposition 22, on peut ddmontrer Ek pour k > 3 , par récurrence

sur k . En effet, si 2j est vrai rour <k (k 2,3) s on a~plique la relation

k .
-~ , ’ 2 “
(I&) 3 1'élément x =y ¥ | Ls second membre de (I&) est elors nul, d'aprés le

lemme 1. D'apres l'hypothése de récurrence, le premier membre se réduit 2

k

ck y ( 2 t)
o,k o,k ¥ * ,
k k-1 - k
. Rty s a1y R T(2t+1) k y 27t
Si 5¥09k(1 ) était # 6 , donc égal 2 ¥ %ok ‘o,k(y ) serait

# 0 d'aprés le.lemme 2, d'ol une contradiction. C.Qu.F.D
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Admettons désormeis la proposition 22 ; done 2. vpour tout j > 2 o Alors le

théortme 1 (pour un entier k > 3) est équivalont 4 la relation

% k-1

2 o2
(11,) %Dojk(v ) =y’ ;
et il entraine, pour tout entier + =1 , la relation

¥ o kel
+ 27t 27442
(T, 4) Fopl™ ) =w" '
. zk
En effet, si on remrlace, dans 1'identité (I!) , x par y  , le second membre
k+l k _
dévient jkk y2 ; le premicr membre se réduit a cg 1 fig k(y2 ) 5 en vertu de
,..\.

le rroposition 2j peur 2 <3 < k . Le lemme 2 montre qu'il y a équivalence entre
la relation (IIy) et la relation %k =1, De ~lus, si 2\

2kt

=1, ¢t si on applique

k

k
: . 2 (t+
» le second membre est egal & ty (t ;)

) " gkt
d'avrés le lemme 1 ; le premier membre est égal 3 ¢ @ k(y )

c
o,k ¥o,
k, k-1 k
Cg k(Y2 b = y2 (t+1) d'apris le lemme 2, il s'ensuit bien la relation (IIk t)“
3 9

la relation (Ii) 3.1'élément x = v

s et puisque

Ainsi, pour établir le théorime 1 pour tout % > 3 , il suffit de démontrer :
1° la prornos:tion 2,
2° la relation (IIk) pour tout entier ¥ > 3 .

Une démonstrition compléte nous entrainerait trop loin. On va se borner ici & indi-

quer les grandes lignes, renvovant 2 [1] pour les détails.

3. Iadications sur la démonstration de la mrorosition 2..
L 2

On va, en fait, nrouver 1z relation
9 i
Y 4t t+2 .
(10) Q% 2(v ) = ty4 pour t entier > 1.
b)
Pour cela, on commence par le cas o t = 1 . Ensuite, une sorte de fiformule du
produit’ permet de faire la récurrence sur t (voir [1], page 106). Bornons-nous ici

& indidquer ie vrincipe de la démonstration de (10) -our t = 1 . Dans ce but, on
consid3re la relation

o4 1 2 1 ¢

Sq° Sq° + 5S¢ Sq3 + 5S¢ bq1 =0 ’

qui définit une opération secondaire stable <?(Sq4 5 Sq2 ; Sq1 H Sql ’ Sq3 5 Sq4) )
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qu'on notera ¥ . Ainsi W (u) est défini pour les u & HY(X) tels que Sql u=0,
Sq3 u=0, Sq4 u=0; et W(u) est un élément du quotient de Hm+4(X) par la
somne Sql Hm+3 + Sq2 Hm“"2 +‘Sq4 qe L'opération " est unique, car toute opéra-
tion primaire Hm(X)——%Hm+4(X) est nulle sur u , puisque Sq4 u=0 et
Sq1 u =0 . (Cette opération P a déji ¢té donnéc ern exemple au paragrephe 7 de
1'exposé 13).

4
Cela div, on prouve facilement que si v = Sq qu u, on 2 Sq1 v=0, qu v=20

et Sq4 v = 0 , de sorte que @?o q(v) est définie. ADAMS prouve l'existence d'une
,ﬁu
relation
T 4 .2 b5+ . 10
(11) 4)092 Sq" Sqg" u=8q ¥(u) + ¥Sqg u (y e:zz) .
valable modulo les ind4terminations impliquées. La démonstratloh est simple : on
applique la proposition 2 de 1'exposé 14, en prenant pour c¢ , b , a les matrices

sulvaites ¢

¢ = (sq* 5¢° 547 sq*)
o b o3 7 &
{Sq Sq Sq + 5g° Sg O\
b=l sq’ 0 s’
\0 sq" 0/
/<
a =( Sq3
\ Sq4
7~ Z <
Ona cb= (S Sq4 Sq§ qu sq’ Sql) = Sq” d P
1
avec d = (Sq4 qu Sq~) . De méme
4
Sq’ 59 Sq Sq
ba = Sag Sq4 qu = 4! Sq4 Sq  , avec d' = bq4
1
4
Sq~ Sq” Sq =

Ona bien cba = O . Alors laz proposition 2 de Pexposd 14 (compte tenu des proporsis

tions 1 et 1 bis du_méme -exposé) dit qu!il existe une opération primeire
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Hm(X)——%Hm+lo(X) qui, applicuée 2 un u € HH(X) tel que Sq1 u=0, Sq3 u=0
et Sq4 u =0, et aprés réduction de sa valeur &
g A m+b
Hm+10/(Sq1 Hm+) + Sq? Sq1 Hm+7 + Sg Hm+o)

. . . . 4 ~
oprlications induites respectivemsnt par §>o > Sq" &g ¢t Sqg” W. Dtautre part, or
’ 7 10
voit facilement que la seule opération primaire non hulle sur u est Sq° . D'ou

la relation (11).

, est egale

N e

1la différence entre les deux
=
o)

Appliquons cotte relation & la classe fondamentale y de l'espace projectif com-—
plexe ; c'est licite, pulsque Sql v=0, Sq3 y=0 et Sq4 y =0 (cette der-
niére ralation ayart lieu pour une simple rcison de degré). On a Sq1 y = 0 pour
une raison de degré ; l'indétermination des deux membres do (11) est nulle, pulsque
Hll ot Hg sort nuls, et que Sq4 s'annule sur H , engendré par y4 (lerme 1)

= 4 6
Si done 1'on sait cue Yly) = y3 , on conclut de (11) que <%; 2(Y4) =y , ce
$

qu'il fallait démontrer.

e . o . - 3 .
Pour la démonstration d= la relation ¥ (y) =y~ (qui vaut sans auoune indéter-
. . 2 2 4 . .
mination, parce que 3¢ y =0 et Sq v = 0), nous renvoyons & [1]; lo démons-
tration est ddlicate, et nécessite des conncissances sur le groupe d'homotopie
S .
T a3l )

4. Indications sur la démonstration de la relation (IIk) .

On vient de la démontrer dans le ccs k¥ = 2 . On la prouve alors var récurrence
sur k , pour k = 2 . On établit d'abord {er utiliscnt toujours la proposition 2

de 1'exnosé 14) : soit k=2 ; sl u £ T (X) satisfeit &

()

Sq2 (u) =0 pour O< s <k,

ce qui implique que les onérations t?i 3 sont défin%e§ pour u lorsque J <€ k4
- St ~B¥
et que les opérations ﬁ?i j sont définies pour Sq u lorsque j<k+1,
’ .
on a une relation de la forme

i jz:::z o
2 - k i ' o R u +
(12) éPO,}H_]_Sq uE L ey @i’j(u) + Z a. $ Sq

0<igjisgk J 0<ic¢k ik ik
1+1#£3 i+1#£)
) 2k+2
?Lk =4 G ’
-~ k N . e .
€2 s a, ., t les a, : >ler : 1'alge
avec P‘k Ly s le aLMJ et le i,k ¢tant des €léments de l'algebre de

Steenrod tels que

e K
(13) caf s BT (Fpf s =1

4
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La relation (12) vaut, bien entendu, modulo les indéterminations impliquées.
k 21~+1 2k+1

4dppliquons cette relation en prenant u = y2 , d'ol Sqg u=y . L'indé-
o k+2
termination est nulle ;3 Sc u est nul ; %Pi j(u) est nul sauf pour 1 =0 et
’ k+1 k+l
j =k (en vertu des propositions 1 et 2,) 3 ;3. qu u = “@. (y2 ) est
J i,k ik

nul pour les mémes raisons. Ainei 1z relation (12) donne

k+1 k
+ 2 _ k 2
Ti;o,k-!-l(y ) = ao,k C'?oyk(y )

D'aprzs l'hypothésc de récurrcnce, le second membre est égal 3

(k 2 2) .

k-1
k (Y3.2 )

“o.k
Si on montre que la relation (13) =ntraine

k-1 Xk
k3.2 _ 3.2
(14) “‘o,k(y ) =3 5

on aura prouvé lo relation (IIk*l) s et la démonstration par récurrence sera achevée.

Or, avec les notations de 1l'exposé 11, paragraphe 2, on a

i.

* ' Z 2

Ve =2~ @5,
i»0

d'ol, puisque 1'application ;X* est multiplicative (exposé 11, proposition 1) :

k-1 \ BN o4 T RPN <. SRR k k+1
5 o < ~
CONPNC R E i X S Ak :

120,j20

Pour un élément a de 1l'algebre de Stecnrod, dec degré 3.2k , 1'élément

gk ( 3021{-1)
“o,k 7
de ao,k~

cient est visiblement :
k k+1 k L+l k k
2 2 2 2 02 e 2
(E)7 ()7 = (37 (F° = (57" + (T

de sorte que (13) implique (14), et la dimonstration est achevée.

k
0,k

est ¢gal (d'aprés la proposition 2 de 1'exposé 11) au produit scalaire
k
302

avec le coefficient de v dans ls second membre de (16) : ce coeffi-
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