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Séminaire Y. CARTAN 11-01
E. N. 8., 1558/5C ,
gz 23 février 1959

A

1'.LG BRE DT STEIVROD ET SA DUAIE (Suite) -

par Italo GIORGIUTTI

On se propose d'expliciter 1l'application diagonale de 1'algebre de'Hopf S* s, et

d'en déduire la structure multiplicztive de 1'algebre de Steenrod g* (1).

1. Opératious de S dens 1'somologie H (X z) .

On notera simplement H;(X et H(X) 1'homologic et la cohomologiec & coeffi-

cients dans Zp . Suprnosons d'abord que l'ensemble simplicial X soit de type fini,
c'est-2-dire que X soit engendr{ (comme ensemble simplicial) par un nombre fini
d'éléments. alors X ne posside qu'un nombre fini d'éléments non dégénérés, et

rver suite les espaces vectoriels H;(X) et H*(X) sont de dimension finie. Il en
L(X)', mais # (X) s'identifie

- H . * . N . - ¥ .
au dugl de H ({) . Puisgue S opére & gauche dans H (X) ; alors, par tramsposi-

résulte que non seulemsnt H*(X) est le ducl de H

tion,” S  opire & droits danc 4 (X) . On e doac, pour u £H (X) , v=H @),

(1) < WS 3 T>=<U, 8. P o

De plus, les opérations de s*  dans H;(X) ont un caractere fonctoriel vis-2-vis
de X (toujours suppos: de type fini). Or tout ensemble simplicial X est limite
. inductive de sous-ensembles simplici:cux de typa fini ; donc, par pascage & la li-
mite inductive; on obtisnt des opérations de 8* > aroite dans H;(X) s pour un
X quelconque ; ces opérations ont un caractére foactoriel, et satisfont encore &
(1). I1 en résulte que, dans le cas d'un ensemble simplicial X quelconque, les
opérations de s*  dans H*(X) ne sont sutres que les transposées des opérations de
s* dans 1'homolo-ie H;(X) (reppelons que H (X) s'identifie toujours au dual
Hom (H_(X) ,.zn)).

. *, N . . *-:- £ e N o . .
Puisque S ‘opére assccietivement dans H (X) (rar définition de la multipli-
0 * . A I . '-
cation dans S ), il en est de méme pour les opérations dans H*(x) 3 autrement

dit, le diagramme suivant est commutotif

(1) Consulter : MILKOR (Jo). - The Steenrod algebra and its dual, Annals of Math.,
t. 67, 1958, p. 150-171.



| 11-02
5 (X) @8 ®s 2281, H,(X) ® 8"
(1) 1ed” 2

. N * »;\ ‘\v
B(X) @8 —=—— H(X)

et notant A\ : H;(X) @S*—éH;(X) 1'application ¢éfinissant la structure de
&*-module : droite.de H (X) , et P” .1la multiplication de s* .

* <-* 7 1 * B T * r ’ . s . . .
L'application C' : d (¥X) @H (X)—>H (X) définissant la multiplication en coho-
mologie est, on le sait, transposéc d'une application diagonale

C; H (X)_-;‘.‘I (X) @rl (X) , tout au moins si ¥ est de type fini. Or on a vu dans

l‘ExpO% 10 (cf. aussi 1'Exposé 9, page 9-10) que, pour & € s, ona
¢ o (A s) = s o0 c* 5 A* dés:Lgn nt l'appllcatlon dizgonale S —5 8" @)S"E . Par
transposition, on a donc (&% 8) o c,=C,os (égalité de deux applications de

H*(X) dans H,(X) @H (%)), et cette relation est valeble méme si X n'est pas de

type fini. Cette relation, exvrime la commutatativité du diagramme

,e®A . ., L, 18131 .
H ® S A H QI E®S @S &3 H @ s ®H ®s*
(2) pN ‘ AR N
C, 5
H . .
* > H*®H*

T désignant toujours la transformation définie par

T(uw ®e) = (- 1) s®@u , q = deg (u) , r = deg (s) .

2. Etude du dusl de H (X) &S .

. k ; . . A . . k
Puisque S est ce dimension fisie, chacun des ceux espaces vectoriels S et

Sk g'identifie au dual de 1l'a u“re. Il en resulte cue le ducl de Hr(X) @Sk stiden=-
tifie & H Tx) ® s, . Graduons q (1() xS on convenant cus 1'sgpace des élémonts

de degré (inférieur i Z_ Hk+1(x) ¥ . Le dual s'identifie &

T;{Tﬁk“(x) ® s, . Le dusl-grecus de H,(X) ® s est done 2. (TT @ ® s,)
' ’ i k
) * ~~ [ - F » i I d » * ,?\
01 le notera H (X) @ S, (produit tensoriel "complétéh). Un éliment de H (X) w8,

, ‘(’ﬁ . o . e o
sera noté 2. u, @ s], , le sommation étant infinie.
j o

On observeraz qu'on a un isomorphisme canonique

(3) () ®@s,) ©s, (X B(5,88,) .



: 11-03
D'autre part, la'multiplication ¢t ce H*(X) et la multiplication éﬁ* de S

A
définisseat sur H' (X) ® S, une structure d'algibre graduée.

*

La transposée de 1'application A (qui est de degré O) est une application li-

/\ .
néaire \* : T (X) —E () ® S, , de degré O .

PROPOSITION 1. - L'aprlication 'A? est un homomcrphisme d'algébres gradudes, et

le diagramme suivant est commutatif

N
\

N ¥
L

x)  — ’ — 3 BY0) Bs,
(4) BN 11 58,
- A

OB a2 s e A e
B s, L) ®s) B, wH(X) ® (5, ®S,)

DEMONSTRATION, - Transposons le diagramie (2) : on obtient un diagramme commutatif
. . ] . . # T N K
qui exprime précisément que A~ est un homoworphisme d'algebres graduces. Quant au

dicgramme (4), il est transpogé du dizgramme comnutatif (1).

PROPOSITION 2. - Soit y wun élément homogine de H*(X) . La relation

(5) N (v) = }; 7, @ W,

1

. - « A) I Ia \ *
(somme infinie, ol les v, eont des éléments homogénes de H (X) et les <0i des
é1éments homogénes de S,) équivaut & la relation

(deg &oi)(dcg vi)

*

6 a :@ - e 3 &
(6) s.v 4; (- 1) <ih s CJi‘> y; pour tout s &€ S .
(La somme du second membre de (5) =st finie).

En effet. soit u un ¢élément quelconguc de H;(X) . 0na
(’7) LU &S, )fv)': £ Ue8 53 ¥ > = & U5 8eY 2 .

Si (5) 2 lieu, le premier membre de (7) est fgal 2

. . (deg w.)(deg «.)

(8) Z(—l) * l<u937i>.<s,(’,)i> P

1

et comme il est égal au dernisr membre de (7) cuel qus soit u , lo relation (6)
s'ensuit. Inversement, si (6) a lieu, en faisant le produit scalaire avec u é,H*(X) s

. * : o . .
on trouve que X y et z: yixx»coi ont méme produit scalaire avec u ®s , quels
i

que soient u et s , donc sont épaux, ce qui prouve (5).
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3. Bzplicitation de 1'application diagonale de S .

Premisr cas : n =2 .

Prenons X = K(Z 1) . On 2 vu (Sxrosé 10, parcgraphe 4) que H (X) est une

2 5
algibre ce polvndmes & un générateur x de degré 1 , et que
; i
2 *
BeX = E - S8 fi > X pour s & S
iz 0

les .Ei {tant lec péndrateurs de 1'aledbre de polyndmes S, (théorire 1 do 1'Expoe

s¢ 10). Compte tenu de lu proposition 2, cetie relation équivaut &

- i .
(9) AN x = <:_, 2 ® §i (sommation infinie)
: iz0

On peut considérer que la relution (9) cert de ddfinition aux .lénments
. e S, .
54 2t-1
Puisque b est un homomorpiisme d'alzébres (proposition 1), on a
%, 24 — ot . 5l
AET) =L ox &(5),) .
i

Exprimons que le diuagramme (4) est commutatif ; on trouve

— oIt o Sl . ok »
Z_. X ®(3.) o E. = :Z, X ® 4 (%)
i3 J X »oK
dtot
‘ _ < ) 21

ou, en explicitant :
0,80 =F,@1+(F, @8+, Ve, ..

o okl
p 2 R 3 .‘?
.co+ 1?1} s ;kml + 1® k L]

En particulier, d;(E 1): '§1®1 +1®51 :

Deuxiéme cas ¢ p premier impair.

Prenons X = K(Zp » 1) « On a vu (Exposé 10, paragrephe 4) que 2 (X) est produit

tensoriel d'une algébre extirieure

un g.nérateur x de degré 1 , et d'une algébre
é

de polyndmes > un génirateur y de degré 2 ; de pluzs (Exposé 10, relatioms 7)) ¢
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S - 1
[ 8ev = . < g, §i>yp
} i20
- i
18.}(: <s,g>::+ Z_-<s,"c’.>*-rp
0 i3 0 i

* - sLs - . . [N
pour tout s €S . Compte tenu de le proposition 2, ces relations équivalent &

o T pl

J 120 -
(11) l ‘% . < Di - (somations infinies)
N x=x® 5 + L. 7 &T,
h 120 1

que ces relation:c servent de définition aux éléments Ei et

On peut considérer
(thioréme 2 de 1'Exposé 10).

T, cud engendrent 1'algébre S,

Un raisonnement et un calcul tout pareils & ceux faits dens le cas p = 2 mon=-

trent que )
|

(12) | A = £ (§,9)7 @F; | -

} Osi

(observer cue (12) redonne (10) si l'on v fait p

, on observe d'abord que la premiére relation (11) donne

S

=2).

Pour calculer A*(’C’k)
J N i+] Jj
* 'y
T T SR -G S LA
i20

puis on dcrit que le dieagramme (4) est commutatif, lorscu*on part de 1'é1lément

x €5 (X) ; on trouve

) e pi NG I"i+j pi
- 7
A S
=x® (B8, 5)+ L, ¥ @A,
k>0
d'ol .
N i
- (13) A(T)=T. @1+ 2 (5. ) v, .
*' 7k k . Ozisk k-1 i

-On a en particulier
A(T)=T ®1+10T, .

Les formules (10), (12) et (13), jointes aux théorémes 1 et 2 de 1'Exposé 10,
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explicitent, en principe, l'algébre de Hopf S; s aussi bien dans le cas p = 2 que
dans le cas o p est premier impair. Par dualité, l'algébre d: Steenrod s* se

trouve aussi explicitée.

Pour toute suite R = (r1 5 eee 5 Ty s ve.) formée d'entiers = 0 , nuls sauf

un nombre fini, on aotera ng le mondme (§>1) 1 (:§k) k +es De méme, pour

toute suite E = (& _, El 5 een

o

& s ees) d'entiers égaux & O ou 1 , et nuls

: = &
seuf un nombre fini, on notera 17E le mondme (’to) ° ... (1:k) %..Pour‘ p=2,
les mondmes & R forment une Z,-base de l'algébre S, ; pour p premier impair,
2 *

les mondmes ﬂrE E}R forment une Zr-base de S; .

Soit T = (tl » see s by ees) . On se propose d'expliciter A;(ET) . Pour
Py
tout systéme de k + 1 entiers B,y eve s Ty notons [no s eee o nk] le coef-

ficient binomial
(1’1 + e + 1
o
no! e nk!

en élevant les deux membres de (12) 2 la puissance tk s on trouve que ~A;(E§kk)

oL

wo

est égal & la somme, relative & tous les systémes de n + 1 entiers R
dont la somme est égale 2 tk , des expressions

2 K-1
¢ P P Pl o v e ¥k
[ny s eer s m ]Ek >k1 51(-2 e 5y 2 EFES By

Baisons maintenant le produit de ces expressions pour toutes les valeurs de

k=1,2, ... 3 on obtient

——y

. N
T R(N N
(14) ALED = 2 b R gpst)
T(¥)=T
la sommation étant étendue & toutes les matrices ¥ = (n j) ob i et j prennent
indépendamment toutes les valesurs antiéres =» 0 , telles que no =0 et que les
ng ; soient nuls sauf un nombre fini, et telles enfin que T(N) soit égal & T .
’
Expliquons les notations T(N) , R(N) , S(N) et b(N) : on pose
\ 7
TN) = (b, () 5 wee 5 . (N) 5 ous) 5 avec t,.(N) = A _, mn, . 3
1 k k e i3
i+j=k
] ' <
R(I\I) = (I‘l(N) A e e 0 9 Tk(}q) 3 .l.) bl aV@C I‘k(N) = %/ p nk’j ;
- \ 7 a = S 3
S(N) = (sl(h) y eee s sk(H) , ese) » avec sk(N) Zf 0y ;

i
4 Yenti ‘ /L) on, ! .
b(N) est 1l'entier ikﬁ tk(N) / Q’J nl’J _
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4. La base de Milnor dans 1'algtbre de Stcenrod s* .

Commengons par le cas oi p = 2 . Pour toute suite R = (r1 > eve 5 Ty s ced)

d'eitiers = 0 ; nuls sauf un nombre fini., on notera

R leooo,ry;ocﬁ * .
Sq = Sq - 1'é1ément de la base de S , duale de la base de S, for-

mée des jEI{. Les SqR constituent la "base de Milnor" de S . Observons que

Sql’o""’o"”' n'est autre que Sql (3xposé 10, corollaire du lemme 3).

I1 est immédiat que

(15) A*sh = st @ s,

la sommation étant étendue 3 tous les couples (R' , R7) tels que R' + R" = R

(c'est-3-dire ! + r! = r, pour tout k). D'autre part,l. formule (10) donnc partrans-
k k k

position, la table de multiplication de 1'algibre S

(16) sqt.sc® = XN” p) st

le sommation étant éitendue & toutes les matrices N telles que R(N) = R, S(N) =S .

Voici quelques cas p.rticuliers de la formule (16). Supposons d'abord que tous les

termes de la suite R soiernt égaux & O ou 1 ; on a alors

R .S _ R+3
(16. a) Sq .8c” = [rl , slj .ee [rk R sk] eee S ;
le coefficient de SqR+S dans le second membre est égal & 1 si et seulement si
Sy est peir pour tous les k tels que ry = 1 ; sinon il est égal 3 O . On & no=-
tamment
sqt sat = (1 +1) st

15050003150, 000

0’0,00091903000 Sqi: Sq .

5q

Plus perticuliérement, si les termes de R et ceux de S sont tous égaux & O

ou 1, ona

(16. b) SqR.SqS = ‘(SqR+° si tous les termes de R+ S sont O ou 1,
Lp dane le cas contraire.

Donc 1les SqR (relatifs aux suites R ne contenant que 0 et 1) forment la base
d'une sous-algbre commutative de s* ; tous ces SqR s sauf Sqo = 1 , sont de_carré

nul, et la sous-algébre en question est donc 1l'algébre extérieure.engendrée-par

Sq1 , Sqd’l , Sqo’o’l , etc.
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I1 sera commode de noter qu 1'élément SqR , O R= (rl SRTERPEE ces)

est tel que

TN
=
t

0 pour i#x
r, =1

1 0,1

Ainsi Sql = Sq" , Sq2 = 3q , etc.

EXERCICE. - (Toujours dans ls cas p = 2) : vérifier que les qu admettent la
définition récurrents
k 2k

2
qu+1 = Sq qu + qu Sq- ., 1 .

Etudions maintenant le cas ol p est premier impair. Pour toute suite

R = (rl 3 oeve s Ty s vo.) d'entiers 20 » nuls sauf un nombre fini, on notera
PR celui des ¢1éments de la btase de S , duale de la base formde des TE. SrR’ s
qui correspond & 1'élément ER . De méme, pour toute suite

E = (50 y see E’k 5 eos) d'entiers égaux > 0 ou 1 s nuls sauf un nombre fini,
on notera [SE celui des ¢léments de la base de 5" qui correspond & 1'élément

‘I’E de la base de S"9 . On a donc

7 , T - R! .
L@R,ER>=19<(pR,T"-R> 0 si Z#(0), ousi B

1
]

(0) et

vy

R' #R .

E' =R

<P ,TE>:1?< PE,’t’ .E >=0 si R#Z(0); ousi R=(0) et

I}

E' 48 .

D'aprés 1'Exposé 10 (corollaire du lemme 4), 1'¢lément (12°% " nrost autre

i 15»09090-.
1o

i ’ . .
que {°7 ; de ménme, n'est autre que l'opdration de Rockstein p . I1

q : 40 . rq » . R 0y
sera commode de noter 0 (pour %k entier = 1) 1'¢lément T, ot

R = (rl soeee s Ty ce.) est tel cue r, =0 pour i#V, r, =1 ; et on note-

A
l":

est tel que &i =0 pour ik, £, =1, L'élénent. -ﬁbk a le de-ré 2(pk -1),

-~

ra  fo, (pour tout eatier > 0) 1'¢lément , o E = (--.'O yoeee s £ ees)
iR
et 1'élément [} x « e derré 2p -1 g /30 n'est autre que [ER

-~ E T . . 'd .
PROPOSITION 3. - Le rroduit 3. {PR o un produit scalaire €gal & 1 avec
T E. ER s et égal & 0 avec tout autre élément de la base de S, « Autrcment dit,

les produits it E.(?R constituent 1 base ducle de la base de S*

4

DEMONSTRATION. - On veut montrer que < 1 Y aphy | TE'.§R' S est égal
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& 1 s1 E=E'" et R=R'", 2 0 dens le cas contraire. Or c'est égal 2

!

oMy s

* *

< ceft, At

et les formules (13) et (14) montrent aussitdt que ceci est ¢gal &

E 2 = R! ‘ o ) '
< i3 X)@R,(T" @)1).(1@;R)>:<§é£,’c >.<FR,’§R> s
d'olt la proposition.
THEOREMB 1. - Les i3 ®  forment la base d'une sous-algibre de s* ; d'une facon
B o —

o] Fok ]

est nul, sauf si 1~ esuite E + E' nc contient que

J

précise, le produit i J.}ﬁ
0 et 1, auquck cas on a

LB B! . B+E?
Bt o= (- 1)q/:~b ,

ol g désigre le nombre des couples d'entiers ¥ , h 20 tels que

— | R— .

S ~ E “ I . -
(L: sous-algibre ayant pour base les I est donc 1l'algcbre extérieure construite

sur les /3 (k > 0) , ces élémente anticommutant deux & deux ; et 1l'on a, si
k g % 3 2

B _ . ¢ k
E = (80 9 eea g E‘l" 9 ‘.w) 9 ‘Jﬁ, = (;:{ O) O_... (ﬁ];\:) s o0 )o

R .\ * . RN .
Les (¥ engendrent une sous-algibre de S , dont la taelle de multiplication est

donnde par

(17) o S = oo @t

1. sommation étant dtendue 2 toutes les matrices I tellces oue R(N) = R
4 s

S(N) = 8 . Enfin, 1. loi de commutation des deux sous-zlgébres précédentes est don-

“ig

néde per le formale

k
' R b — ¢ 2 o LAY 0 IOC) ':,R"(O p“ o 'oh)
G GR = e g ) L R,

k
+ 6“)R"(O’O,p 90,.0-»)

+ LN ]

Toutes les assertions du théoréme sont ces conséquernces faciles des formules (13)
et (14) ; on laissce 2u lecteur le soin de les vérifier.
COROLL.IRE. - La formule (18&) donne notamment
k
(18. a) Pkﬁ.:éﬂ)ﬁpk' §k¢pp

pour tout entier kX >0 ,
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T s - .y . . . . * L,
E-fin, on explicite aisement 1'application diagonale de S , transposdée de la

multiplication de S :

a*(ﬁk) = [, ®1+1@ f ,

1&*((5)11) = Z @R @ PR ’

la sommation étant étendue A tous les couples (R' , R%) +tels que R' + R" =R,

(19)

Comme dans le cas p = 2 pour la formmle (16), on peut, lorsque p est premier

&

]

impair; tirer quelques conséquences intéressantes de la relation (17) : supposons

qu~ tous les termes de la suite R solent <« p : alors

-~ R S R+S
(17. a) G RY = [rl , 51] vee [rk R sk] ees OF .

S'il existe un k tel gue le reste de 8y, (modulo p) soit > p = fk s cecl est

nul, En particulier; les G‘R relatifs aux suites R dont tdus les termes sont

Z 1, forment la base d'une sous-algtbre commutative de s .

A titre d'exercice, on vérifiera que les Gbk admettent la défiaition récurrente

suivante

k k
O'Jk+1:6)p'@k"@k°@p 5 k>1 (¢, = ) .




