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26 janvier 1959

IES COMPLEXES D'EILELBERG-MACLANE

par Adrien DOUADY

1, R&EEGl.

Les notations scnt celles de 1l'exposé 7, n° 1

Si X = (Xn) est un ensenblc sinplicial, on noters Sn(X) 1'ensenble Xn ,
pour se permettre de mettre des indices & X , et on appellera ses ¢lénents
n-gimplexes de X o

On dit qu'un ensemble sinplicial Y est un scus-ensemble simplicial de X , et

on dcrit Y <X, si Sn(Y) CSn(X) , les 5‘1 ¢t les sy étant induits par

ceux deé X o On définit nlors l'enscnble sinplicial quotient X/Y ¢ on obtient
Sn(X/Y) 3 partir de Sn(X) en identifiont cntre sux les élénents de Sn(Y) .

Si X et Y sont deux ensembles sinpliciaux, on définit 1l'ensenble simp]idial

produit X x Y par
Sn(X xY) = sn(x) x Sn(Y)
0; (x5 3) = (0, (x) , 3,(¥))
5 (x 5 ¥) = (5,(x) , 5,(3))
Le n-models én est l'ensenble sinplicial défini par @
Sq( Q«n) = Hom(/)q, D’n)
avec, si a eSq(én)
E)i(a) = ae 2y
s, (2) = a. 5

Ltidentité x € Hom( 0 n? An) est appelée n-sinplexe fondamental de L\)n .
‘Pour tout n=-sinplexe a d'un ensenble sinplicial X , il existe une application
simpliciale & et une seuls dc /\l:;\n dans X telle que a(x) =a .
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En posent gi = é;T;) et N& = é;?g) , On 2
—~ o ~
ai(a =7 o Esi, si(a)=ao 1 ,
~/
f(a)=foa

pour toute apnlication sinplicicle £ .

Deux applications simplicialcs fo et f1 de X dans X' sont dites homo-
topes s'il existe une application sinplicinle h du produit (X x »’;}‘1) dans X!
tells que h o io =f,y hoi =1, i et i) désignant les deux injections

~ -~ _ \
T, 5) e (I, 8,) de X =Xx L, dans X x [,

Soit (X, ¥), od Y CX, une paire d'enscribles sinpliciaux, et soit 1T un
groupe abéliens Le groupe de cochatnes Cn(X s Y3 T7) est le groups abélien
des fonctions Sn(X) — T, nulles sur Sn(Y) « On poss

C*(x, ¥; ™ =« (X, ¥; M)
On note C™(X 3 1), CX(X ; T1) si Y est vide.
Le groupe des cochafnes normalisdes C§(X sy Y 3 T7) cst formé des cochatnes

nulles sur les simplexes de lo forme Sy (a) , dits sinplexes d¢ginérds. Pour
¥ ¢ (X, ¥ T), on définit si(y) = ¥o0d; 5 ot

by =3 (-1 y) ed™ @, vy
i

Pour % eW , on définit v we X ; ) par \75\'(&) = 7 pour tout
a eso(x) «eOma 08 =0, 50vy=0,.

On appelle cohoriologie le quotient ¢

B =@ i = Ker 5/In

*

q ot de C*) .

(on obtient le méne résultet en partant ds C

On appelle cohomologie réduite

~ r

1 = @ 5 = Ker 'O/Im%«+Imv7
On a Hn(X,Y;Tr)an(X/Yg‘\T) st n >0 ousi Y est non vide.

A toute application simpliciale d¢ X dans X' qui cnvoie Y dans Y',
£f: (X, Y)— (X', ¥'), on feit correspondre ‘
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£ oBxr, ¥ 3 W) =Cc"(X, ¥ ;T) par (%) =%of .
£* commte avee S , et fait de c” , Glr\; ’ c* ’ C; ’ ' , * ’ 'y » iy y des
foncteurs contravariants.
Lo suite exacte ¢
0—>C*X, T3 1) — X ; ) —-cF(¥ ; W) —0

donne noissance & lo suite exacte fonctorielle bien connue

0 — (X, Y ; T — H(X ; 17) — B (T ; W) —> H (X, Y5 T7) — ees

Si TT est un anneau, on définit pour tout couple de peires d'enserbles sinpli-
ciaux une epplication

c: BPE, T3 e , v ) — @, V)« &, 1) ;T ,

ou (X, Y) x (X', ¥') désigne 1a paire (X x X', X x ¥' v ¥ x X') , qui jouit

des propriétés suivantes ¢

'1°‘Fonctorialité $Soit £ ¢ X—>X , g3 X —x,

(f,8) 2 XxX —X xX

Soient u H*(Xl) y V € H*(Xl') . Alors

i

(£, &) clumv) =) & g ()

et s Nuxrv) .

il

20 hssocistivité ¢S X, Y, Z sont trois ensenbles ou paires d'ensenbles
sinplicicux, u EH*(X) y ¥ eH*(Y) y W E H*(Z) , les ¢lénents C(u ® Clvaw))
et C(Cluzv)@w) de H*(X x Y x Z2) sont égauxe

39 Synétrie & Soit ¢ l'application de X x ¥ dans Y x X définie par
g2, b)=(0b, ).
si uwelE), v qu(Y) , an a

o0

c¥clveu) = (-1 clusv) .

4° Compatibilité avec %851 X' cX, X' xY¥Y <X xY,

ut o« X ;1) y v cu¥y ; ™) R
on a ¢

SC(u! &v) =C(Su'®vV)
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Si YrcY, X xY'cXxY, &

u er(X;TT), v! e HNY ; 7T) ’
8 a

9Clumvt) = (-1)P clum »v!) .

50 531 TT est un corps, C est injective. 51 de plus les cspaces vectoriels
X 3 TT) et (e $ TT) sont de dinension finie sur TT pour tous p, g,

C est un isomorphisne

¢ PE;mel; m—>HExY;T) .
p+g=n

Dans tous les cas, le cup-produit Hp(X 3 ) @Hq(x ;’n“)—->Hp+q(X , ) est le

composé A* oc , oo A est l'application dicgonale X-—X x X définie par

A =(a,a) .

Onadonc uuve= A*(C(u@-v)) .

Il est fonctoricl, associctif, et virifie :

uwvwv, sl dgu=p, degv=g =
Enfin on a 3 ,
C(u@u')uG(v&v'):(—l)qp' Cluvuvmu uv')
si
weWE), verdx), uw e @), v end (@)

2. Les complexes d'Eilenbcrg-Maclanc.

A, L'ensemble simplicicl £ (T7T, n) .

DEFINITION, - On note »@( T, n) 1'cnsenble sinplicial défini par ¢
: n
Sq(i’(w ,n)) =C (,Q}Aq 3 TV,

)

e
(@]
.o

= %+ ¢° n
ai i (é\q TF) —>0C (ér\bq--l

e

_ ~% . .n

e

1) —*Cn(éqﬂ 3 TT)

DEFINITIONe = On appelle cochailne fondonentale la cochafne Te (e , n); )

définie par

t(a) =alx) ,
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ou & parcourt Sn(i’, (1T, n)) = Cn('é
fondamental de Qn .

) , et x ddsigne le n-sinplexe

A 1)

n

C*(A ;) , alors b*(5) =D .

PROPOSITION O = Si b = sq(ﬁ(ﬂ , 1)) q

DEMONSTRATION. = Bt A —> £(7T,n) .51 a €S (A), a: D — L
g P g AP

g ?
~q

on a bla) = g*(b) ¢ Cn( Ap , TT) ¢ c'est 1la traduction du fait que b est

sinpliciale, vu la d¢finition des O; et s, dans (1T, n) .

On a, pour tout a &Sn(é*q) ’

B (3))(a) = (b)) = Bla))x) = E*(®))(x) = bE(x) =bla)

PROPOSITION 1. = Pour tout ensemble simplicial X , et toute cochaine
¥ecl(x ; ) , il existe une application sinpliciale et une seule g de X
dens L (1 , n) telle que g*(§) =%

DEMONSTRATION .

ae Unicités = On g, pour tout q-simplexe a de X 3

as O —X

~eq

() =8 () = (g o () = e (3) = gla)

b. Existenccs = Posons gla) =’é*()_g ) « I1 reste & vérifier que g est simpli-

ciale ¢
g3, 2) = 5, ¥(¥) = (o B)%(y) = @ (y)) =9, (gla))
i i ¥ 17 () = (@ (y)) =09,(gla)) -
De néne pour les 8y o
L'application g associde & une cochafne Y sera notée Y

Soit & < %(7r, n) lec sous—ensenble simplicial formé des cochaines nulles.
j sera mulle sur un sous-ensecnble simpliciel ¥ CX si ¥ (¥) =6 .

B. L'ensenble sinplicial L(TT , n) .

/
DEFINITION. - On note L(TT , n) 1le sous-enserible sinplicial ds (77, n)
formé des cochaines nornalisées, c'est-a-dire nulles sur les sinplexes de la

forme Si a e



8-06

PROPOSITION 2. = Unc cochains ye C®(X ; 77) est normalisée si et seulenment si
y (&) ¢ L(Tr, n) .

1] s .
DEMONSTRATION, = Si M cst nornalisde, ¥ (a) =3*(7§) est nornalisée, donc est

un sinplexe de L(TT , n) pour tout sinplexe a dec X .

st ¥ ¢ X=—>L(TT, n),

: * -
Y (sa) = ¥ (8(sx)) =2 (\5)(sx) = X(a)(sx) =0 ,
En particulier la restriction de % a L(tT, n) , & laquelle est associde
1'injection de L(TT , n) dans (77, n) ,et qu'on notera encore < par
abus de langage, est une cochnine nornalisée.

PROPOSITION 3, - Si Y CZX , toute application simpliciale de Y dans
C(Tr, n) (resps L(TT , n)) s'étend & X,

/
DEMONSTRATION, - Il suffit de prolonger & X unc cochaine (resp. une cochatne

nornalisée) de Y

COROLLAIRE 1, = S (77, n) et L(TT, n) satisfont & la condition d'extension
de Kan : on dit que X s=2tisfait & la condition de Kan si toute application de
/\q dans X s'étend 3 4 ¢ ©n notant /\q le sous-ensenble simplicial de

Q g+l engendré par les ai x) , 1 >0, x 4lénent fondenental de éq a0

COROLLAIRE 2. = Deux applications simpliciales d'un ensenble sinplicial X dans

¢(ir, n) (resps L(TT , n)) sont toujours horotopes. En particulier ces ensen=

bles sont contractiles.

C. L'ensenble simplicizl K(T7, n) .

DEFINITION. = On note K(T7 , n) 1le sous-ensenble sinplicial de L(TT , n)

formé des cocycles normalisése

n .
On 2 donc Sq(K(TT y 1)) = ZN(,\;/'\&‘«q 3 T7)

PROPOSITION 4. - Pour qu'une cochafne nornalisde ¥ sur X soit un cocycls,
il faut et il suffit que %'(X) soit contenu dans X(1r , n) .

DEMONSTRLTION. = Si y est un cocycle, ¥ (a) = 'é*()g) est un cocycle, donc
est un simplexe de K(77, n) « 81 Y eonvoic X dans K(31 , n) , |

sy(a) = (5 Y)EE) = G (5 ¥ = (50" ¥ )N = (S(§@)Nx) =0 .
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b

En prrticulicr la restriction (encore notic ’5') de €T A K(TT , n) est un

cocycle, cppelé cocyclc fondnientnl.

Sa classe de cohomologie est appelée classe fondanentale, et sera notée En(TF)
ou § ., o0u sinplenent < o On note (i , n; G) au lieu de HYK(TT 3 n) 5 G) »

Par exenple, T € Hn(ﬂ ", ni;Ti) .

Ic cobord 2@ Cﬁ([_‘_\ q s TT) —- Z§+l( N : 3 T1) définit une application sin-
ALt Moy
pliciale P de L(ii , n) sur K(T', n +1), l'inage réciproquc de ¢ <Ctant

k(1T , n) .

S1 peC™X;Ti),one Pop= o :oncffet

B(P(a)) = 5(a%(5)) =3°(5p) = 56(a)

PROPOSITION 5. = Ltapplication P est fibrdc au sens de Kan, c'est-a-dire qu'un
diagreime cormutatif ¢

. P
f\q ~— L(77 , n)

| I

Bou L5 k(ir, n+1)

se conpléte par ?;' A —> L(TT, n) .

pwel q+1

DEHONSTRATION, = Il fout montrer qu'un  (n+l)-cocycle ¥ de Qqﬂ qui, sur
Nq est le bord d'une n=~cochaine 3 , est sur MA“QH le bord d'une n=-cochaine

P prolongeant 'ﬁ a {,\,\ )

Si n < q, les n-sinplexes de [N\ sont dans A _
qu—l q

p  se prolongs donc uniquenent & /\ en ' +Pour n=q~-1, ona bien

ER (ao x) =Y (a_o x) , car G ' et }{M\ggrlzt deux aosycles qui cofincident sur tous
les autres g-sinplexese Si n =gq, ¥ cst carnctirisé par Y(x), B est
n'inporte quoi, il suffit de poser ﬂ;'(éo x) = §(x) - Z (- 1)i A (é)i(x))
pour qus Y (x) = © A (x) , donc Y=2f 481 n>q, y et # sont nuls, il
suffit de poser *'=0 .

D. THEOREME., = Soient \o et \31 deux cocycles de Zn(X 3 ) . Pour que

les epplications Y = st ¥y de X dans K(TT , n) soient honotopes, il

faut et il suffit que Y ° et Yl soient cohonologues, c'est-a-dire aient néne
inage dens H (X 3 TT) »
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DéMONSTRATION.

P ’ . =k, . — % -
ae. Lo condition est &vidciient necessaire, car ‘50 = Xo( g) ’ Xl = Xl( £)
0 - = -—;* - %
or, si Y, ¢t ¥, sont homotopes, Y = Yp

; d'aprés les propositions 1 et 4, cela revient

be Lo condition cst suffisantc ;

4 prouver ceci # si Yo st X, sont deux cocycles cohouologaes, on peut

M
%0 - - ,
trouver un cocycle ¢ sur X x 5;1 tel que io( M) =Y. if(‘ )= Yy, i
et i1 étent les injections de X dans X x Qﬁ correspondant aux deux sormets

-—

ot %B est un cocycle répon-

1. S / -— N S, [a] - - * Ay
de éél . Par hypothesc, on a 51 = Ys : 2 e oi Va T (KC) ,ou | est 1a
prejection de X x éél sur X, ona i, T - io Iy = 0 .51 B estuns
cochatne sur X x é}l telle que i: B=0, i: B= 5, ce qui cst possible puisque

les images de i) et 1, sont disjointes, T

dant & la question.

On a donc, pour tout espace X , une correspondance biunivoque entre Hn(X 3 1)

¢t 1l'ensemblc des classes d'applications de X dans K(TT, n) .

Soient X un enserble simplicial vérifisnt la condition de Kan, e un "sornet"
de X , c'est-a-dire un sous-ensenble sinplicial engendré par un O-sinplcxe de
X . On note fyn(X , ¢) l'ensemble des applications de (é;XI’ Sn—l) dans
(x, e) ’ Sn—l désignant le sous-ensenble siuplicial de één cngendré par les
(n-1)-sinplexess Pour n 21 , cet ensemble est runi d'unc structure de groupe qui,
lorsque X st un groupe sinplicial et e 1'$1érent neutre, est induite par la

nultiplication des applications dans X .

D'ailleurs qrn(X , &) mn'est pas autre chose que le n-iéne groupe d'honotopie
de la rénlisetion géorétrique de (X , €) o On peut aussi lui appliquer le théo-
réne d'Hurewicz. Le théorénc a deux corollaires
0 si q#n
Ti si g=n
q-l) damns  (K(TT , n) , &) est
Hn(’éﬂq,Sq_lgn‘);O si g#n, Tisi g=n.

COROLLALIRE 1. = wq(K(TT , ), 6)= . En effet 1l'ensenmble des

classes d'applicatica de  ( ﬁlq , S

0 si g<n

COROLLAIRE 2, - HY¥(7T , n; G) = Hom(17 . G) si q=n
, =

3. Détermination de .H*(Zp s 13 Zp) s D désignant un nonbre prenmicre

heOna H(Z_, 13 Zp) =7Z_, car K(Zp s 1) est connexe, et

1 ; P y fy
H‘(Zp s 1 Zp) = hom(Zp ’ p) = Zp , avec pour générateur 1'élément fondamental
51 - |

N
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Soit X+ K(z, 1) —----B-K(Zp , 1) 1'applicrtion sinpliciale définie par
1
Yo ¢ 2 (A

n Z) —-9-Z1(£> . Zp) associde & l'application canonique 7 ——+~Zp .
Cette application est fibree au sens de Ken, corne on peut le voir par un rai-
sonnenent anslogue & celui de 2(C) , proposition 5,' et l'inage réciproque de e
est 1'image isomorphe de K(Z , 1) par la rultiplication par p @
1 N _ < ol
Z(Lnsz)~+2(gnsz)

I1 en est d'rilleurs toujours ninsi quand on considére l'application canoniaue
d'un groupe sinplicial G dans l'enseuble sinplicial B quotient de G par un
sous-groupe G' de G . Le fibré qu'on obtient est alors analogue & un fibré
prineipal : en pnrticulier le systéne local A'honologic ou de cohonologie de la

fibre est constant si G' est connexe.

Or G' =K(z, 1) est homotopiquenent dquivalent au cercls S, , et la suite
exacte de Gysin (exposé 3, proposition 5 (C)) donne :

0tz ,1:2) 0@, 152)—PC ,132) Y@ ,1;32)=0
- p’ ’p ’ ’p p, ’p p’ ’p

!
O-—-a-Hn(Zp , 1; zp)f’---mn‘“z(zp , 1 zp)-—-»-o

ou O' est la multiplication par un ¢lénent fixe g e:HZ(Zp s 13 Zp) . Corme

*
X7 s Hom(Zp ’ Zp) —> Hon(Z , Zp) cst un isonorphisme, on voit que ©! est un
isonorphisme en toute dimensione.

On en d¢duit par rdécurrence que
| Gz , 132)=2 pour tout n |,
le générateur étant
g , 81 n=2141
i

g g s 81 n=21i+1

By -~ Cas p premier inpeir.

. . 2 N .
On & nécessairenent I 0 . Ltalgebre de cohomologie est le produit tensoriel
de 1'algdbre cxtérieure engendrée par T, 0 de degré 1, et de ltalgébre de polynd-
nes engendrée par g , de degré 2 ¢

H*(zp, 1 zp) = N (%) &;Zp[g] .
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Co =Cas p=2.,

On a alors g? =g o I1 suffit de z1on£rer que gf n'est pas nule. Or, s'il
1'était, cela entrainerait, en anticipant sur 1'exposé 9, théoréne 1, que le
carré de tout ¢léncnt de H1 x, Zz) est nul quel qus soit X . Or il n'en est
'pas ainsi quand X est l'espace projectif réel & 2 dinensions (calcul direct ou
duelité de Poincaré). On en déduit que 1'algdbre ds cohonologic est 1'algdbre de

polyndnesengendrée par €3

B2, , 152,)=2,[5] .




