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LES COMPLEXES D’EILENBERG-MACLANE

par Adrien DOUADY

Séminaire H. CARTAN
E. N. S.~ 1958/59

-:-:-:- 26 janvier 1959

1. Rappela
Les notations sont celles de l’exposé 7, n° 1.

Si X = (Xn) est un ensenblc sinpliciQl$ on notera Sn (X) l’ensemble Xn ,

pour se permettre de mettre des indices à X , Gt on appellcra ses éléments

n-~implexes de X .

On dit qu’un ensemble simplicial Y est un sous-ensemble simplicial de X , et

on écrit Y si S les et les s. a. étant induits par

ceux de X . On définit alors l’ensemble simplicial quotient X/Y : on obtient
S (X/Y) à partir de S (X) en identifiant entre eux les éléments de S (Y) .
n n n

Si X et Y sont deux ensembles simpliciaux, on définit l’ensemble simplicial
produit X x Y par

LE n-modèle 0394 est l’ensemble simplicial défini par :
~n

avec, si ( /‘~ )
q 

L’identité x ~ Hom( 0394n , 0394n) A ) est appelée n-simplexe fondamental de 0394n .

Pour tout n-simplexe a d’un ensemble simplicial X , il existe une application

simpliciale ã et une seule de 0394n dans X telle que a(x) = a .



pour toute application simpliciale f .

Deux applications simpliciales f o et f1 de X dans X’ sont dites homo-

topes s’il existe une application simpliciale h dU produit (X x 03941) dans X’

telle que h O io = h o il = £i , io et il désignant les deux injections

(I , 03BE1 ) et (I , 03BEo ) de X = X x 0394o dans X 

Soit (X , Y) , où Y ~ X , une paire d’ensembles simpliciaux, et soit lT un
groupe abélien. Le groupe de cochaînes Cn(X , Y ; T’) est lc groupe abélien
des fonctions S (X) -+ 17’ , nulles sur S (Y) , On posen n

On note TT) , C*(X~ -n) si Y est vide.

Le groupe des cochaînes nomalisees C*N(X , Y ; TT) est formé des cochaînes
nulles sur les simplexes de la, forme 

. si (a) , dits simplexes dégénérés. Pour
~ ~(~(X~Y ; -H) , on définit ’~(~) = ~oô. , et

Pour ~TT , on définit TT) par 7f pour tout

a eS~(X) . On a =0 , ~o~ =0 .
On appelle cohouologie le quotient :

(on obtient le mène résultat 6n partant de C * et de C*) .
On appelle cohomologie réduite :

On a Y ; si n ~0 ou si Y estnonvî.d.6.

A toute application simpliciale de X dans X’ 1 qm envoie Y dans Y’ ,
f : (X , Y) ~ (X’ , Y’) , on fait correspondre 

’



f* commute avec 03B4 , et fait de C* , C*N , Hn , H° , H* , des
foncteurs contravariants.

La suite exacte :

donne naissance à la suite exacte fonctorielle bien connue

Si TT est un anneau, on définit pour tout couple de paires d’ensembles

ciaux une application

où (X, Y) x (X’ , Y’) désigne Impaire (X xX’ , Xx Y’ ’JY xX’) ~ qui jouit
des propriétés suivantes :

Soient u ~ H*(X~) ~ v ~ H (X~) . Alors

2° Associativité : Si X , Y , Z sont trois ensembles ou paires d’ensembles

simpliciaux, u EH*(X), v w ~ H*(Z) , les éléments
et C(C(u  v) w) de H*(X x Y x Z) sont égaux.

’, 3° Symétrie : Soit c- l’application de X x Y dans Y x X définie par

~(a , b) = (b~ a) .

4° Compatibilité avec ~ : Si x’ xY x Y ,



5 ° Si est un corps, C est injective. Si de plus lES Espaces vectoriels

TT) et Hq (X ’ ; sont de dimension finie sur TT pour tous p f q ,

C est un isomorphisme

Dans tous les cas, le cup-produit HP (X ; 1T) Ti’) est le

composé ~’~ o ~~ est l’application diagonale x X définie par
~ ~a) = (a , a) .

On a donc uuv= ~~ tC (u ~ v ) ) .

Il est fonctoriel, associatif, et vérifie :

2, Los complexes d’Eilenberg-MacLane.

A. L’ensemble simplicial L (03C0 , n) .

DÉFINITION. - On note L( ’n’, n) l’ensemble simplicial défini par :

=~(~ ,n),

’-- ~ 
- 

~

DÉFINITION. - On appelle cochaîne fondanentale la cochaîne 03BE ~ Cn( L( TT , n) ; fT)
définie par



où a parcourt S (L(03C0 , n)) =Cn(0394n ; 03C0) , et x désigne le n-simplexe
n ~~~ n

fondamental de 0394n .
PROPOSITION 0. - Si b e S (jC (03C0 , n)) = Cn(0394g ; 03C0) , alors b ( §) == b .

q 
~ 

DÉMONSTRATION. - b : 0394q ~ L(03C0 , n) . Si a ~S (0394q) , a : 0394p ~ 0394q ,
on a == a*(b) ~ Cn( ZB , TT.) : c’est La traduction du fait que b est

simpliciale, vu la définition des ~i et si dans L(03C0 , n) .

On a, pour tout a ~ Sn ( 0394q) ,

PROPOSITION 1 . - Pour tout ensemble sinplicial X , et toute cochaîne

03B1 ~ 03C0) , il existe une application simpliciale et une seule g de X

dans ~(rr ~ n) telle que g (~) =~.

DEMONSTRATION.

a. Unicité. - On a, pour tout q-simplexe a de X :

b. Existence. - Posons g(a) = a*(03B1) . Il reste à vérifier que g est simpli-

ciale : ..

De même pour les â l ..

L’application g associée à une cochaîne 03B1 sera notée 03B1 .

Soit c c 03B4 (03C0 , n) lc sous-ensemble simplicial formé des cochaînes nulles.

j sera nulle sur un sous-ensemble simplicial Y C X si 03B1 (Y) = e .

B. L’ensemble siriplicial n) .

On note L ( y > n) lE sous-ensemble simplicial de L(03C0 , n)
formé des cochaînes normalisées, c’ Est-à-dïro nulles sur les simplexes de la
forme s , a . 

’ 

.

1



PROPOSITION 2. - Une cochaîne § é "l’T ) est normalisée si et seulement si

g (X ) C, L ( v. , n ) .

DEMONSTRATION. - Si 03B1 est normalisée, § (ti) =a*(03B1) est normalisée, donc est
un sinplexe de L( w , .n) pour tout simplexe a tc X .

Si 03B1 : X ~ L(03C0 , n) ,

En particulier la restriction de ? à L(TT, n) , à laquelle est associée

l’injection de n) qu’on notera encore par

abus de langage, est une cochaîne normalisée.

PROPOSITION 3. - Si Y toute application simpliciale de Y dans

.~; (’j’’~ ~ n) (rcsp . n) ) s’étend à X .

DEMONSTRATION. - Il suffit de prolonger à X une cochaîne (resp. une cochaîn6
normalisée) de Y.

COROLLAIRE 1... ~; t-~ ~ n ) et n) satisfont à la condition d’extension

de Kan : on dit que X satisfait à la condition de Kan si toute application de

0394q dans X s’étend à 0394q +1 , 
En notant A le simplicial de

0394q+1 engendré par les i > 0 , x élément fondamental de 0394q+1 .

COROLLAIRE 2. - Deux applications simpliciales d’un ensemble simplicial X dans

L(TT , n) (resp. n) ) sont toujours houotopes. En particulier ces ensen-

blés sont contractiles.

C. L’ensemble simplicial K(03C0 , n) .
,

On note n) le sous-ensemble sirlplicial de n)
forme des cocycles normalises

donc n ) ) - 

PROPOSITION 4. - Pour qu’une cochaîne normalisée 03B1 sur X soit un cocycle,
il faut et il suffit que ~(X) soit contenu dans K(ïr ~ n) .

DEMONSTRATION. - Si ’¿ est un cocycle 03B1 (a) = a*(03B1) 6st un cocycle, donc
est un simplexe de n) . Si ~ envoie X dans n) , 

’



En particulier la restriction (encore notée J ) de 7 à n) est un

cocycle, appelé cocycle fondamental.

Sa classe de cohomologie est appelée classe fondamentale, et sera notée §n(TT)
ou § n , ou simplement 03BE . On note Hq(TT , n ; G) au lieu do Hq(k(TT ; n); G) .

Par exemple, 03BEn ~ Hn(TT , y n ; Tt ) . .

Le cobord 03B4 : CnN(0394q ; TT) ~ Zn+1N (0394q ; Tï) définit une application sin-

pliciale P de L(TT , n) sur K(03C0, n + 1) , l’image réciproque de e étant

K(Tr , n) .

Si (? b C~(X ; ft ) , on a P o ~ = ~~ : en effet

PROPOSITION 5. - L’application P est fibrée au sens de Kan, c’úst-à-dir6 qu’un

diagramme commutatif :

se complète par 03B2 : 0394q+1 ~ L(TT , n) .

DEMONSTRATION. - Il faut montrer qu’un de qui, sur

A , est le bord d’une 

’ 

n-cochaîne /3 , est sur /B . le bord d’une n-cochaîne^q ’ est 16 bord d’une n-cochaîne 03B2 , est sur 16 bord d’une n-cochaîne

prolongeant 03B2 à 0394q+1 .

Si n  q , les n-simplexes de 0394q+1 sont dans ^q .
03B2 se prolonge donc uniqueuent à 0394q+1 en ,?’ . Pour bien

03B6 03B2(~o x) = Y (à. o x) , car ’B et B sont deux cocycles qui coïncident sur tous

les autres q-simplexes. Si n = est caractérise par 03B1 (x) , 03B2 est

n’inporte quoi, il suffit de poser 03B2’(~o x) = 03B1 (x) - ~ (-1)i /3 (~i (x))
pour que 03B1 (x) = b (x) , donc = 03BE 03B2’ . Si n > q , 03B1 et 03B2 sont nuls, il

suffit de poser .~ = 0 .

D. Soient y O et ~. deux de Pour que

les applications 03B1o et 03B11 de X dans n) soient homotopes, il

faut et il suffit que Y 0 et y. soient cohomologues, c’est-à-dire aient mène

image dans n(X ; TT) * 
° ’ 

,



DEMONSTRATION.

a. La condition est avidement nécessaire, car ~~ = ~(~) ~ ~i = ~i~ 5) ?
or, si y et ~ ~ = ~ ’

b. La condition est suffisante ; d’après les propositions 1 et 4, cela revient

à prouver ceci : si 03B1o et X-. sont deux cocycles cohomologues, on peut

trouver un cocycle F sur X x /~ tel que i~(!’) = ~ ~ i~(’") = Y~ ~ ~
et i. étroit les injections de X dans X x ~ correspondant aux deux sonnets

de ~~ . Par hypothèse, = ~~ .Si ~ = -tf(~ est la

projection de Xx sur X , on a i*1 io -i*o o = 0 . Si b estime

cochaîne sur X x telle que i*o B = 0 , i*1 B = p , ce qui est possible puisque

les images de i et i. sont disjointes,  = o + 03B4 B est un cocycle répon-

dant à la question.

On a donCt pour tout espace X . une correspondance biunivoque entre IT(X ; TT)

et l’ensemble des classes d’applications de X dans K(TY, n) .

Soient X un ensemble simplicial vérifiant la condition de Kan, 6 un 

de X , c ’est-à-dire un sous-ensemble simplicial engendré par un 0-simplexe de

X . On note 03C0n (X , e) l’ensemble des applications de (0394n , Sn-1 dans

(X , e) , désignant le sous-ensenble simplicial de 0394n engendré par les

(n-l)-sinplexes. Pour n ~ 1 , cet ensemble est nuni d’une structure de groupe qui,
lorsque X est un groupe simplicial et e l’élénent neutre, est induite par la

multiplication des applications dans X .

D’ailleurs ?r (X , e) n’est pas autre chose que le n-iène groupe d’houotopie

de la réalisation géométrique de (X , e) . On peut aussi lui appliquer le théo-

rème d’Hurewicz. Le théorène a deux corollaires :

COROLLAIRE 1. - 03C0q(K(TT , n) , e) = |0 si q~n . En effet l’ensemble desTT si q = n

classes d’application de ( 0394q , Sq-1) dans (K(TT , n) , e) est

Hn(0394g , S . ; n) =0 si q ~ n , 03C0 si q = n .
BwQ Cj**-’- ,

3. Détermination de H*(Z , 1 ; Z ) , p désignant un nombre premier.
P P - 

à. 0n a H°(Z , 1 j Z ) = Z ,car K(Z , 1 ) 6st connexe, et

H1 (Zp , 1 ; Zp )p= Hom(Zpp, Zp)p= Zp , avecp pour générateur l’élément fondamental
Î i °



Soit £ : 1) ~ K(Zp , 1) l’application simpliciale définie par

fi : Z (A 3 Z) 2014~ Z (A ? Z ) associée à l’application canonique Z 2014~ Z .
n p P

Cette application est fibre au sens de Kan, comme on peut le voir par un rai-

sonnement analogue à celui d6 2(C) , proposition 5/ et l’inage réciproque de e

est l’image isomorphe de K (Z , 1) par la nultiplication par p :

Il 6n est d’ailleurs toujours ainsi quand on considère Inapplication canoniaue

d’un groupe simplicial G dans l’ensemble simplicial B quotient de G par un

sous-groupe G’ de G . Le fibre qu’on obtient est alors analogue à un fibré

principal : en particulier le système local ou de cohomologie de la

fibr6 est constant si G1 est connexe .

Or G’ = K(Z , 1 ) est homotopiquenent équivalent au cercle S~ ~ 6t la suite
exacte de Gysin (expose 3~ proposition 5 (C)) donne :

où 0398’ est la multiplication par un élément fixe g ~ H2(Zp , 1 ; Z ) . Comme
~* : Hom(Zp , Z ) ~ Hom(Z , Zp) est un isomorphisme, on voit que 0398’ est un

isomorphisme en toute dimension.

On en déduit par récurrence que

le générateur étant

B . - p premier inpeir.

nécessairement g f = 0 o L’algèbre de cohomologie 6st le produit tensoriel
de l’algèbre extérieure engendrée par § 1 , de degré 1, et de l’algèbre 16 polynô-
mes engendrée par g , de degré 2 t
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C. - Cas p == 2 .

On a alors 03B621 = g . Il suffit de montrer que 03B621 n’est pas nul. Or, s’il

l’était, cela entraînerait, en anticipant sur l’expose 9, théorème 1, que le

. 

carré de tout elénent de Z2) est nul quel que soit X. Or il n’en est

pas ainsi quand X est l’espace proj6ctif réel à 2 dinensions (calcul direct ou
dualité de Poincaré). On 6n déduit que l’algèbre de cohomologie est l’algèbre de
polynômes engendrée 


