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Séminaire H. CARTAN, 5-01
E. N. S., 1958/59 —
—g=mi= 5 janvier 1959

SUSPENSION ET INVARIANT DE HOPF

par Henri CARTAN

1. La suspension.

Tous les espaces considérés sont munis d'un point-base ; toutes les applications

continues envoient le point-base au point-base.

Se donner une application continue f : X — fYY) (d'une fagon précise,
une application continue de X dans l'espace des lacets N.(Y , yé) , qui envoie

le point-base X, au point-base ?; forme du lacet ponctuel au point yo) ’

c'est se donner une application continue g : I x X —Y (oﬁ I designe le

segment 0 <& t 1) telle que
g(0, x) =g, x) =¢g(t, xo) =y, pour tous x & X, t€1I.

Soit S(X , xo) (ou plus briévement S(X)) l'espace quotient de I x X obtenu per

identification en un seul point de l'ensemble

(04 xx)u({igxx) U x {x 4) s

on voit que la donnée de f equivaut & la donnée d'une application continue
h: S(X) =Y, qui envoie la classe de x, dans le point y_; h est

déduite de g par passage au quoticnt.

On définit ainsi une bijection canonique
Hom(S(X) , ¥) & Hom(X ,N(Y)) ,

ol Hom désigne l'ensemble des applications continues respectant les points-
base. Et cette bijection jouit des prepriétés fonctorielles évidentes ; autre=-
ment dit, elle est "naturelle", (Ceci eat un exemple de la notion de "foncteurs
adjoints", due & D. M. KAN [2] ; les foncteurs S et /. sont adjoints). A vrai

. dire, il aureit fallu définir completement le foncteur S , en indiquant comment
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une application continue X — X' d'espaces & point-base definit une appli-
cation continue S(X) — S(X') ; c'est d'ailleurs si évident qu'on ne
l'explicitera pas. L'espace S(X) , muni de son point-base, s'appelle la sus-
pension (ou parfois la "suspension réduite") de l'espace X (muni de son point-

base).

Pour que deux applications X —3 N(Y) soient homotopes (dans une homotopie
qui envoie constamment le point-base au point-base), il faut et il suffit que
les applications associées S(X) —> Y soient homotopes (dans une homotopie
qui envoie constemment le point-base au point-base) : vérification immédiate.
Les classes d'applications X —3 fYY) sont donc en correspondance bijective

(canonique) avec les classes d'applications S(X) ~— Y .

L'application identique S(X) —— S(X) définit canoniquement une application
¥ — AS(X)) (premdre Y = S(X)) , qui a un caractére fonctoriel, En fait,
X — N5(X) est un plongement, qui identifie X & un sous-espace de NS(X) ,
avec la topologie induite : car a chagque x ¢ X on associe le lacet qui, &
chaque t , associe la classe de (t , x) dans S(X) ; il est clair que x # x'
entrafne que les lacets t -— classe de (t, x) , et t ~—3 classe de
(t , x') , sont distincts ; l'assertion relative a la topologie induite se vérifie
sans difficulté.

L'injection canonique X —> /5(X) définit un homomorphisme

Qﬂk(X) —_— ‘ﬁk@lS(X)) = Nk+1(S(X)) pour chaque entier k .

C'est la suspension des groupes d'homotopie, qu'on note E :‘ﬂk(X) o CWk_’_l(SX) .

L'homomorphisme de suspension se plece dans la suite exacte
(1) coe =T OSK , X) — T X) 25 o, (SX) —y T _QSX , X)
LX) k+1 y \ k —-? k+1 —-> k 2} -ﬁ e e

qui n'est autre que la suite exacte d'homotopie relative de l'espace NS(X) et
de son sous-espace X .

Soit Sn la sphére de dimension n : ensemble des points (xo, X ...,3%9 €Rn+l
" n
tels que ¥ (xi)2 = 1 ; on prend pour point-base le point x, = 1, x=0

£o

pour i » 1 , La sphére -S. se compose des deux points x_ =1 (point-base)
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et x, = - 1 . La sphére S1 est connexe, et ‘5"1(81)’:;2 ; son revétement
simplement connexe est la droite réelle R , qui est contractile, d'ou OS'l':l._(Sl) =0
pour i ) 1 . Les sphéres Sn , Pour n » 2 , sont connexes et simplement connexes j;
on démontre classiquement, par décomposition de la sphére en deux hémispheres
fermés dont l'intersection est un "équateur" (cf. par exemple [1] ) , que les
groupes d'homologie a coefticients entiers sont Hi (Sn) =0 pour i » 0, sauf
pour i = n auquel cas Hn(sn) =2 (pour n »1) .

On identifie la suspension S(Sn) 4 le. sphére Sn+1 en envoyant le point
(t, X,y eeey xn) (b 04t (1) dans le point de g+ ayant pour coordonnées

2 2 .2 .2 g
cos  att + X 5in It , x, sin Nt , eee x sin Tt ,\—T sin 24V t .

Ceci définit bien un homébmorphisme de S(Sn) sur Sn+1 , qui envoie le point-

base au point-base. Par récurrence, on obtient un homéomorphisme do Sn sur la
suspension itdrdée sn(so) . ’
I1 est facile d'expliciter 1l'injection Sn _ -n(Snﬂ) déduite de 1'iden=-

o . o &) Q
tification de 6n+1 avec u(Sn) .

Soit X un espace avec point-base. Le groupe d'homotopie JSTm(X) a été défini,
dans 1'exposé 1 , comme le groupe (ensemble si n = 0) des classes d'applications
So — N E) , respectant les points-base. Ces classes sont en correspondance

bijective avec les classes d'applications Sn(So) —3 X, c'est-a~dire (compte

tenu de 1l'identification de Sn(SO) avec Sn) , avec les classes d'applications

Sn —> X , respectant les points-base ; on retrouve ainsi la définition

classique. Si on explicite la loi de composition de @Cn(X) pour n ) 1, on
constate ceci ¢ si une application h Sn —> X est constante sur 1l'équa=-
teur x =0, égale a f sur 1'hémisphére superieur x, %0, et a g sur
1'hémisphére inférieur x & 0, slors 1'élément de an(X) défini par h est
égal au produit (dans cet ordre) de l'element de "JTn(X) défini par f et de
celui défini par g (f définit un élément de 9 (X) , car si on identifie

entre -eux-tous- les points de 1'équateur, l'espace quotient est homéomorphe &



504

S_, au moyen d'un homéomorphisme qu'on peut expliciter grice & 1l'identification
n

de S avec S(Sn_l) ; de méme pour g ) .

Interprétation de la suspension ‘STn(X) — N4 (SX) . = Soit ue"itn(X)

defini par une application f : Srl —> X ; appliquons le foncteur "suspension"
a f : on obtient S(f) : S el — S(X) ; la classe de S(f) est un élément

VES 4 (SX) , qui n'est autre que
v =E(u) .
En effet, cela rcsulte de la commutativité du dicgramme
Sn — ﬂ(sml)
£ Huso)

X —— LSX)

En perticulier, prenons X =95 , f étant 1'identité ; alors S(f) est
1'application identique S ., — S 4 « Or Mn(Sn) est naturellement isomorphe
a Hn(Sn) d'aprés le théoréme de Hurewicz (ou directement, pour n =1) ,

c'est-a~dire est isomorphe & Z ; et il est engendré par 1'élément ineﬂ;l(sn) ,

classe de l'application identique Sn —_— Sn . Ce qui précéde montre que

E(ln) = in+1 ’

et par suite la suspension E o5Tn(Sn) —_ c‘Sl‘ml(Sml) est un isomorphisme.,

Pour interpréter les groupes d'homotopie relatifs, considérons une application

f: X — N({¥,a,y), os A désigne un sous-espace de Y , y_ un point
de ¥, et N(Y, 4, yo) 1l'espace des chemins ¢e Y d'origine y_ et
d'extrémité dans A ; il est entendu que f envoie le point-base X de X dans
le lacet ponctuel S?’o . la donnée de f équivaut & celle d'une application
continue g : Ix¥X — Y telle que

§g(0,x):g(t,xo)=yo pour x€¢ X, t&I,

lg(l, x)€ A pour x € X .



Introduisons l'espace C(X) (cbne de base X) , quotient de I x X par
identification en un seul point de ({0} x X) U (I x axoi) ; identifions X &

un sous-espace de C(X) en envoyant chaque point x € X en (1, x) . Alors
on voit qu'on a une correspondance bijective, naturelle, entre les applications

continues X — (Y, A, yo) et les applications continues du couple
(C(X) , X) dans le couple (Y , &) (qui envoient le point-base de X dans
celui de A) . Ceci induit aussi une correspondance bijective entre les classes
d'applications. L'espace X se¢ plonge canoniquement dans J2(C(X) , X, xo) .
Lersque X = Sn , on identiffiie C(X) & 1'hémisphére supérieur de Sn+1 X

étant alors identifié & 1l'équateur de S_ .) en envoyant le point
n+l1
. ol
(t, Xy eee s X ) € Ix8 dans le point de R™“  ayant pour coordonndes

1 -x
0082"3_“}213 + X sinZ%E y Xy sin 52- cee sy X szj}, —’Z—g sin 9Tt ,

On notera E;1+1 cet hémisphére supérieur ; on voit que {)T(n+1 (Y , A) s'iden-
tifie & l'ensemble d s classes d'applications de S, dans {i(y , A, yo) ,

c'est-a~dire, en définitive, & l'ensemble des classes d'applications

Eppy s S) — (T, ),

On retrouve ainsi la définition classique des groupes d'homotopie relatifs,

Alors 1'homomorphisme

3 A (¥, A) — ()

de la suite exacte d'homotopie relative s'interpréte comme suit (en remontant
la définition de O donnée dans l'exposé 1 , page 1-13 , laquelle utilisait
l'application fibree JUY , 4, yo) — A) : soit u ¢ Tt (Y , 4) un élément
défini pa: une application f : S, = Ay, A, ,) 5 composons cette appli-

cation avec la projection N (Y s A, yo) —> A ; on obtient une application

vo

h: S —A dont la classe est 1'¢élément cherché ou . Or f définit, on vient

de le voir, une application g 3 (E:H_1 » ) — (¥, 4) , et le diagramme

commutatif
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Sy — n(Er.:+1 » Sy Xo) — 5,
L \\/g'
N, s,y) > 4

(o la composés des applications de la premiére ligne est 1'identité) montre

que h Sn —> A n'est autre que la restriction g' de l'application g .

Si on revient a l'ideniification canonique de Sn+1 avec S(Sn) , quotient

de I xS , onvoit d'abord que S, s'identifie & un quotient de I , par la
n 1

formule suivente : & t € I, on associe le point de coordonnées
%=c%2ﬂt, ﬁzsm2ﬁt.

: Sa s . n
Par recurrence, on a une application continue de I sur Sn , dans laquelle

1'image réciproque du point-base de Sn est la frontiere Jn 1 de I", Ia

donnée d'un é1lément de TTn(X) revient douc & celle d'une classe d'applications

™ — X envoyant Jn- au point-base. De lao méme maniére, In+1 s'envoie

1 .

+ . - , Fd P
sur E lo frontiere Jn s'envoyant sur Sy et la donnee d'un ¢lément de

n+l ?
@Hn+1(X s A) revient & celle d'une classe d'ap:lications (In+1 , Jn) —_— (X, 4) .

Dans le groupe cyclique 7Fﬁ+1(ln+1 R Jn) (pour n 3 1) , on a un élément fonda=-

mental, celui dont 1l'image dans iﬂh E&* Sn) a pour transformé par o le

+1 n+l ?

générateur canonique de th(Sn) .

2+ le crochet de Whitehead.

Soient X et Y deux espaces avec points-base X et Vo o Ia soime X VY

est le quotient de lz somme topologique X U Y par la relation d'équivalence

qui identifie X, et -y, (la classe de x et y, estalors le point-base

de XV Y). On identifie X et Y & des sous-espaces de X VY . La somme

Xv Y se plonge canoniquement dans le produit X x Y : on envoie x £ X en

(=, yo) , et y €Y ep (xo y J) e

On va définir un élément fondamental %€ % (S xS , S VS ) (pour
p+q" P q p q

p»1, q31) . Pour cela, considérons les applications canoniques de P sur
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Sp et de 1% sur Sc1 , ce qui définit (par produit) une application

£ . 1P*9 - S5 xS . lebord J . de "9 ¢st la reunion de
b q p+g=2
Jp—l x 1% et 1P x Jq—l ; donc f envoie Jp+q_-l dans Sp\/ Sq , €t par suite

définit un élement de 9 (S xS , S_V S ) : clest 1'élément (A cherché.
p+q" P q q

p

L'image de o par O est l'elément L€ S VS défini par 1l'application
g p elément @€ T (8 VS ) dé par 1'app

de restriction Jp+q—1 —_ Sp\/ Sq ; on 1l'zppelle aussi 1'élément fondamental

de a1 (S.vs).
p a

'prg-1

PROPOSITION 1, - L'homomorphisme naturel

-
' S xS ,5 VS) —y xS .8 VS
prg®p ¥ 8q v S5V 8y Hovq®p * Sq 0 5p Sy

envoie 1l'élément fondamental sur le générateur canonique de

H (S xS .S VS)eH (S xS)~H (S)RH (S )az .
prqSp ¥ Sq s SpV 8g) = Hy (B = 5)) pEY®H )

Tout d'abord, les isomorphismes de 1'énoncé sont évidents, compte tenu du fait

que Hi(Sp\/ Sq)‘: 0 pour i sup(p, gq) , car on voit tout de suite que

. o~ 1o 5 WV
H:.L(Sp 1% Sq) Hi(sp) ® H, (Sq) . D'zutre part, l'image de dans

(S

p+q p q R Sp\/ Sq) est 1l'imege, par l'application naturelle

+ ~
(P, Jp+q_1) —_— (sp xSy s 8V sq) ,

de la classe fondamentale de

(Ip+q , J )~

prge1) = Fpegat S

)~ H 1(8

p+q p+a-1 p+g-1""p+g-1

La proposition en résulte aussitSt.

HEMARQUE, - Lorsque p 3 2 et q » 2 , 1l'homomorphisme de la proposition 1 est

un isomorphisme, en vertu du théoréme de Hurewicz relatif (car alors Sp x Sq

et Spv Sq sont simplement com:exes). Il n'en est plus de méme dés que 1l'un
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des entiers p ou q est égal & 1 . Par exemple, pour p=qg=1,

r'/ O o
4\2(81 x bl , Sl \ Dl)

est isomorphe au sous-groupe du groupe libre & deux generateurs, formé des pro-

duits dont le somme des exposants est nulle pour chacun des générateurs.

Soient maintenant u e csz(X) et v E’S\‘q(X) (avec p ¥ 1, q» 1) s choisis=
sons des applications £ : Sp — X et g Sq —> X dans les classes de
u et v respectivement, et considérons l'application fwv g : Spv Sq —_—>X .
Sa classe ne dépend évidemment que des classes u et v ; d'ol un homomorphisme

bien déterminé

T S Vv T ¥).
pra-1p Sq) 3 ‘p+q-1()

Le crochet de Whitehead [u , v]€ a’;) +q—1(X) est, par définition, 1l'image de la
classe fondamentale B . On verifie facilement qu'il est additif en u , et
additif en v § et que ‘

[v,ul= -0 [u, v]

(regarder 1'effet d'une permutation sur les racteurs de Ip+q) .

PROPOSITION 2, - Pour que l'application [V g Sp\/ Sq ~—> X soit prolon=-

geable en une application Sp x Sq —> X, il faut et il sufrit que [u, v]= 0,

u et v désignant les classes des applications f et g.

En efiet, [u, v] est défini par 1l'application composée

fvg
J —>S V S ——=3 X
p+g-1 p q ’

elle est homotope & une application constante si et seulement si elle peut se
prolonger en une application P 5 x y» €t celle~ci, ¢tant constante sur les
fibres de 1l'cpplication °*q —_— Sp x S»q , passe au quotient et doune une

application Sp x Sq —> X qui prolonge f Vg .

PROPOSITION 3. - Pour que la sphére Sn puisse &tre munie d'une structure de

H-espace, il faut et il sufrit que [in R in] =0, i désignant le générateur
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canonique de QIn(sn) .

Démonstration, - Rappelons qu'une structure de H-espace, sur un espace X avec

point-base Xy est la donnée d'une application continue f 3 X x X —a X
telle que f(xo R xo) = x_ , et satisfaisant & la condition suivante : chacune
des applications x —) f(x , xo) et x —> f(xo , X) est homotope & 1l'identité.

Notons fl et fz ces applications X —— 1 ,

Si 1a sphere Sn posséde une structure de H-espace, fl et f,
sont des applications de degré 1 (c'est-a~dire définissant 1'homomorphisme

[

. . v (o v » ,
identique de dﬂg(”n))' Puisque 1'application £,V f, de S v S dans S

est prolongeable & S x S la proposition 2 dit que [in R in] = 0 ., Récipro-

n ’

quement si cette condition est réalisée, alors ]'application Sn\/Sn —_55%1,

égale a 1l'identité sur chacun des facteurs Sn , €5t prolongeable ; autrement

dit, il existe une loi de composition Sn x Sn ——J>Sn pour laquelle X est

é1lément neutre,

Dans ce qui suit, on va relier l'existence d'une telle structure & d'autres
propriétés de l'entier n. Annongons tout de suite le résultat rdcent, dfl &

ADAMS ¢ il n'y a que pour n=1, 3 ou 7 que Sn peut €tre munis d'une structure

de H-espace.

Revenons au crochet de Whitehead. On aura besoin de deux lemmes de caracteére
technique.,

i X x  soier ! ! )

Soient ue Ts‘pﬂ(x) , vcﬂQ+l(X) , et soient u chTp(ﬂX) , v GQTq(J X)
les éléments qui leur correspondent canoniquement. Définissons {u' R v'fé*ﬁ§+qG1XJ
comme suit ¢ on choisit £ : Sp —> 2(X) et g Sq‘-—a N(X) dans les
classes de u' et v' ; on définit h : Sp x sq.__; JA(X) en envoyant le
point (x , y) dans le produit f(x) g(y) ) cy) , ou IT®X) et g)
désignent les lacets opposés & f(x) et g(y) respectivement ; la multiplication
précédente est entendue au sens de la composition des lacets, et présente une
certaine indétermination & cause de la non-associativité de cette composition,

mais cela n'a nes d'importance puisque la loi de composition est "presque associative"

(cf. Exposé 1 , paragrephe 4).
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On pourrait par exemple lever l'indactermination en partageant 1l'intervaelle
I=[0, 1] er 4 parties égales, chaque quart correspondant & 1l'un des quatre

lacets dont il s'agit de prendre le produit.
Lorsque le point (x , y) est dans Sp\/ Sq (donc y = y, ou x= xo) , le

point h(x , y) est dans le sous-espace JFIO(X) formé des lacets de la forme
T (¢ désignant un chemin dont 1'origine est au point-b=se), ¢t ec sous-
espace est évidemment contractile. En composant

h .

° EYY
* p+q

5 : O
(up xS 9 SV sq) —_ ¢p+q(ﬂ, o)

tig i od 'ison i : n N, N
avec l'isomorphisme réciproque de 1'isomorphisme ’§rp+q( ) —> Srp+q( , O) ’

on obtient un homomorphisme

S (S xS ,s8. VS s (X
g8, X8, SV E) = L (0)
défini par l'application h ; 1l'image, par cet homomorphisme, de 1'élément fon-

damental o € K (S_ xS S NV Sq) , est un élément qui ne dépend pas des

+g P g’ p
choix de f et g dans les classes de u'e "ﬁp(ﬁ (%)) et v‘e'STq(ﬂ(X)) .

On le note .,Su' , v'% .

()

LEMME 1, - Avec les notations precédentes, soit w 1'élément de Tp+q+1

qul correspond cenoniquement & s{u' , V! 2& -’)a‘mq(—fl (X)) . On a

(2) w= (- )P [u, v].

Nous ne démontrercuspas ce lemme, qui nécessite seulement quelques constructions

géométriques un peu fastidieuses (cf. [4]) .

D'autre part, la loi de composition de 1l'espace J1(X) définit une multipli-
cation dans 1l'homologie H*(ﬂ (X)) & coefficients entiers H H*(.D (X)) est

ainsi une algebre graduée, le produit d'un élément de degré p et d'un élément

de degré g ¢étant un élément de degré p + g 3 c'est une algébre associative 2
¢lément unité (de degré 0) . Rappelons que, dans une algébre graduée, on définit
le crochet (gradu¢) de deux éléments « et £, de degrés p et q , €n
posant ¢

[x,Bl=spP-(pPipa,
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Notons ¥ 1'homomorphisme de Hurewicz ﬂi(Y , ') —— Hi(Y , TY) .

IEMME 2, - u' et v' ayent lo méme signification que ci-dessus, on &, lorsque

p et q sont)> O,

) ffw, v} =[¢@), § (') ] (crechet sradué dms H (@) ) .

DEMONSTRATION, - Considirons le diagramme commutatif

T (5 xS .S vs) Iy B (8 xS .5 Vs
peq®p X S SpV 8) == H By x 8., 5,V S)
! ’ ! AN
T, ) > H_ (1,0 H, (5 x8)
p+q T o prq’ 700y p+ap g
s rx
'/« pl‘ \.? . H Il /
Tag(dE) > piqtdd)

s
Compte tenu de la proposition 1 , ce diagramme montre que 0 {u' s V! f est
1'image, dans H%q(ﬂ(x)) , de la classe fondamentale de

H (S xS )~H(GS)eH (S
peqBp X 8w H B ) @ B S ),

par l'application h* définie par h . Or l'application h est la composce

s, %8, 2 (1x) x (AxR) Ly nenen,n £, o

oh A envoie (x, y) dans (f(x), T®x), g(y), g(y)) , et ol M- envoie
le point (02, , @, , ®y w4) dens (%, @y, , 034) 3 P est definie
per la composition dans l'espace J1 . De plus, X est le produit >~1 x )2 des

applications >, et », » respectivement composées de

1

4 f x £ 1 x¢
sp_P_> prSp XS NN Xy Nx
sq_é.ﬂ; 54 * 5q gxg N, N 1x&s n, N,

ol Ap et Aq désignent les applications diagonales, & envoyant co dans

& .« L'applicati £ s H (S )~ H (J1) envoie le générateur de H_(S
3y} application f_ p( p) N p( ) Vo générate p(op)

précisément dans Y (u') , qu'on notera a pour abréger. De méme, on écrira b au
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lieu de xf(v') . L'spplication ¢ transforme a en =-a, car to f g Sp ------j)-Q

est composée d'un sutomorphisme de SO , qui change l'orientastion, et de f j; de

ey

méme, ¢ ‘transforme b en - b,

L'application composée N, définit un homomorphisme

1

B — > B (0) & 5 (D)

i+j=p 1
qui, d'aprés ce gui précéde, euvoie le génirateur de Hp(Sp) dans 1'élément
a®l=-1ga ., le nfme, *, définit un homomorphisme qui envoie le genérateur
de Hq(Sq) dans b® 1 - 1® Db . Considérons zlors 1l'homomorphisme
B (6 x8)— T EUeEEL)eR ()@ )
p+q P g i+ Fh=psq J

detfinie par 1l'application » = > x 5 5 il envole le gendrateur de H_ (S S )

x
1 p+tq" p q

dans 1'élément
AR1IODP® Ll -1 R1IR1IEb-10a®bRl +13a®1®b .

Composons avec M, qui échange le deuxieme et le troisiéme facteur (mais on

doit tenir compte de la "régle des signes" en homologie) ; on obtient 1'élément
ERDPRI®Ll-2®1l®1®@b-(-1)Pl1003a®@1+1R1Ra®b .

Ensuite, P, transforme chacun de ces termes dans le produit de ses facteurs,

et on obtient 1l'¢lcment suivant de Hp+q(11) :

&b - ab - (= 1)’ ba + ab ,

qui est bien égal au "crochet gradu¢" de a et b . Ceci achéve la démonstration.

3. L'invariant de Hopf.

Appliquons la suite exacte (1) (paragraphe 1) dans le cas ou X est la sphére

Sn ; on obtient la suite exacte que voici ¢

= [ E H
a pucy 4. (4
(4) vee = k@n),q‘ )quk(Lﬁ

k+1 (8

O, E &
)’Sn) 2 k-1 (Sn) - ‘k(sn+1) EARELE

n+l n+1

H est l'homomorphisme de Hopf (généralisec). On va calculer les qﬁk(ll(sn+1) , Sn) 5
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au moins pour les petites valeurs de k . Pour cela, supposons d'abord n 3 2 ;

alors 8 et Jl(sn¢1) sont simplement connexes, ce qui permet d'appliquer le

théorsme de Hurewicz relatif (Exposé 4) . On va calculer d'abord les groupes

d'homologie relatifs (26 .), 5), grice & la suite exacte d'homologic
g »8) s ¢ g

n+l
5) = H @6 ) =B EE ), 8) —H ,6) —=>H 6 1)) —>

Rappelons (Exposé 3) que H (fl(S )) est une algébre groduée, et que c'est
une algébre de polyndmes & un générateur u & H ( )) ; on a donc
T (J S, ) =0 pour i&n, et < (11(8 1)) ; de plus 1l'injection

canonique 8 - f1(s_..) , qui induit un isomorphisme ‘T'(S ) -—e>QT (s )

Sl n+l

(cf. ci-dessus, n° 1) , induit donc un isomorphisme H (S ) — Hn(Il(Sn+1)) .
Alors la suite exacte (5) montre que Hi(fl(s ) , S ) O pour 04 id2n,

tandis que

3 S ) = N ~
H2n(11(°n+1) * cn) H2n( (Sn+1)) R

Par le thé¢oreme de Hurewicz reletif, on a donc

. ﬁ‘ _ - J - ,—’T ~ x
(6) W (6, ), 8) =0 pour i {2n, Oy (S, ), S )R 2,

ce Gernier isomorphisme étent défini sans ambiguité de signe, car

%Jﬂ@ ), S.)~ H, ({L(S

n on € ))

n+l n+l

. ~ s . b o I 2
a un générateur canonique, & savoir le carré u . Pour k =2n, H est donc

homemor phisme 52n+1( el

pelle 1l'invariant de Hopf de § , ou de toute application 52n+1

)

un

° 3 ? ]
,) =7 381 § € 2n+1( n+1) , llentier H(Z) s'ap-

— Sn+1 situce

dans la classe de ¢ . Compte tenu de 1l'exactitude de la suite (4) , on a établi

le résultat suivant

R
THEORFME 1 (FREUDENTHAL). - 81 n » 2 , la suspension E : < @)—e (s

k+1

est un isomorphisme pour k £ 2n - 2 , et est surjective pour k=2n -1,

L'inege de E : 7, (S ) _‘4““2n+ris +1)_ est égals au noyau de 1'homomorphisme

de Hopf

n+1

)
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H: 9 (s

2n+1 ) =7 .

n+1

On s'intéresse particuliérement au diagramme commutatif suivant (dont la pre=
miére ligne est extroite de la suite cxacte (4))
(1) T, (8) T, (S, ) e, (2 ), 5 )T, (5)E T, (5 )

Rnn’ T 2n+1Vn+l’ T2 "2n n+l’ ? 7 " 2n=1""n 2n '\ n+l1

v V

H2n(ﬂ(sn+1)) Q H2n(ﬂ (Sn+1) ’ Sn)

Les fleches verticales sont les homomorphismes de Hurewicz. On va maintenant

montrer que les isomorphismes de ce diagramme sont aussi valables pour n = 1

tout d'abord, H, ({1 (32)) ~> H, (2 (82) , Sl) est un isomorphisme & cause de la

suite exacte d'homologie de 1'espace .(1(82) et de son sous-espace S1 , parce

que 1'application H,(S,) — B (N (S5)) est un isomorphisme (en efiet, on a
vu que ‘5"1 (Sl) —_— Tl (£1 (82)) est un isomorphisme, et d'autre part les homomor-
phismes de Hurewicz T, (Sl) — H (Sl) et ‘ﬂ'l (N (82)) — i (N2 (82)) sont

des isomorphismes, puisque les groupes fondementaux sont abdéliens). D'autre part,
O est nul pour n =1, puisque (5’71(81) —-9‘572(82) est un isomorphisme ; et H

est un isomorphisme, puisque ’STZ (Sl) = 0 « On va montrer que 1'homomorphisme

de Hurewicz "573 (82) — H, (£ (82)) est un isomorphisme, ce qui fournira un
isomorphisne canonique de T, (5,) sur Z (puisque H2(~‘Q (5,)) posséde un
générateur canonique, & savoir le carré du générateur de degré 1).

Pour cela, considérons le classique fibré de Hopf 83 est fibrcée de base
S, » de fibre S, « Il en resulte (cf. Exposé 1, page 1-C7) 1'existence d'un
fibré X de base S, , de fibre {1 (S3) , avec une application X —3 -Q(Sz)

qui définit un isomorphisme des groupes d'homotopie et d'homologie s 1l'application
composée de 1l'injection 0 (SB) —X etde X — -Q(SZ) n'est autre que
1l'application induite par la fibration de Hopf S3 — 35, . Considérons le

diagramme commutatif
TL(L(85)) ST, () T3 T, (42(5,))
f \L &g , Ih
Hy (0(85)) — B, () =3 K, (11(8,))
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ou £, g, h désignent les homomorphismes de Hurewicz ; f est un isomorphisme
parce que 11(83) est simplement connexe. On veut montrer que h est un isomor-
phisme ; il suffit pour cela de¢ montrcr que g est un isomorphisme, et pour
cela de montrer que Hz(!i(ss)) _, H2(X) est un isomorphisme (1'isomorphisme
T2U1@3D::W2@) résulte de la suite exacte d'homotopie du fibré) . Con~

sidérons la suite spectrale du fibré, dont le terme Ei,q~ est Hp(S1 , Hq(fl(SB)) s
1'homologie ¢tant prise sur S1 avec coefficients dans le systeme local de
1'homologie de la fibre., On a E2, =0 sauf s1 p=0 ou p=1, donc toutes
les diftérentielles de la suite spectrale sont nulles, et on trouve donc une

suite exacte
{ 'q T 1
0 —H (S, , H((s,) — B&) — 5, , B EE,)) —o0.
Oor H (N (33)) = 0, d'ou 1'isomorphisme HQ(Q(SB))Q' H,(X) défini par 1'in-
jection de la fibre dans le fibré X . Cecl achéve la démonstration.

Ainsi nous avons prouvé que tous les isomorphismes du diagramme (7) sont

valables méme pour n =1 .

] S
THEOREME 2. - Pour n impair, on a

H[i J==2 (c'est-a~dire - 2 fois le gendrateur canonique de Z) .

n+l ? ln+1

U
DELONSTHATION, ~ On cherche 1'image ce [i Jer, ,18,,q) dans

n+l ? Tnel 2n+
Hgn(IL(Sn+1)) par l'homomorphisme dc Hurewicz. D'aprés les lemmes 1 e 2 , cette
image est opposée au "crochet gradu¢" de oA par lui-méme, L désignant 1'¢1é-

ment de Hn(j7(Sn+1)) , image du générateur de Hn(sn) par 1l'injection
S, —> Jl(sn+1)) . Donc o est un génerateur du groupe Hn(fl(Sn+1))¢t z,

N . 2
et comme n est impair, le crochet gradu¢ de * avec X est 203 3 or oA est

)) .

le générateur de H, (f2(s
2n n+l C. Qo Fu D.

! ~
THEQREME 3.-« Dans le disgramme (7) , 1l'image de O , qui est aussi le noyau

) , est le sous-groupe engendré

o ~ 1 1 « O o
de la suspension E Mzn_l(sn)--; “2n(Sn+1

par [in , in] .
/
CEMONSTRATION, - C'est vral pour n = 1 , car on sait que [i1 , 11] =0,

puisque la sphére S, est un H-espace (cf. proposition 3) . Supposons donc
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n y 2 o Considcrons l'injection J Sn — (Sn+1) , et 1l'application

£ Sn 8 Sn — JI(Sn+1)
qui envoie un point (x , y) dans le produit j(x).j(y) (au sens de la compo-
sition des lacets). Soit x, le point-base de S j(xc) est 1'élément meutre
e de .D.(Sml) ; donc les aspplications x ——_;f(x0 , X) et x=—>f(x, xo)
de S = dans 51(8n+1) sont homotopes & j ; on peut donc déformer le restriction
de £ & S xS en une application g telle que g(xO , X) = glx, xo) = j(x)

pour tout x €S ; cette déformation, d'aprés un théoréme classique, est pro-
) s

qui prolonge g , et qu'on motera encore g . Dans Sn x Sn , identifions le

longeable en une déformation.-de f en une application S, x Sn-—J; -D-(Sn+1

point (x0 , X) et le point (x, xo) ; soit X 1'espace quotient ; 1l'image

de S V S dans X est une sphére 5, » dont le complémentaire, homéomorphe’
a S, xS, - Sn\/ S, » est une boule ouverte de¢ dimension 2n . L'application
) .

Il est clair que X s'obtient en attachant une boule fermce By a la spheére

. g passe au quotient et @éfinit une application h : X —> --ﬂ-(Sn+1

Sn au moyen d'une application de la rrontiére SZn—l dans Sn 3 1'élément de

a¢ 13 . res . ,a\ Sos L s
3 2n-1(Sn) défini par cette application est Li ln] , d'apres la définition

méme du crochet de Whitehead.

Or 1'homologie de X se calcule facilement (il en est ainsi chaque fois qu'on
attache une boule fermée & une sphére) : Hi(X) =0, sauf pour 1=0, n et 2n,

ces trois groupes Stant isomorphes & Z . D'une fagon precise, Hn(Sn) -—%>HnCX)

defini par l'injection est un isomorphisme, et
< Q X7
Hon(Bop s Sppog) —> Hy (X Qn) € H2n(A)

sont des isomorphismes.
; " ’ . 3 -~ » T - n
Montrons que h : X —> J1(8n+1) définit des isomorphismes Hn(X) -—aan( (Sn+1))

et Hzn(X) _— Hzn(11(8n+l)) , d'ou il résultera que h oz Hi(X) --;>Hi(11(s ))

n+l

est un isomorphisme pour i £ 3n -1, donc que h induit des isomorphismes
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7 ()& 7 i ¢ 3n = Dus : bid N i
ﬂTi(X)?G‘ﬂi(fl(Sn+l)) pour i¢3n=-1.%s h Hn( ) — Hn( (Sn+1)) soit
un isomorphisme resulte du fait que la restriction dc h au sous-espace Sn de
X n'est autre que l'injection canonique j : Sn —_— ~f1(Sn+1)) . D'autre part,

le diagremne commutetif

I

JE.2n €2n /2n th

4
Hon St (Sn+1 )= Fon (ﬂ(sml ) Sn) &

S ) S, 5 V "L H, (X, s )&
Hzn(Snxb)."' H2n(S xS, 8, Sn)-.>P2n( , sn) Hzn(X)

1%

H2n (2 (Sn+1 )

montre que h2n est un isomorphisme si f en st un ; or c'est bien le cas

2n

puisque 1'¢lément X oo % € H2n(sn x Sn) , ou o désigne le générateur de Hn(Sn) R

dans le carré du genérateur de H

est envoyé par f on

nN(s g >
on ( (un+1)) Z 4 & cause

de la définition méme de 1'cpplication f .

Le suite exacte d'homotcpie du couple (X , Sn) et celle du couple (Q(Sm_l) , Sn)

sont donc isomorphes pur l'application h , pour les dimensions € 3n - 1

il en résulte notamsent que 1'image de O s ‘W2n(fl S...), Sn) — WZn—l (Sn) ,

n+l

= mén P i s Ge O s ¢ 3 iy ' g
est la méme que 1l'image de O ’)Tzn(‘( R Sn) — T, 1 (Sn) , c'est-a-dire est

engendrée par [in , in] , d'aprées la construction méme de l'espace X , Ceci
achéve la démonstration du thcoréme 3 .

On aurs besoin plus tard de connaftre le cup-produit dans la cohomologie (&

coefficients entiers) de l'espace X , obteru en attachant une boule B2n a Sn

au moyen de l'élcment [in , in] €, (Sn) :

PROPOSITION 4. =~ le cup-carré du générateur de Hn(X)k Z est égal a 2 fois

2
le géncrateur canonique de H™ (X) si n est pair, et & 0 si n est impair.

1
DFTONSTAATION. - Puisque hy s Hy () — Hy (N (Sn+1)) est un isomorphisme
i¢3n-1, ht oy H(L (Sn+1)) —> E'(Y) est aussi un isomorphisme pour

i4&3n=~1.1I1 suffit donc de montrer que le cup-carré du générateur de



. 5-18
Hn(IZ(Sn+1)) est ¢gal & 2 fols le geéncrateur de -H2n(51(5n+1)) , si n est

pair, et est nul si n est impair. Ce cup-carre se ealcule & l'aide de l'appli-

. qe a ﬂ < Jl ~ __\nL. ~ . Fae . -
cation diagonale (bn+1) —_ (bn+1) x (°n+1) , qui définit un homomor

phisme des algébres d'homologie

H(E,,,)) —E (6,,,) @8 (e, ),
le second membre étant le produit tensoriel "gauche® de deux algébres graduces.
On sait que H*(52(3n+1)) est une algdbre de polyndmes & un géncrateur u de

degré n ; l'application diagonale envoie u dans u® 1 +1®u, donc envoie

u? dans

W®1+1P®uWLel +1®u),

qui est ¢égal a Ezcg 1+1® u2 si n est impair, et a

2

u l+2u®u+1l ﬁsug

?

si n est pair. Par cualité, on obtient la multiplication en cohomologie, d'ol
le résultat armoncé ; ce résultat est d'ailleurs classique (algébre de cohomologie

de l'espace des lacets d'une spheére).

4, Conséquences des theoremes 2 et 2 .

Premier cas ¢ n impair, - 4lors [in+1 , 1

n+1] est un ¢lément d'ordre infini

v 1 2T : Sore ° A) 3 nti -
de 2n+1(Sn+1) , o'aprés le théoréme 2 ; donc ’W2n+1(b ) contient un sous

n+l
groupe isomorphe & Z . Le théorése 2 implique aussi que l'image de H est soit
Z tout entier, soit 2Z (sous-groupe des enticrs pairg). D'eprés la suite exacte
(7) , il s'ensuit que 1l'image de O est O ou isomorphe & Z, (groupe des
entiers modulo 2). lonc (theoréme 3) , [in R in] est nul ou est un élément

' s
d'ordre 2 de 7 2n—1(Sn) .

Deuxieme cas ¢ n pair. - Pulsque [in , in] est un <lément d'ordre infini

ge W, () (cf. ci-dessus), 1'imuge de O , dans le ciagramue (7), est iso=
) ° 1 S A 1 A D e ,T T
morphe 3 Z ; c'est le noyau de lo suspension E )2n-1(sn) SN Zn(sn+1) .

Ie noyau de O est nul, et par suite H : 4T, (S ,) =7 est nul. Donc la

2n+1 Y n+l

suspension E “Wzn(sn) -9/ﬂén+l(s ) est sgrjectlve (cfe théoréme 1).

n+1
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Pe 1la, et ae la proposition 3, resulte le :

THEOREME 4. - Les conditions suivantes, pour un entier n , sont équivalentcs

(1) [1n R ln] =0 ;
(ii) 1la sphere S, peut &tre munie d'une structure de H-espoce ;

(iii) 1'honomorphisme H (S. ) —=Z est surjectif ;

P Ton4l

(iv) 12 suspension E ’“Zn-l(on) —_ “2n(sn+l) est injective (donc bijective,

n+1

cf. théoréme 1).

De tels entiers n sont nécessairement impairs.

DEFINITION, - Un entier n qui satisfait aux conditions du théordme 4 sera dit

exceptionnel, Les entiers 1 , 3 et 7 sont exceptionnels, comme le montrent rés-

pectivement la multiplication des nombres complexes de¢ norme 1, des guaternions
de norme 1, des octeves de norme 1, On démontrers plus tard qu'il n'y en a pas
d'autre (J. F. ADAMS).
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