MICHEL DEMAZURE
Théorémes de Hurewicz et Whitehead

Séminaire Henri Cartan, tome 11, n°1 (1958-1959), exp. n°4, p. 1-13
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1958-1959__11_1_A4_0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1958-1959__11_1_A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire H. CLRTAN, 4=01
E. N. S., 1958/59
——tmie 22 décembre 1958

/N

THEOREMES DE HUREWICZ ET WHITEHEAD

par Michel DEMAZURE

On utilisera les notations de l'exposé 1 : soit X € A CX ; on note
E'(X , xo) l'espace des chemins de X d'origine X, et p l'application
E'(x, xo) —> X qui associe & chague chemin son extrémité ;

Qx, 4, xo) 1'espace des chemins de X , d'origine x_ , d'extrémité dans
4 ; :

QX , xo) 1'espace des lacets ds X , d'origine (et d'extrémité) x, - On

note E% le chemin constant I —9~xb o

On g done un fibré de Serre
(1) Qx, x) —>E'(X, x ) S>x
et ls sous-fibré
() n(X,xO)-»il(x,A,xo)-P—aA

Tous les groupes d'homologie sont les groupes d'homologie singuliere a coeffi-
sients entiers (sauf mention du contraire) 3 on note Hq(X , A) 1le groupe
H (Xmod A ; Z) . Lorsque A est réduit au point x_, on sait qus
H
H

H (X) formé des combinaisons lindaires formelles d'éléments de 'ﬁ;(X , xo)

(X, A) =H (X) (groupe d'homologie absolu) pour q %1 , tandis que

o «a .«

(X , A) s'identifie au groupe d'homologie "réduit! ﬁ;(X) , sous-groupe de

o

3 coefficients entiers dont la somme est nulle. Dans les paragraphes 1 et 2 de

cet cxposé, on convient, par abus de langage, d'écrire HO(X) au lieu de

?io(x) .

1. La suspension et 1l'homomorphisme de Hurewicze

La suite exacte d'homologie de l'espace E'(X , x ) et de son sous-espace
QX , A, x ) aéfinit un isomorphisme

d: Hq+1(E'(X » %), 9, A, x)) -—)-Hq(.o.(x s Ay x))
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parce que E'(X , xo) est contractile ; ceci vaut méme pour q = 0 , gréce a

la convention faite sur Ho o

D'autre part, la projection p. du fibré (1) et de son sous-fibré (2) définit

p, ¢ Hq+1(E'(X yx), S, A, x))>H (X, A).

g+l

Par définition, la suspension

g Hq(Q(X,A,xO))-»H (x, 4)

q+l

est définie par g, =P, od -1 . G'est un homomorphisme de groupes abéliens qui
jouit des propriétés fonctorielles évidentes.

On va définir des applications naturelles (dites "de Hurewicz")

h ot A, x_) ->H (X), hy: &, A, x.) - H (X, &) pour 1>1,

par récurrence sur i . Par définition, h = associe a4 un élément u de
LU x, X ) (qui est une composante connexe de X) 1'élément u - e de H (X),
en notant 6 la composante connexe de X e Supposons déja définie l’appllcation

hy 4 (1 1) , et définissons h, comme 1'appllcatlon composée

h : o,
T, A, x)= Ty g (K, A, %)) AL o, (20, A, %) LN N VI

On va interpréter &_ 3 Hj (LX , A ,x)) — H (X , A) . Soit u wun chemin

de X , d'origine X, , d'extrémité dans 4 ; 1a rétraction canonique de 1l'espace
Er(X , xb) lui associe un chemin v dans E'(X , x ) dforigine ?? dtextré-
mité u ; le "bord" de v - xo au sens de 1l'homologie relative, est la c¢lasse

de u - x dans H (§2( , X )) . la projection p envoie le chemin v
preclsement sur le chemln u ; ceci montre que u , considéré comme l-cycle
relatif de X modulo A , a pour classe dans H (X, 4) 1'image, par o , de

la classe de u - io dans HO(S)(X , Ay xo))

Cette interprétation de &, fournit aussitdt une interprétation de l'applica-
tion hy 3 ’T'(X » Xy ) > H (X, 4)
X, et dlextrémité dans A), elle associe la classe d'homologie de u (considéré

3 la classe du chemin u (d'origine

comms l1-cycle relatif de X modulo 4).
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THEOREME 1. - Les applications

b, @ Wi(x R xo)—>Hi(X) , i=>1,

h; ¢ ‘r\i(x y A, xo)—>Hi(x , A , iz 2

sont des homomorphismes de groupes. De plus, si X ¢st connexe,

hy s T (X, xo) — H, (X)

1 :

68t surjectif et & pour noyau le sous-groupe des commutateurs de TTi(X s xo)

(autrement dit, Hl(X) est canoniquement isomorphe au groupe 'ﬁi(X ’ xo)

rendu abélien).

DEMONSTRATION, = Pour montrer que hi est un homomorphisme de groupes lorsque

A= gxoﬂ y 6t i >1, il suffit, vu la définition récurrente de hy , de 1e
prouver pour i =1 . La méme définition récurrente montre que hi sera aussi un
homomorphisme de groupespour i >2 et A quelconque. Le théoréme va alors résulter

entiérement de la proposition suivante

PROPOSITION 1. = Supposons que l'ecspace X soit connexe. Alors on a une suite

exacte d'homomorphismes de groupes abéliens
(3) “ H(U(X, x)) & H (&4(X x))i-H(!l(X x)fPeH(X)—>o :
o ! T’ o ) o) * %o 1 ’

ou l'application \f est définie par la loi de composition de l'espace fol p: QN xo) .

Démontrons d'abord cette proposition. Nous admettrons que l'homologie singuliére
ds X connexe peut se calculer & l'aide des simplexes singuliers dont les
sommets sont en X (co-qui seprouve facilement au moyen d'une déformation)s
Toute classe d'homologie de X , de dimension 1, est une somme de classes dont
chacune est définie par un l-simplexe u , lequel est un lacet de X , d'origine
et d'extrémité X e Or on a vu que la classe d'un tel u est dans 1'image

de l'application o Cecci montre que &y est surjective.

Cherchons son noyau j il est engendré par les classes (dans Hoéil(X , xo))

d'éléments de la forme
~ ~ ~
(a - xo) + (b - xo) - (c - XO)

tels que le cycle a +b =c de X soit le bord d'un 2-simplexe singuliere.

Or ceci exprime exactement que le composé a.b des lacets a et b est
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homotope au lacet ¢ . Ainsi le noyau cst cngendré par les classes d'éléments de

la forme

o
a+b"(aab)“xo 9

+

lequel est homotope au produit (a - §0}0(§; - b) . Ceci prouve la propositione

Achevons maintensnt la démonstration du théoréme 1. Pour montrer que
hy : &, xo) u%-Hl(X) est un homomorphisme, il guffit évidemment de la
faire lorsque X st connexe (car remplacer X par la composante connexs
X' de x, ne changs pas X, xo) ot remplace H, (X) par un SOUS—groupe ) o
Dans ce cas. la proposition 1 montre que 1'élémcnt a.b efﬂi(X R xb) a pour
image dans Hl(X) la sommc des images de a et de b . Et la proposition 1
entraine facilement que le noyau de h; est le sous-groupe engendré par les

commutateurs de 'ﬁi(X ) xb) °

PROPOSITION 2. - La suitc exacte d'homotopie relative (exposé 1, théoréme 1)

est envoyée, par l'application h de Hurewicz, dans la suite exacte d'homologie

relative : de fagon précise, on a le diagramme commutatif

oec‘-ﬂ-n(fl) """") “n(X) ——— '\'ln(x ) A) —Fe .(Tnﬁ-'l (A) _— osoe

Lo | e | o |

. R e X N (
PR I‘Inﬂ,) >§dn‘“_) HHn(X Y A/ -—9-Hnuvl \A) —e ceo

Ry

DﬁhONSTRATIONo - Beyenons 2 la déf'nition des applications de la suite exacte
d'homotopie (exposé 1, paragraphe 6). L'application TTh(A) “’%w'ﬁﬁ(x) est
définie par l'injection & —>X 5 le caractére fonctoriel de hn assurs donc
la commutativité du carré (i) du diagramme. L'application TTnal(X , A) =~ TTn(A)
est définic par 1ltapplication QX , &, xb) —E(X , 4) ; d'ou le diagramme
commutatif

7

(%, 8) = M, s, x)) > 1 EEX, ) 2 @)

|
\!'hn +1 4

Sy, '
B, (X, £)eBH (O, 4, x)) =>H EX,4) ~H @

\i N+l

la commtativité du premier carré résultant de la définition de h .1 o Ceci prouve
que le carré (3) est commtatif. Enfin, 1l'application g<n+l(x)'é'1fr+l(x , &) est
définie par l'injection :

(X, Xo) — 0@, A, xo)
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et la commutativité du carré @ résulte du fait que cette inclusion donne lieu

au diagramme commutatif

ﬂn(;l(X ’ Xo)) _-}’Hn(a‘(X ’ Xo)) é‘?—%‘I—Inﬂ(E'(X ’ xo) y HX, xo)) 3’S‘Hn-»l(x)

l | l R

N ] ] Py
Trn(Q-(X,A,xO)) -—éHn(Q(X,n,xo)) —H ., Er (x, xo) , Q-(A,A,xo)) —H (x, 4)

2. Les théoremes de Hurewicze

I1 est cleir que si TFO(X s xo) est réduit & un élérent, le groupe HO(X)
est nul, et réciproquement j ceci exprime que X cst connexec. Par abus de
langago, on écrira alors que TTO(X) =0 + 51 en outre T x)=o0,
alors H (X) = 0 en vertu du théoréme 1. Pour généraliser aux cutres groupes

d'homotopie et d'hemologie, on utilisera un

IEMIE 1. - Soit x € hcCX, X étant tel que TTO(X) =0, Tr‘l(X) =0,

et soit n un entier »2 « Si l'on a

(1) h(X,4) =0 pour 0 =i<n,

la suspension 6, ! Hi(Q-(X , 4 xo)) —>H 4 (X , &) est bijective pour

0<i <n, et surjective pour i =n . (En particulier on a Hi(»fl(X s Ay xo)) =0
pour i <n -1).

Gc lemme résulte aussitdt de la proposition 3 (B), de l'exposé 3, appliquée au
fibré (1) et au sous-fibré (2).

/ \
THEOREME 2 (théordme de Hurewicz "absolu"). - Soit n un entier >»2 . Si
TT(')(X) =0 et ™ (X) = 0, les conditions

(1) Hi(X) =0 pour O £1 <n ,

O pour 0<«i<n

1

(11) 7, (%)

sont équivalentes ; elles cntrafnent :

a. 1'homomorphisme h 3 TTn(X) -}Hn(X) est bijectif ;

b. 1'homomorphisme hn+1 T (X)b--->Hn+1 (X) est surjectif.

n+l
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DE:ONSTRATION, = Montrons d'sbord que (i) entratne (ii) et (a), ot ceci par
réaurrence sur n . Pour n =2, il y a sculenent & prouver (2) ; dtaprés la
définition de h, il suffit de prouver que

Byt T (2) =>H(2E) et & ¢ H(2(X) > HEX)

1

a

sont bijectifs. La premidre application est bijcctive & cause du théoreéme 1,
compte tenu du fait que TT; ((X)) est abélien (exposé 1, proposition 11).
Quant a 61 9 c'est un isomorphisme, en vertu du lemme ci-dessus (appliqué pour

n=2 dans lo cas ob 4 ={x1).
Supposons prouvé que (i) entratne (ii) et (a) pour n =1 , et montrons-le pour
n (n >3). D'aprds le lermec, la suspension

o, ¢ H (X)) =5, &

est bijective pour 0<4i <n -1 . On a done Hi(’:l(X)) =0 pour 0=<i«n-1
(d'aprés 1'hypothése (1)) ; done TTO(Q.(X)) =0 et 'TTl(Q.(X)) =0, ¢t
1'hypothésc de récurrence cst applicable & l'espace L£(X) + On en conclut que
'Wi(Q(X)) =0 pour O<i<n-1, et qus —\Tn-l(ﬁ‘(x)) -> Hn_l(Q(X)) est
bijectif. Donc n*i(x) =0 pour i<n, et puisque o, 3 Hn_l(Q(X)) -a-Hn(x)

n—
TTn(X) - Hn(X) est bijectif.

est bijective, on conclut que hn

On a ainsi montré que (i) entraine (ii) et (a)e Il s'ensuit que (ii) entralne
(1) ; sinon, soit p 1c plus petit entier < n tel que Hp(X) # 0 ; dlaprés
ce qu'on vient de démontrer, hp : Wp(X) -é-Hp(X) est bijectif, d'olh une

contradiction.:

I1 reste finelement & montrer que (i) et (ii) cntrainent (b). Si on peut le
prouver pour n = 2, cette assertion se démontrera cnsuite par récurrence sur
n »3 . En effet, d'aprés le leime, la suspension 6 ¢ Hn(il(X)) > H 4 (x)
est surjective j; et, par l'hypothése de récurrence appliquée 2 2(x) ,

h o TTn(-Q(X)) ﬁHn(Q(X)) est surjectivs. On s'appuicra sur le

IEMME 2. - HB(TF , 2) = 0 pour tout groupc abélien T (on note ainsi
1thomologie d'un espace K(T , 2) dont tous les groupes d'homotopie sont nuls,

sauf Tr2

Admettons provisoirement cs lemme. On nontre qu'on peut plonger X dans un
espace V = K(T,(X) , 2) de fagon que 1'application T!'2(X) - le(V) définie

qui est TT ).
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par 1'injection X — V soit 1'identité (V. s'obticnt par adjonction de cellules
3 X) . Soit alors X' 1l'cspacc des chemins de V , d'ocxtrénité dans X ; X

est rétracte par déformation de X' o L'application fibrée p ¢ X' =V qui
associec a chaque chemin son origine a pour fibre un espace 3{ tel quc

comme 1o montre la suitc exactc d'homotopic du fibré. D'aprés la partic déja

dénontrée du théoréme 2, il s'ensuit que
~ ~
= < i = = T, .
H () =0 pour 1=1 =2, HE) =T,

La ternme E2, de la suitc spectrale du fibré cst donné par

2 > 2

E =H (T 2 3 H X dtou E =0 =1 2

pya = TplTa + 23 By (1)), dtob B g pour q o s

avec Eg 3= "TE(X) , E§ 0= Hp(TWé s 2) (Hemarque & ici, on ne prend pas,
’ ’

en dinension O , les groupes d'homologie "réduits"). Le théoréme 5.12 (a),

page 328 du livre de CLRTAN-EILENBERG (1) donne alors la suite exacte

2 2

2
E,,0 —Fo,3

-—>H3(X) ->E3’O -0 ,
c'est=-a-dire

h
H, (1T, 5 2) = T,(x) J;HB(X) — (T, ,2) >o0.

Si 1l'on admet le lemwe 2, 11 s'ensuit quc h

3 est surjcctif.

Indication sur la démonstration du lemme 2. = Soit B 1'espace K(T ’ 2) ’

et soit X 1'cspace des chemins dc B , d'origine donnée ; la fibre F est
un espace K(T s 1) , comme le montre la suite exacte d'homotopie du fibré.

La suite spectrale dc ce fibré donne une suite exacte
' £
Hl(—ﬂ', 1)QH1(TT, 1)—'9'H2(—\T,1)_'H3(T\' ’2)—?09

ou f est l'application définiec par la loi de composition du groupe abélisen W .
I1 suffira de montrer que l'application f est surjective ; pour cela, on

peut se bormer au cas ou le groupe 1T cst de type fini (le cas général s'en

1
(") CLRTAN (H.) et EILENBERG (S.). - Homologieal algebra. — Princeton, Princeton
University Press, 1956 (Princeton mathematical Series, 19).



4-08
déduit per limite inductive). Montrons que si f est surjective pour deux groupcs
T et W, £ ecst surjective pour le groupe produit W x Ti' s en effet, d'aprés
la formule de Kimmeth, H,(TT x 1T, 1) est somms directe do Hy(T7, 1),
HZ(TV' y 1) et H (T, 1)e Hl(TT‘, 1) , et il est clair que chacun de ccs groupes
st contenu dans 1l'image de H; (m x71, 1) e Hl(TT x T, 1) « Pour achever la
dénonstration, il suffit do rontrer qus Hy(TT , 1) =0 lorsque 7T cst un
groupe cyclique, fini ou infini. Or cela résulte du calcul explicite, bien
connu, de l'homologie d'un groupe cyclique.

THEIOR%IPE 3 (théoréme de Hurewicz "relatif"). - Soient x € & <X , et supposons
T("O(A) = vo(x) =0, T,(X)=0.Alors vl(x , k) et Hl(X , &) sont nuls 3
h, : TTZ X, 4, xo) —- HZ(X , 1) est surjectif et a pour noyau le groupe des
commutateurs de T,(X , &4, x ) + Si de plus T, (b ,x) 50, alors
TT2(X s b, xo) — Hz(X y £) est un isomorphisme. Moyennant toutes les hypothéses

précédentes, soit n un entier >3 ; alors les conditions

(1) Hi(X s 4) =0 pour 8 <i <n,
(i1) W@, =0 pour 0€i<n

sont équivalentes ; elles entrainent

ae l'homomorphisme h 3 Trn(X ', A) .--)-Hn(X , &) est bijectif ;

b. Ll'homomorphisme h .. ¢ (X, 8) > Hoa (X , &) est surjectif.

‘n+l

DébiONSTRATION. - TT‘l (x ’ L) et H1 (x , &) sont nuls & cause de la suite exacte
d'homotopie (resp. d'homologie)e Ltespace ¥ = SL(X, &, xo) est doncoconnexe 3
d'aprés le théoréme 1 appliqué & Y , 1l'application T, (X, 4) > Hy (2, &, xo))
identific le second groupe au premier "rendu abélien" ; de plus, d'aprés le
lemme 1, la suspension o3 3 H; (ox, 4, xo)) - H2(X , &) est bijective.

De 13 s'ensuit bien que h, ¢ ™, X, 8) = HZ(X , 4) identifie le second groupe
au premier "rendu abélien'. Si maintenant on suppose TTi(A) =0, la suite
execte dthomotopie montre que TE(X » &) est un quotient de T, (X) , qui est
abélien ; donc TTZ(X s 1) est abélien, et h, 3 TTZ(X y L) = Hz(‘( , A) est

un isomorphismee.

Sous les hypothéses précédentes, les conditlons ~YTQ(X , ) =0 et
HZ(X , A) =0 sont équivalentes. Elles sont remplies si on fait 1'hypothese (1)
de 1'énoncé,avec un n >3 . D'aprés le lerme 1,

5 ¢ Hi(n(x y &y xo)) —>Hi+l(x , &)
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est alors bijective pour i <n , et surjective pour 1 =n . L'espace
T=2(,4,x ) satisfait domc & T (¥) = m{E) =0, Hy (¥) = 0 pour
i <n-=1 d'apres le théoréme 2 (appllque a Y) , ona T (Y) 0 pour

i <n-1, W, =>H (Y) est bijectif, et TT, () -)-H (Y) est
surjectif. On en conclut que TV (X, 4) =0 pour 1 Ln , que
h 2 T, x, ) ~>H x , &) est bijectif, ¢t qus h , 3 g & b)) S>H (X b)

est sur,]cctlf. Ceci denontrc les propriétés (ii), (a) et (b) dc 1'énoncé.
Comme plus haut, on montre que (ii) entraine (i), et le théoréme 3 est établi.

3, Les théorémes de J.HeCes WHITEHE.D.

THEOREME 4, - S0it £ :'. X =Y une application continue d'espaces topologiques,
telle que f (xo) =y, . Supposons

~\‘r’o(X ’ xo) = Ti‘l(X , xO) = Ti(')(Y ’ yo) = 'TTl(Y ’ yo) =0 ,

et soit n un entier >2 . Alors les conditions @

(1) £t w‘i(X R xo) - TTi(Y ’ yo) est bijectif pour i1 <n et surjectif pour
i=n ;

(11) £, ¢ Hi(X) - Hi(Y) est bijectif pour i< n et surjectif pour i1 =n

sont équivalentese

7
DEMONSTRATION. = On peut sc ramener au cas ou f est une injection grice au

"mapping cylinder" (cylindre d'application) de f : c'est un espace M tel
que X soit plongé dans M, que Y soit rétracte par déformation de M,
et que l'application composés de 1l'injection X —=>M et de la rétraction
M—>Y soit l'application donnée " f .

Supposons donc désornais que f ¢ X —>Y soit une injection tOpolog:‘Lque
& étant donc-un sous-espace de Y avec la topologie induite). Alors le¥®
conditions (i) de 1l'énoncé équivalent & '\TJ:_(Y s Xy X ) =0 pour 1 <n, st
les conditions (ii) équivalent a Hy (Y ,X) =0 pour i=n. Le présent
théoréme résulte alors du théoréme 3 (équivalence des conditions (i) et (1)

du théoréme 3).

THEORELME 5., — Soient X et Y des 6spaces cONNGXes, et soit £ ¢ X =Y

upe application continue telle 'que f(xo) =V, Soit enfin n un entier >2 .

Alors
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ae Si 1'application "‘n-i(X , xo) - Tri(Y , yo) définie par f est bijsctive

pour i<n et surjective pour i =n, il cn est de néme de l'application
Hi(X) -éHi(Y) définie par f 3}

be Si Tri(X , xo) - Tri(Y s yo) est bijective pour 1 <n , il en est dec néiie
de 1'application Hi(X) — Hi(Y) 3

ce 8L T, (X, x ) = 'Wi(Y , yo) est bijective pour 1« n et injcctive pour
i=n+1, il en est de néne de Hi(X) - Hi(Y) .

. DEONSTRATION. - On va A'abord supposer que T, (X , x ) =0 et T (¥ , yo) =0,
D'autre part, on supposera, corme dans la démnonstration du théoréme 4, que X

st un sous-espace de Y , 6t x =y . L'assertion (a) est une conséquence

du théoréme 4. Prouvons (b) ¢ on suppose que 1l'application TT‘i(X) - T1:‘_(Y)

est bijective pour 1 =n ; d'aprés (a), Hi(X) — Hi(Y) est bijective pour

i <n et surjective pour i =n , et tout revient a nontrer que Hn(X) — Hn(Y)
est injective. Or on a T‘lj,L(Y s X) =0 pour i =<n, donc, d'aprés le théoréme 3,
T (v, x) =>H (Y , X) est bijective ; le diagramme commutatif

0
n‘n.‘.l (Y b4 X) ——é' TTn(X)

l L

g (05 1) —>1,(0)

montre alors que l'application H (¥, X) —H (X) est nulle, et par suite
Hn(X) — Hn(Y) est injectives

Prouvons (c) (en supposant toujours T, (X) = Al (¥Y) =0) . On peut appliquer
ce qui vient d'€tre dit dans le cas (b) ; le théoréme 3 dit que 1l'application
The2 (¥, x) —>H 5 (Y , X) est surjective ; corme on suppose que
“_}1 A (x) = ALY (Y) est injective, le méme di.grarme que ci-dessus (mais ou
n serait remplacé par n + 1) nonmtrs quc Itapplication Hoo (¥ , X) = Hu (x)

est nulle ; donc H (X) =-H_.(Y) est injective, ce qui démontre (c).

n+l
On va maintenant, dans chacun des trois cas (a), (b), (c), s'affranchir de
1'hypothése T, (X) =0 , ™ (Y) = 0 . Supposant toujours qus X est un sous—
espace de Y , nous plongcons Y dans un espace V = K(TT , 1) , o TT désigne
le groups T (¥, yo) = (X ,_xo) « Soit X' 1'espace des chemins de VN dont
l'extrémité est dans X 3 X' est un fibré (de Serre) sur V , la fibre X

étant 1l'cspace des chemins de V d'origine X, et d'extrénité dans X o De
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nére, soit Y ' 1l'espace des chenins de V dont l'extrénité est dans Y ; Y
est fibré de base V , de fibre V. Le fibré X' est un scus-fibré de Y' , ds
néne base V , la fibre X s'identifiant & un sous-espace de la fibre T .De
plus, Y est rétracte par déformation de Y¥Y' , et dans la déformation X' se
rétracte sur X . la su te spectrale du fibré X' s'envoic dans cclle du fibré
Y' ; elles aboutissent respectivement a H*(X) st H*(Y) . L'honomorphisne des

ternes E2 est

&, q : Hp(V , Hq(f)) -»Hp(v R Hq(?f’))

(11 s'agit d'homologic de V & valeurs dans le systéme local des homologies des
fibres).

e d

la sulte execte d'homotople des fibres montre que X ot Y sont cConnexes,
qus 'Tfl(X) = ’(Tl(Y) =0, et que T, (X) — X) -et m (Y) — Tri(Y) sont des
isomorphisnes pour tout 1 >2 . Dans le cas (a), l'applicatlon TT(X)-‘V-TT(Y)
est donc bijective pour i < n et surjective pour i =n ; dans le cas (b), elle
est bijecfive pour i=n j dans le cas (c), elle est bijective pour 1 <n st
injective pour i =n #1 . On peut appliquer le présent théoréme & 1l'injection
% -7 , 6t on en déduit ceci

~ ~
- dans le ces (a), l'application Hi(X) --)Hi(Y) est bijective pour i<n ,

et surjective pour i =n j
N a2
- dans le cas (b), 1l'applicaticn Hi(X)«—é-Hi(Y) est bijective pour i< n,

- dans 1le cas (c), I'application Hi(f) —9~H1(Y) est bijective pour i<n ,

et injective pour i =n+1

Dans le cas (a), 1'honomorphisne gp des termes Ez est bijectif pour
»q
p+q<n, et surjectif pour p+qg=n (carsi p+q=n, oubien p >0,
et alors gg est bijectif, ou bien p=0 et q=n, et alors
H(V, H®) =8, 5 {) est surjectit).
Dans le cas (b), 1l'homomorphisme g, q est bijectif pour p + q =n , et il est
Log ]
surjectif (et néme bijectif) pour p +g=n+1, p =2 .
Dens le cas (c), l'homomorphisne g q est bijectif pour p + q <n , injectif
)
pour p+q=n+1, et surjectif pour p + g=n +2 et p >2 (en fait
dans ce dernier cas, 8. q est méne bijectif).
’
Dens le ces (a), on peut appliquer le lemme 3 (Aippendice), qui dit que 1l'applies
cation Hi(X) —>-Hi(Y) des aboutissements des suites spectrales est bijective
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pour i <n, et surjective pour 1 =n j ceci prouve l'assertion (a) de 1'énoncé.

Dans 1le cas (b), le lerme 4 (uppendice) montre que 1'application
HiCX) —é-Hi(Y) est bijective pour 1 =n ; ceci prouve l'assertion (b) de
1'énoncé. Enfin, dans le cas (c), lc lermes 5 (ippendice) dit que Hi(X) —>-Hi(Y)
est bijective pour 1< n ¢t injective pour 1 =n +1 , ce qui dénontre

ltassertion (c) de 1'énoncé.

Le théoréme 5 est ainsi entidrement dénontré.

REMARQUE. - Lorsque ﬂi(X) et W, (Y) ne sont pas nuls, il ne faudrait pas
EE? croire que la condition (ii) du théorime 4 entraine (i), méne lorsque
TTI(X) ~ T (¥) est bijectif. Voici en offet 1'exenple d'une application
f¢+ X—=Y, (X et Y Stant connexes) telle que les applications
Hi(X) —>~Hi(Y) définies par f soicnt toutes des isomorphismes, ainsi quc
ltapplication ’ﬂi(X) -9-‘ﬁ1(Y) ; et cependant TT&(X) —%n‘ﬂi(Y) n'est pas un
isomorphisme pour tout 1 =2 .

Soit T le groupe 2, des entiers modulo 2 ; 1l'cspace K(m, 1) =Y est,
corme on sait, la base d'un fibré principal P dont le groupe structural est
TT . Soit d'autre part M wan cspace tel que ‘ﬂg(M) = TTi(M) =0, H2(M) =7y ,
Hi(M) =0 pour 1>3 ("espace de Moors" M(Z, , 2) ; un tel espace existe).
Si on fait opérer 2, = T sur Z3 » cela définit des opérations de TT sur
l'espace M , et on a donc un fibré de base Y et de fibre M associé au fibré
principak P . Nous ferons opérer 71 dans 23 de maniére non triviale, le
générateur de 1T = 2, définissant l'automorphisme de Z3 qui chenge 1 en -1,
Soit X 1le fibré ainsi d4éfini, de base Y et de fibre 1 . Soit f 1'applica=
tion de ce fibré sur sa base. Puisque'TTi(M) =0, l'application
TTi(X) — ﬂi(Y) définic par f est un isomorphisne.

Le terme E2 de 1= suite spectrale du fibré X est donné par

R
E =H 1 3H M .

Dy p(TT » -3 q( )

Donc Ei q =0 si q est distinct de O et de 2 . Pour p#0, q=2 ’
R :
les élénents de Ei a sont & la fois d'ordre 2 et d'ordrs.3, donc Ei q =0 .
’ 2 s
Enfin, pour p=0, gq=2, Ej, estle quotient de H2(M) = Z3 par les
’

opérations de T , donc c'est O o Finalement, Ep,q =0 pour q#0 « Ilen
résulte que Hp(X) -9-HP(Y) est un isonorphisnme pour tout p . Or M a des
groupes d'homotopie non nuls (et méme, en fait, posséde une infinité de groupes
d'homotopie non muls) ; il en résulte que 1<1(X) - T%KY) ne peut &tre un iso-

morphisme pour tout i (ni pme pour tous les i sauf un nombre fini).
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Un homoniorphisne de groupes différenticls gradués definit un homonorphisne
r
Jdes suites spectrales correspondantes. Soit g;' ¢ B —E1F 1 'honomorphisne
q Pyq p,q

des termes E' ot soit hi : Hi - HJ'. l'homoi.xorphisr.\e des aboutissements de ces
suites spectralese On se propose de domner des conditions suffisentes pour que
certains des hi soient bijectifs, resp. surjectifs, resp. injectifs. Observons
d'abord que si ggoq est injectif (resp. surjectif, resp. injectif) pour tout
couple (p , q) tel qus p + g=1, alors h, est bijectif (resp. surjectif,

resp. injectif).

IEME 3. - S 2 q est bijectif pour p + g «n et surjectif pour
- 3
p+q=n, alors hi est bijectif pour i <n et surjectif pour i =n .

est bijectif pour p + g =n et surjectif pour

2

IEMME 4. - Si
4 = gpyq
p+g=n+l, p>2,alors h, est bijectif pour i<n .

IEMME 5, - Si gi q est bijectif pour p + q $n , injectif pour p+g=n+1
,
et surjectif pour p+gq<n+2, p >2 , alors hi est bijectii‘pour. i<n

st injectif pour i =n+1 .

DEMONSTRATION de ces trois lemmes. = Considérons le diagramme commutatif

T dr\ r di r
> E E
p+r,q-r+l P,q p-r,q+r-1
l r Lgr lgr
€p+r,q-r+l Fp,q p-r, q+r-1
T ' & 1T d, r
p+r,q-r+i- 7 Tp,q " Tp-T,q+r-l
si & est surjectif, et a est injectif, il est clair que r+l
€p,q 8p-r, q+r-L ’ ®p,a

est surjectif. Si g;',q est injectif, et g; ir,qerel OS5t SUrjectif, il est
clair que gg:'é est injectif.

Dans les hypothéses du leime 3, on nontre par récurrence sur r 2, que g;"q
est bijectif pour p + q £n et surjectif pour p + q = n . Dans les hypothéses
du lerme 4, on montre, par récurrence sur I , Que g;’q est bijectif pour »
p + g2n , et surjectif pour p +q=n+1, p>2 . Dans les hypothéses du lemme 5,
on nontre, par récurrence sur r, que g;,q est bijectif pour p + q«n , in=

jectif pour p + gq=n+1 , et surjectif pour p + g€n +2 , p =2 .




