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)
APPLICLTIONS DE LA SUITE SPECTRALE DES ESPiACES FIBRES

par Adrien DOUADY

NOTLTIONS. — Dans tout exposé, 4 est un anneau principale P ¢ X =B est
un espace fibré au sens de SERRE tel que le systene local d'honclogie de la fibre

F & coefficients dans 4 scit constant, de sorte qu'on pourra appliquer la

formule des ccoefficients universels ¢

2 ' ,
E ng(B , 4) o Hq(F , &) @Tor(Hp_l(B s A), Hq(B , 4)) .

E étant un espace,. on éerira H(E) ou Hp(E) au lieu de H(E , 4) ou
HE,L) .

L& 8)
Le premier probléne qu'on peut chercher i résoudre est de calculer H(X) connais=

sent H(B) et H(F) par l'internédinire de son gradué associé EZ .

I1 est malheurcusenent trés Aifficile dans le cas général de déterminer les

dI‘

infornations et, dens certeins @as, les déterminer.

. On peut cependant tirer de leur existence et de leurs propriétés certaines

On pourra aussi chercher & calculer H(F) connaissant H(X) et H(B) , ou
H(B) connaissant H(F) et H(X) . C'est notamment le cas lorsqu'on recherche
1lthonologie de l'espace des lacets d'un espace B simplement connexe, fibre de
ltespace ccontractile X des chemins A'origine b, ou lorsqu'on recherche
1lthonologie de 1l'espace classifiant d'un groupe topclogique connexs, base d'un

fibré principal universcl (done acyclique).

1. Infoernetions portielles dans le cas général.

Tout 4'abord, les ol vont, si l'on peut dire, en décroissant avec 1r 3 plus
|
précisénent, pour r' s r , EF q est un quotient d'un sous-nodule de E; q°
’ b
En particulier le nombre 4'élinents de E; q°? sa dimension si A est un

3
corps, son ncribre minimum de géndrateurs si A est un anneau principal quelcon=

1
* =zo0, EF =0,
Psq PsQ

2 .
Si 4 est un corps, on & Ep.q = Hp(B) @ HqCF) , d'ol

que,vont en décroissent avec r o Si E

2 |
dim E° = dim H_(B) .dim H
% 2,4 (B o™

® < = (atm H () .dim B, ®) .

et dimH (X) =2_E
n() p Po-pP
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En perticulier,si Hn(B) et Hn(F) scnt de dinension finie pour tout n ,
Hn(X) sera de dinensi-n finie pour tout n . (Nous donnerons au n® 3 (C) un

énoncé englobant celui-ci).
Si de plus H (B) ¢t H (F) sont nuls sauf pour un nonbre fini de veleurs de
n , on peut définir les caractéristiques d'Euler-Poincard

X(B) = &= (= 1)® din H_(B)

et )((F) , ainsi que X(BY) = b (- 1)P*% aiy Ep q? o cette sorme est Sgnlement

finie. Alors j’(X) est aussi définie et on a

(X) )ﬂ(“oo) = j'\(Er) pour r suffisamment grand .

r+1) -

Dtautre pert )(\(E f\(Er) , puisque gt est 1l'homologie de ol pour

une différentielle de degré total impair.
On en déduit
2
AE) = XED) = x(B). x(F)
REMLRQUE. - L'hypcthése que le systéme local (% , &) est constent est
essentielle.
Cependant elle est superflue lorsque B est un polyédre fini. Voici un contre-

exenple quand B n'est pas un polyedre fini.

CONTRE-EXEiPLE, - Soit X 1'espoce obtenu en identifiant,dans Soox Syeyle point
(x,7) & (=x,-y) S & désigne l'espacc des vecteurs de norme 1 de 1l'espace de
Hilbert 3 X est fibré sur Pzn(R) de fibre S _  contractils : on o donc, pour
A=R,

X(X) = X(Pzn(a) ’ R) =1 o .

D'eutre part X est fibré sur B' = P_(R) de fibre F' =85, . Mais
Hi(B’ ,R);R pour 1 =0, O pour i#0, d'~h X(B') =1, ce qui,
avee X(@F') =2, X(X)=1 donne le contre-sxemple.

2, Exenples ol la sulte spectrale est triviale.

s . . s . r
Nous dircns que la suite spectrale est triviele si tous les d  sont nuls,

clest-a-dire EP = E2 = H(B x F) . Ce n'est pas une condition suffisante pour
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que X s it hondomcrphe & B x F &

L Egpace fibré par des sphdres sur une sphére. - Supposons F = Sq , B= Sp ;

p >1 , de scrte que B est sinplenent connexece
Ei 3= O sauf pour 1i=0 ou p, j=0 ou q, donc E§ 3 de néne. Pour
b )
que d¥ ne scit pes nul, il faut siiuwltonénénent r =p et r=q +1 . D'ol ¢

PROPOSITION, - Si q #p =1 , 1o suite spectrrle est triviale.

B. Variétés de Stiefel couplexes. = Soit V(n , m , C) 1la varicté des suites

de n vecteurs orthoncrmaux de 1l'espace c® 3 Vo, 2 ,C) est fibré de base
SZn—l et de fibre S2np3 » La suite spectrale est donc triviale d'aprés (i), et
lthonologie est la mne qus celle de SZn—l x SZn-B'

Dans le¢ cas n quelccngue, regardons la cohonologie et utilisons la struc-

ture multiplicatives On a alors par récurrence sur m , pour tout n

~ PROPOSITION. — L'nlgdbre de cohouologie H*(V(n ,a, C)) est isorniorphe 2
celle de Szn-l X S2n43 X see X S2n-2m+1 ¢ c'est 1'algébre exterisure A'un
Li-nodule libre dont la base se compose d'un élénent dans chacune des dinensions

b

inpaires de 2n -1 & 2n-2m +1

Supposons ceci vrai pour n et dénontrons-le pour m + 1 , dans le cas A =12
L'espace V(n , n+ 1,0 est fibré de fibre V(n -1, mn, C) sur S, , «
Seule d2 -1 pourrait ne pas &tre nulle, puisquse Eg’q = 0 sauf pour p 0 ou
2n - 1 3 neis elle est nulle sur les générateurs de 1l'algebre Eg’* =H CF)
qu'elle envoie dans des modules de g <0 « Puisque c'est une antidérivation,
elle est nulle identiquenent. EOO est bien du type annoncé. HP(X) est
libre puisque scn gradué associé l'sste

On peut relever les ginirateurs de H*(F) en des c¢léments homogénes de H*(X) H
ces ¢lénents sercnt de carré nul puisque de dimension impaire dans une algébre
unticommutativc sans élénent d'ordre 2, et ils définiront un relévenent multiplicetifde
H*(F) dens H (X) On cn 1¢duit la proposition quand A =2 . Le cas de 4

quelconque s'y raméne en considérant l'application canonique ¢
& - X
@, 2) =B X, L) .

La différcntielle a y transposée de dr s ¢st aussi nulle, et la suite spec=.

trale d'honologie est aussi triviale.
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On obtiendrait des résultats senblables, par la néne néthode, en renplagant
le corps complexse C par lc corps des quaternions.

C. Variété de Stiefel réelle V(n , 2 , R) + = Cette variété est fibrdée sur

Bn-l

8tre triviale. Elle 1'est cependant pour n pair : on peut alors, en effet,
mnir K d'une structure conplexe, et, en associant a tout vecteur unitaire u

de fibre Sn 2 C'est justenent le cas ol la suite spectrals peut ne pas

le vecteur iu , on obtient une section du fibré. Dans ce cas B s'identifie a
un rétraots de X , et P : Hp(X) ~> H (B) est surjective. Or son image n'est

autre que Ep o ¢ Onen dbduit que d° =0 pour tout r =2 et tout p . Iei,

’ . p,0
cela entraine que le suite spenirale est triviale,

3. Utilisation des coinse

Trois exerples suffiront.

Le Fibré sur une veridtd.

PROPOSITION, - Considérons le cas ou B est une variété compacte connexede dimen-
sion p. Supposcnsde plusque B soit orientable ou que A soit de varactéristique 2.
Si HJ(F) =0 pour j >q , alors

e Hn(X) =0 pour n>p +q
b H X) =H (F
L0 =5 ()

Ce (x) contlent H (B) e H (F) corme sous-module .

Hovg-1
DEMONSTRATION. On a évidemnent E i, j (B , Hj (F))_: O pour j >q ; il en

est de méne pour 1 >p +1 et aussi pour i=p+1, puisque

Tor(H (B), H5HE) =0, Hp(B) étant libre. On a done Ei p =0 pour

i+ j >p+q, dou (a) Dtautre part H (B) = HI(B) = Hom Hl(B),A) est sans

torsion, et Tor(H (B) , j(F)) =0, donc Ef)’q = Hq(F) « Les d& qui arrivent

en ET .9 et E;_l q ou qui en partent sont nulles, car elles viennent d'un

nodule nul ouy vente On a donc Ep : = E2 $ nais E® ,q est le seul non nul
’ 2 .
de degré total p + q , donc Ep q H (X) y d'ou (b};. De méne Ep -1,q Ep-—l,q ;

mais ng-l,q sst le premier terme non nul du gradué associé & H gl (X) ¢

c'en est donc un sous=module. Or H (B) e H (F) s'injecte dans Ei 1,4 dtotr (c).
I

COROLLAIRE. - L'espace 1 des lacets d'une variété B connexs, compacte et
simplement connexe de dimension p > 0 a une infinité de rodules d‘'homologie non
nuls.,
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Sinon il y aurait un plus grand q avec H (Q_) #0 et on aurait, X détant
l'espace contractile des cheming A'origine b [+ (X) = H (2) £0 .

EXERCICE. - Si 4 est un corps, H (B) =0 pour i>p, H(F)=0 pour

j>q,alors: H(X)-—O pur n>p+q,

(xX) ==H (B) e H (F) ’
p+q P q
(x) ol (B)aH(F)
p+q -1 q

B. Homclogie relative, - Soient B' CB, X! =5 (B') , et supposons F  connexe.
PROPOSITION. - Si Hy (Bmod B') =0 pour i <p

: (ce qui implique B! non
vide si p>0),on a :

a. Hi(X ned X') = 0 pour i<p

ba Hp(X ned X') = Hp(B nod B') cst un isonorphisne j

co P i 1(X mod X') = H (B mod B') est surjective (rappelons que le
systeéne 1ocal des groupes 4! hO]:lO‘bOplG de la fibre est supposé constant).

DEMONSTRATION e = On a encore E2

1,3 =0 pour 1-<p, d'ou (2)e Les d° qui
’
partent de E; 0 et ET p+,0 sont nulles 3 on a donec E = E2 =H (B mod B'),
’ .
d'ol (b) puisque Ep o €5t le seul terme non nul de son dsgre total. De néme
fo0) 2
Ep_'_1 0= Ep+l o =H - (B mod B') , dtonu (o) puisque E&

est le dernier terme
p+l Ne .
du gradué associé & H_ . (X) .

p+l

Ce Soit € une classe de Li=modules vérifiant les conditions suivantes

Ce 1951 0 —M' =M — M"_,.0 eat unc suite exacte de A-modules,

Mel & (M el ot MeC) 3

s
c. 2° C est stable pour & ot Tor .

EXEMPIES, - 4 = Z C étant la classe des groupes abéliens finis j 4 anneau‘
principal,  étant la classe des modules de type fini ; C

cst la classe des
modules admettant une famille de générateurs dont le cardinal est inférieur ou
€gel & un cardinal (infini) donné.

Disons qu'un espace E est de type € si E est connexe, non vide, avec
H (E) €@ pour tout n >0 ,
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PROPOSITION. = Si deux des espaces F , X , B sont de type € , le troisiéme

l'est aussi.

Tout d'aberd il résulte de (c. 1°) que Hn(X)é,G si et seulenent si E;Oq e C
’

chaque fois que p + g =n .
Si les deux espnces de type C sont B et F s chaque module E2 q est dans
R ’
C pour p + g >0 : cela résulte de la formule des coefficients universels pour

2 2
p>0,q>0;si g=0, Ep,osz(B);si p=0, E0q=Hq(F).

?

Alors E;Oq s quotient d'un sous-podule de Ei q° sera aussi dans C pour
’ Py

p +q >0 « 5i les deux espaces de type C sont X et B, F est connexe,

car le systéme local ”5@0({f§¢) est constant et X connexe (On peut aussi

regarder le coin EO 0).' Raisonnons par l'absurde ¢ soit g le plus petit entier

b .

>0 tel que Eg =H (F) ¢ ; E2 est dans € pour 0 <j <q ou

S 9d 4 1,3 A . T+l

i-0, j=0, donc aussi Ei i pour tout r et les mémes i, j 3 EO q°?
’ ’

quotient de Eg q par l'inage d'un module de @ , refuscra par récurrence sur

’
r d'étre dens C , ninsi que Ego q = Eg+2 « Done Hq(X) ¢ C s d'ol contradiction.
b4 ’

En particulier, si B simplement connexe est de type © ,1'sspace des lacets
Q(B) est de type C .

Le cas ol les espnces de type C sont X et F est laissé au lecteur come
exercices Quand X est simplement connexe, on peut aussi le ramener au cas
précédent en utilisant la fibration de F' sur B de fibre SL(B) , F' se

rétractent par déformation sur F .

EXERCICE. - Disons que E est de type € jusqu'da n si E est connexe, non
vide, avec Hi(E)s,G pour 0<4i<n .S B et F (resp. X et F) sont
de type O jusqu'd n, alors X (resp. B) 1l'est cussi. Si B et X sont
‘de type C jusqu'a n, F 1'est jusqu'a n -1 ,

4+ Transgression.

On appelle transgression la différentielle @

_ 3, @ .
o= dr,O ) Er,O _"EO,r-l '
On a :
(e r+l o _ g+l
r,0 = Er,o = Ker 6 , et EO,r—l = EO,r—l = Coker ©& ,
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dlou la suite exacte

o) r 0, T co
0=E 0>E. 0 E80,ra1 > Fo,rm1

PROPOSITION. - Si B et F sont connexes, et si Ei q= 0 pour p>0,
9
q>0, p+g=r cu r-1, ona unc suitc exacte

i N\ 0 v
Hr(x) — Hr(B) —H (F) = Hr_l (x) .

1 1 |}
En effet les différenticlles d° qui partent de Ei o ou arrivent en Eg

» ,r-l
sont nulles pour r' < r . On a donc
r 2 r 2
= = B : = =
Er’O Er,O Hr(J) 3 EO,r-l Eo,r-l Hr—l(F) ’
H_(X) 0

| !

0=E —~H (8) =>H () —E it — 0
0 Hr_l(X)

Co Q.. Fc Dc

Enongons sans la doontrer, et en anticipant sur 1l'exposé 4, une propriété

qui permet parfois de déterminer la transgression

On a le diagrarme commutatif suivant

1.(8) : > T, ()
h

ht 0
T s
\ Cou
T r-1

z////’Er’O
H.(B) =Ei 0 0 B =H . (F)
’ _ E(/// Oyp=1 7 "=l
Ew

7 O,p—l
0

h
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ot O est ltopérateur bord de la suite exacte d'homotopie du fibré,et h, et

h gont les homomorphismes de Hurewicz.

Pl

5. Trois suites exactese

r

p,n=p

p' et p" (p'< p") 4de p , il en ecst de nére e E;on_p , €t le gradue associé
b

a Hn(X) n'a que deux teries non nuls : on a une suite cxacts

Si pour un certain n et un certain r , E est nul sauf pour deux valsurs

o co
0 —> Ep,,n_p, -1 () ->Ep"’n_p,, =0 .

En supposant B et F connexcs, nous allons conclure dans les trois cas suivants.

Le PROPOSITION, = Supposohs que
Hi(B) =0 pour 0 <i<«p,
HJ(F)zO pour 0 <j «q -

Alors on = unc suite exacte

() =1 . (B) -%Hp+q_2(F) - ...

F H
()—"pﬂz—l p+q

Bt
coo =, (8) 2H, (F) = H (X) = H (8) =0 .

Dec plus, dans le cas ou p =1 (donc sans aucune hyp-rthése sur les Hi(B)'

pour 1 >0), on a une suite exacte

0
H X) =>H B
g1 &) g1 B) = H (F) =1 (X) =1 (B) =0
et des isomorphisnes
Hn(X) C‘\’,Hn(B) pour 0 <n <«q .

7/
DEMONSTRATIONs = On a évidenment Ei j =0 pour 1>0, j>0, 1 +j<p+q-
’

Pour 2<n <p +q, on a un diagramme de suites exactes
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Hn(F) 0
n

B —5EP —0
O,n O,n

l

-

. e
B (X) H (B)—>H_F)
l n n
; © n q- R @
0 En,O > n,0 O,n-1 E0,1'1—1 0
0

Ie eas n =1 se traite d'une nonieres évidente.

De plus, si p =1 , on a lc diagramme de suites exactes

Hq+1(X) Hq+1(B) --?—»Hq(F) 0

Lo

g+l
[00) g+l d g+l @
O0——EB 0 >E,0 B —>8,q 0
0 H (X
q( )

D'ou les assertions de 1'¢énoncée.

REMARQUE., — Pour g = 1 , on obtient (sans hypothése sur Hi(B) ni sur
Hj (F) pour i>0, j> 0) une suite sxacte

H, (1) —> 1,(B) —2> 1, (F) —> K, (¥) —> K, (8) —> 0

B. Suite exocte de Wange

PROPOSITION. - Si la base B est une sphére S, (quant 2 l'honologie a
coefficients dans A) ,avec k > 2, on a une suite exacte illimitée

0
voo —>H (F) —> B (X) —> B ) —H (F) —> ...
Si de plus la fibre Fo est un H-espace qui opére sur chaque fibre de X

(et optre sur elle-méme par translation & gauche), alors © est, & un facteur

* 1 prés, la miltiplication (& droite) par un élément g € H _, (F) .
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DEHONSTRATION. - On a Ef . =0 pour i #0 , k . D'od le diagramme de suites
exactes

H (F) 0

@ :
Eg,n - EO,n 0

e k d o}
0 ! Ek,n-k Ek,n-k - El(§,n—-J. EEO,n-J. >0
l " n
) 2 2
0 Ek sh=k EO ,n-1 Hn-l (x)

Hk(B 9 Hn_k(F)) Hn-vl (F)
I1 suffit de remerquer que Hn_k(F) () Hk(B , Hn_k(F)) , ¢6 qui est d'ailleurs
nul pour n <k , Si en outre Fo est un H-espace corme dans 1'énoncé, et si
€t désigne le générateur de Hk(B) s l'isomorphisme précédent est celui qui
associe & h ¢H  (F) le produit h.¢ & H (B, H  (F)) ; donc

k .
o(h) = d*(ne) = (- 1)" ¥ n.(d¢) ,
et par suite O est, au facteur (- l)n"k prés, la multiplication 3 droite
k : ,
par g=d § ¢ Hk-l(F) .

(N. B. - La notation h.f est celle explicitée dans 1'Exposé 2, page 2-09, c. ;
page <-09, a., il est entendu que les 4" sont I~lindaires au sens gradué,

' ~\- .
clest-a-dire dr(f.a) - (_l)x 2.(dr 8) ,
A désignant le degré de {.)

APPLICATION. - Soit B = Sk s k>1 , X 1'espace des chemins d'origine b ,
F = Q(Sk) l'espace des lacets. Comme Hn(X) =0 sauf pour n=0, la
multiplication par g définit un isomorphisme H o F) —> H, (F) , sauf pour
n =0 . Comme H =0 pour n <0, onen déduit que 1'algsbre H*(F) est
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1talgébre des polyn#mes A [g], o g est de degré k -1 .

REM.RQUE. - On o unc suite cxacte analoguec en cohcmologie 3 © est une dérivas’
tion ou une antidérivation suivant la parité de k , sans qu'il soit besoin de
supposer que la fibre soit un H-cspace. Lorsque F = fz(Sk) , on se gardera bien

zzf‘ de croire que H*(F) soit unc algdbre de polynfnes & un générateur de degré
ke 1 .

C. Suite exacte de Gysin .

PROPOSITION., - Si F est une spheére Sk (quant & 1'homologie & coefficients

dans L )et si k 21, ona lo suite cxacte
0
«—H B)— B  (B)—H K —HB .. .
En cohoriologic, on a la suite exacte
e = H(ER) o BX) — B2 ¥E) & e — ...,

9! est alors la multiplication par un élément g de Hk+1(B) , d'ordre 2 si

k est pair, appslé classe caractéristique du fibré.
La démonstration de la suite exacte est analogue & celle de la suite exacte
de Wang. S1 & est un générateur de Hk(F) , il définit un isomorphisnme -

Hi(B) ——9nE;’k par h —> €,h .

(k) = d(&h) = (d &)eh + (- 1) 5.(dn) .

Ic deuxidne terms est nul, d'ou ©(h) = gh «

Si k est pair, on a dans l'algébre E, ,
2 N
O=d(f)=¢g+gé=2¢g , dot 2g=0 .

EXEMPLE, - Soit B une variété compacte orientable de dimsnsion k22 , X
1'espace des vecteurs non nuls tengents & B, et A =2 ; F se rétracte par
déformation sur Sk—l . La seule différentielle d qui puisse &tre non nulle
est & Hk(B) d}-Hk_lcF) . 5i k est inpair, la transposée 4, de & est
nulle car Hk(B) = Z ne contient pas d'élément d‘'ordre 2, donc dk est nulle
et la suite spectrale est triviale. On peut d'ailleurs voir dans ce cas, en
triangulant B et cn utilisant la théorie des obstructions,que X admet une
Section.



