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Séminaire H. CARTAN, |
E. N. S., 1958/59 | 1-01

I 17 et 24 novembre 1958

ESPACES FIBRES ET GROUPES D'HOMOTOPIE

[dtaprés deux exposés de Michel ZISMAN ]

"1, Repaces fibrés.

NOTATION., = I désigne le segment [0 , 1] de la droite nunérique.

DﬁFINITION. - On dit qu'un tripls (x s B p) sou X et B sont des espaces
topologiques (non nécessairement sépards) et p une application continue

X —> B, est fibré au sens de Serre s'il satisfait 2 la condition suivante, pour
tout entier n>» 1 3 |

(F) pour tout couple'd'applications continues

In-l

£: "B, g - X

telles que p o g coincide avec la restriction de f & -t (on identifis
In"E 3 1a feos I x &O} dun cube I° = M « I) , il existe une applicatien
continue h : I’ —X gui prolongse g et satisfait &8 poh=7¢Ff.

Sous 1es hypothéses précédentes, on dit aussi qus p définit X comme fibré de
base B ; si b° e B, l'image réciproque p-l(bo) stappelle la fibre au-dessus
de by (on notera que cette fibre peut &tre vide, mfme si X n'est pas vide).

La notion de fibré a un caractére local vis-a-vis de la base 3 d'une fagon pré-

cise

PROPOSITION 1, - Soit "p ¢ X =B une application continue ; supposons que tout

point d¢ B possdde un voisinage ouvert U tel que ls triple (p_l(U) , U, pl0)

soit fibré ; alors p définit X comme fibré de base B .

Indications sur la démonstration : f et g étant des applications données
comne dans la condition ‘{F) , on fait un quadrillage du cube - , assez fin, de
maniére que g apflique chaque cube du quadrillags dens un ouvert U de B assez
petit pour que p (U) soit fibré sur U . On montre alors la possibilité de
définir un prolongement h , de proche en proche sur les cubes du quadrillage.
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EXUiPIE, - Un fibré localement trivial est fibré au sens de Serre (en effet, un
fibré trivial, c'est-a-dire isomorphe & un fibré X =B x F , p é&tant llapplica~

tion de projection B x F —» B , est évidemnent fibré au sens de Serre).
EXERCICE. - Soit P un polyddre fini ; montrer que tout fibré (X , B, p) au
sens de Serres satisfait & la condition ¢

(F') pour tout couple d'applications continuecs

f3+ PxI—>B, gt P—X

telles que P o g coIncide avec la réstriction ds £ a P (identifié & P x {0}),
i1 existe une application continue h ¢ P x I =% X qui prolonge g et satisfait

& P o h =f .
(On considére une subdivision simpliciale, et on définit le prolongement h ds
proche en proche, sur les squelottes de dimension 0 , 1 , 2 , «ss de P).
Comme la condition (F') implique trivialement (F) , ceci montre que (F')
équivaut & (F) .

Image réciproque d'un fibrée = Pour tout couple d'applications continues
f¢+ A—-+B, pst X—=>B, soit ¥ 1s sous-espace ds A x X formé des points

(a  x) tels que f(a) = p(x) « On a le diagramme commutatif

Y £+ X

a, lp
Y

oh q envoie (a, x) en a, et g envole (a, x) en x ; pour tout espass Y!'
muni de deux applications continues q' $ Y =>4 , g' ¢ Y'—=>X telles que
foq'=pog , il existe une application continue et une seule k 3 Y'Y
telle que q'=qok, g' =gok . Cela étant, on voit facilement que si

ps: X=>B est fibré au sens de Serre, alors q $¢ Y —>A est aussi fibré au
sens de Serrs. On l'appclle 1l'image réciproque du fibré (X , B, p) per 1'appli-
cation £ : A-—3B,

" Sections d'un fibrd, ~ Une¥section" du triple (X , B, p) est une application
continue s : B->X telle qus p o s soit 1l'identité. La condition (F)
exprime que si f est une application continue I —B s lo fibré de base i ’
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image réciproque de (X, B, p) par l'application f , posséde une section

qui prolonge une section arbitrairement donnée au-dessus de Ilin"1 .

Cemposition des applications fibrées. - I1 est immédiat que si ¢ ¢ Y —=>X

et p: X=-—>B sont des applications fibrdes au sens de Serre, il en est de

méme de 1l'application composée pogqg: Y—»B .,

2. Espaces de chemins, espaces de lacets.

Un chemin d'un espace X est une application continue f de I dans X';
£(0) s'appelle l'origine, f(1) s'cppells 1textrémité du chemin. On notera
E(X) 1l'ensemble de tous les chemins de X , muni de la topologie de la "conver=
gence compacte" : c'est la topologie engondrée par les W(K , U) , ob K -est un
compact quelconque contenu dans I, U un ouvert quelconque de X , et ou
W(K , U) désigne 1l'ensemble des chemins £ 3 I—X tels qus £(K) < U . On
sait (l) que pour qu'une application d'unespace Y dans E(X) soit continue, il
faut et il suffit que l'application ¥ x I —¥X canoniquement gssociée soit

continue o

A et B désignant deux sous—espaces de X , on notera E(X ;5 4, B) 1le sous=-
espace de6 E(X) formé des chemins dont l'torigine est dans A et 1'extrémité
dans B . '

PROPOSITION 2. - L'application p : E(X 3 A, B) =9 A x B gqui, & chaque

chemin, associe le coupls formé de son origine et de son extrémité, est fibrée au

sens de Serrce

DﬁMONSTRATION. - On va montrer que l'application p gsatisfait & la condition
(F') dans laquelle on ne suppose méne pas que P solt un polyédre (P peut &tre
ici un espace quelconque), Soit f ume application continue P x I —»A x B,
définie per un couple d'applications continues

fo t PxI =, f. ¢+ PxI—->»B .,

1
Soit g une application continue P —»E(X ; A , B) telle qus P o g coincide

avec la restriction de £ & P (identifié a P x %O}) «S0it Gs¢ PxI—=X

1 s s

(*) BOURBAKI (Nicolas). -~ Topologic générale, Chapitre 10 : Espaces fonctionnels,
Dictionnaires = Paris, Hermann, 1949 (Act. scient. ot ind., 1084 ; Eléments
de Mathéiatique, 10) 3 paragraphe 2.
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l'application associée & g j c'est une application continue G(p , t) telle
que

G(p,O):fe(p,O), G(p,1)=f1(p’o)'

Ce que l'on cherchs, c'est une application continue H ¢ P x I x I =X telle
quse

Hp,0,t)=G(p,t) pour t eI,
()
H(p’u’o)=fo(p,u)’ H(p,ﬂ,l)'-:fl(p,'lI) pour U.EI °

Ces conditions expriment que la restriction de H au sous-espace P x J (ou J
désigne le partic du carré I x I formée de la réunion de 5&0{ x I, de

I x {0} et de I x iLl}) est une fonction continue donnée Ho $ coome J est un
rétracte ¢ I x I, P xJ est un rétractec ds P x I x I, et par suite H
peut bien se prolonger en une fonction continue H , ce qui démontre la proposi-

tion. (Remarque ¢ on pourrait derire une formule explicite pour H).

COROLLAIRE. - L'application E(X 3 & , B) =>4 qui, & chaque chemin, associe

son origine, est fibrée au sens de Scrre.

(En effet, elle est composée de l'application p de la proposition 2, et de la
projection A x B —>4),

Enoncé analogue pour l'application E(X ;3 A, B) = B qui, & chaque chemin,
associe son extrémité.
NOTATIONS. - On éerira désormais

E(X , A) aulieude E(X ;3 X , 4) (espace des chemins de X. dont llextrémitd
appartient & A C X ; ‘

E(X , x) aulieude E(X, {xo}) y X, &tant un point de X ;

QX , A, xo) au lieu de E(X ; {xo} , &) (espace des chemins de X dont 1l'origine
est. x et l'extrémité appartient & AcX ; on supposera toujours que X, € h) ;

X, x,) oulieu de E(X ;{xo7§ , {xo}) (espace des lacets de X , d'origine
et d'extrémité xo).

Pins tous ccs espaces, on prendra toujours comie point-base le chemin constant

. A
I-> %\xo% » qu'on notera parfois X
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L'application E(X , A) =~ A qui, & chaque chemin, associc son extrémité, est
fibrée ; de plus ¢
PROPOSITION 3. - L'application A = E(X , 4) gqui, & chaque point a € A ,

associe le chemin constant I -1*§£l€ , 65t une section du fibré E(X , A) =4 ;
1l'image de cette section (homéomorphe & A) est un rétracte par déformetion de

l'espace E(X , &)

DEMONSTRATION. - L'idde consiste & rétracter progressivenent chaque chemin sur
son extremité. D'une fagon nrécise, on définit une application de déformation

E(X, A) x I =E(X, A)

en définissant mne application F : E(X , A) x I x I =>X qui, & chaque chemin
f£3s I=—>X d'extrémité dans A , et A chaque couple (u, t) €I x I , associe

F(f ,u, t)=f1 +tu-1)ex ,

COROLLAIRE. - L'espace E(X , xo) cst contractilec.

3+ Quelques fibrationse

La notation F ~> X - B signifiera que 1'application p ¢ X = B est fibrée
au sens de Serrey et qus F est une fibre de cette application. On choisit pour
cela un point-base X € X3 bO = p(xo) est pris comme point-base de B , et
F= p-l(bo) est la fibre de x_ .

PROPOSITION 4. - Soient X un espace, A un sous-espace, X, un point-base

@Q)E A) + On a le diagramme commutatif (oh les lignes horizontales désignent des
fibrés de Serre)

QE, 4, x ) —EEX, A) —>x

lid. lpl °

Q(X,xo)——-}Q.(X,A,x.)—CL; A
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Dans ce diagramme, 1 désigne 1l'injection do A dans X ; 8 désigne la section

définie dans la proposition 3 ; P, (resp. pl) désignc 1l'application qui, &
chaque chemin de X , associe son originec (resp. son extrémité) ; q désigne

l'application qui, & chaque chemin, associe son extrémité. L'application composée

P, o8 est l'identité.,

Cette proposition résulte aussitdt des propositions 2 et 3.

PROPOSITION 5. = 8i F —>X — B ¢st un fibré de Serrs, alors

QF ,x, ) > U, x)=> QB , b))

est aussi un fibré de Serrs.

La démonstration est semblable & celle de la proposition 2 ; on pose P = In"1 ’

on désigne par J 1la sous-cspace de 12 défini dans la déménstration citée,

et on est alors ramené au probléme suivant : on connaft deux applications continues

£ Qx 12 —>B ot g QxJ =X

telles que P o & soit la restrictionde £ & Q x J 3 il s'agit de trouver une
- application continue h ¢ Q x 12 —> X qui prolonge g ¢t satisfasse &
Poh=1f.Ceci est possible, car le couple (12 y J) st homéomorphe au couple

(12 s I) , et parce qu: l'application p ¢ X —> B est fibrée.

2 PROPOSITION 6, = 81 F=>X —B e¢st un fibré de Serrs, on a le diagramme

commutatif

QF , x) —> QX , x) —> Q3 , b))

l | J,id.

E'@®,x)—QE,F,x)-506, )

I b
F id. s F

ou les deux premiéres lignes horizontales désignent des fibrés de Serrc. Les trois

fléches verticalss partant de la premidre ligne désignent les injections canoni=
ques ; l'application r associec & chaque chemin I ~3 X 16 chemin I —» B
obtenu par composition d¢ I — X avec p ¢ X —>B ; les applications q' et

q associent & chague chemin son cxtrémité ; E!'(F , xo) désigne l'espace des

chemins de¢ F dont l'origine est X,
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Dénonstr-tion s on a vu (proposition 5) que lo premidre ligne désignc un fibré.
Le fait que la deuxiéme ligne ddsigne wt fibré se prouve de la méme manidre. Le

reste de l'énoncé est évident,

En combinant lss propositions 4, 5 et 6, on voit que si on a un fibré des Serre
F—X-—>B, on a lo diagramme comautatif suivant (ot les lignes horizontales
désignent des fibrés) ‘

F —==3X =B
lgs iid.
p

K, Fyx ) —u E(K,F) — X

(A) e lpl

QUxyx,) — UXF,x) —> F
lid, \Lr
,Q(F,xo) —_ -Q(X,xo) —_— Q-(B,bo)

L'application r définit QX , F, XO) comme fibré de base Q(B, ho) R
la fibre E!'(F , xo) dtant contractile.

4. Loi de composition dans l'espace des lacets.

Etant dconés deux lecets £ 3 I —X et g: I-—>X d'origine x , on
définit le produit f.g comme le locet h ¢ I —X défini par

n(t) = £(2t) pour 0<t=1/2 , h(t) =g(Rt =1) pour lR<tsl .

L'application (f , g) = f.g est une application continue

Q(x, xo) x (X, xo) - Q(X , xo) .

Le laset constant i‘t’o ntest pas é1ément neutre pour cette loi de composition j
il 1'est "presque", dans le sens suivant : chacune des applications f — ;E'o-f
et f«—-)f:'i'co est homotope & l'application identique. En sffet, la premiére de

ces applications (par excmple) se déforme en 1'identité au moyen de la fonction
2t-1 s
H(t , w) =x_ pour Ostsuf, H(t,u)=f(55) pour u/d <t<1

0=t=1, O=su<l) .
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} 3 . . 0 ~N
On notera que %}o 'io = 9:’0 o Nous exprimerons tous ces faits en disant que X,

est presque élément neutre pour la loi de composition (£ , g) == f.g .

On démontre dtunc maniérc analogue que la loi de composition est presque

associative, dans le sens suivant ¢ Les deux applications

(£ s 8 h) = (f.g).h et (£ sy B h) —+f.(g-h)

de 5L x Qx 51 dans &2 sont homotopese

Enfin, chaque élément feR (x, xo) admet un presque inverse, & savoir

1'élément f£' défini par

f'(t) = £(1 =t) (on dit que f£' est lo lacct Mopposé" & f) .

D'une fagon précise, l'application f —> f' est un homéomorphisme de 201, xo)
sur lui-m&me, qui jouit de la propriété suivante : L'applieation £ —» f.f!

et 1l'application £ —>f'.f de S (X, xo) dans lui-mfme sont homotopes &
1'application constante (qui envoie tout lacet de¢ X sur le lacet 550) .

Nous exprimerons toutes les propriétds précédentes en discnt que la loi de

composition de l'espace <1 (x R xo) fait de cet espace un presque-groupe don’d

1'é1ément presque neutre est io .

I1 est clair qu'une epplicetion continue X — Y qui envoie le point-base
x_ dans le point-base ¥ définit une application (X, xo) — (Y, yo)

qui est compatible avec lcs lois de composition ds ces deux presque=groupes.

Plus généralement, on peut définir le produit f.g d'un lacet feR(X, xo)
ot d'un chemin ge B'(X , x_) 5 c'est un ¢lément de E'(X , x ) o I1 s'ensuit
que l'espace Su(X , xo) opére (& gauche) dans l'espace E'(X , xo) , d'une na-
niére presque associatives

5« Groupes d'homotopic.

Dans tout ce qui suit, choque espace topologique X est affecté d'un point-base
X, 3 chaque application continue X —» Y transforme le point-base x, € X dans

le point-base ¥, € Y.

DEFINITION, =~ On note TFO(X ’ xo) l'ensemble des composantes connexes (par

arcs) de X , cet ensemble étant muni du point-bese qui n'est autre que la com=

posante connexe de X, (qu'on notera encore Xo par abus de langags).
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I1 est clair que Ty (x, xo) est un foncteur govariont de 1'espace pointé

x, xo) ¢ toute application continue (X , xo) - (Y, yo) définit une applica-
tion de 1l'cnsembke T X, xo) dans 1'ensenble “de(Y y yo) 3 cctte application
notée TI'o(f) envoic le point-base de TQ,(X s X, ) dans celui de T‘O(Y , yo) .
Si ¥=X, Yo =%, 9 1f*application identique de X définit 1l'application iden-
tique de ?Tb(X ’ xo) o 51 une application (X , xo) - (Z, zo) est composés

de deux applications g et h, ona ‘ﬁé(h og) = WT;(h) ° TTO(g) .

PROPOSITION 7. = Deux spplications homotopes (X, xo) - (Y, yo) définissent
la mdme application 8 x, xo) - ETO(Y , yo) .

Ctest évident.

Considérons deux espaces pointés (X , xo) et (Y, yo) ; lour produit est un

espace pointé (X x Y , (xo ’ yo)) .

PROPOSITION &, = Les applications d'injection x = (x , yo) et y— (xo s V)
de X et de Y dans X x Y, et les applications ds projection

(x,y)>x et (x, y)—>y,définissent des applications

TTO(X ’ Xo) -> 'TTO(X x Y, (Xo ’ YO)) ’ ‘TO(Y ’ YO) —- T"O(X y ¥y (xos Yo))
et
"‘TO(X x I, (XO ’ YO)),‘&"" T’O(X‘: XO)J ‘rroﬂ( x X, (XO ’ .Vo)) —> no(¥ y 5'0)

qui définissent une bijection de TTE)(X x ¥y (x yo)) sur le produit decs en=
sembles pointés TT (X , x)) ct T%(Y » V) e

C'est aussi évident. Nous écrirons simplement, en cbrégé,
! = i .
70(X x Y) Tz:)(X) x TTO(Y)

PROPOSITION 9. = Supposons l'espace X muni d'une loi de corposition continue

X x X=X, telle qus X soit presque un €lénent neutres i.lors TTO(X) est

muni d'une loi de composition admettont comme élénent neutre (véritable) le
point=tiase de WO(X ’ xo) « 51 la loi de composition de X est presque associa=

tive, la loi de Tro(X , xo) est associative. Enfin, si 1a loi de X cst une

loi de presque-groupe , ’(TO(X , xo) est un (vrai) groupe.
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Dénonstration s la loi de composition de T, (X) est définie par

-n—o(x) x WO(X) = Tro(x x X) => ”\TO(X) .

Les assertions de 1'énoncé résultent aussitbt de la proposition 7 et du caractérs

fonctoriel de T x) .

Définition de rrn(x , xo) et de 'rrn(X y by xo). ~ Soit /i un sous=-espace
de 1l'espace X , tel que x € h o On a déja défini les cspaces (X, xo)

et -Q(X s A xo) o Définissons, pour chaque enticr n >1 , les espaces
o™z , xo) ot 2AM(X , & , xo) , ainsi que lour point-base §g s corme suit @

1 1 Al
Q,(X,xo)z";l(x,xo), ;Q(X,A,xo)zﬂ(X,A,xo)’ xo::xo 3

et, par récurrence, pour n= 1 ,

1 n ' ~ +1 . ~
2@, x) = e, x),E), a™x,, x)) =%, A, x),%
3:'2 + désignant le lacet ponctuel I —> {x”nog « On peut convenir que

Q°(x , xo) est l'espace X lui-mdnc ; par contre, 1°(X , 4, xo) n'est

pas défini“si A # ;\ong .

Les espaces ;Qn(X R xo) sont des presque-groupes pour n> 1l , et les espaces

Q% (x , A, xo) sont des presque-groupcs pour n>2 ; par contre, (X, A, xo)

n'a pas de loi de composition interne si A # ixo% .

!

DEFINITION. - On pose, pour tout entier n> 1 s

Trn(X ’ Xo ): TTO('-Q.n(X ’ xo) ’ ’5’{2) ’

- ~n nn
‘]Tn(X s by xo)= TTO(D. (X, A,xo) ,Xo) .

I1 est clair que, pour tout couple d'entiers p »y >0 telsque p+q=n,

&, x,) s'identific & Trp(Qq(X » X)) '322) , €t de mme pour Wn(X s Ay x

I1 est évident que T\‘n(X , xo) et W n(X » &, x ) sont des foncteurs cova-

rients du couple (X , A) (muni du point-base xo). De plus toute homotopie

entre deux cpplications (X, 4, x )= (Y, B, ¥,) dfinit une honotopie cntre
les applicitions corrcspondantes ¥ (X , by xo) - Q% s By yO) 3 la proposi~-
tion 7 donne alors $

n
o

).

)
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PROPOSITION 7's = Si deux applicotions £ et g: (X, L ,x)—=>(,3B, v,)
sont homotopes, les applications correspondantes T (f) et ,(8) ¢
T (X, 4y x )= (¥,B, y,) sont égnles.

En particulier, si X cst un espace contractile, Trn(X » X ) ost réduit

3 un seul él¢nent.

I1 est clair que 'Trn(X x Y, (xo ’ yo)) s'identifiec noturellenent au produit

‘n‘n(X ENE w, (¥, ¥,) « Do mne, pour nz1,

“i;l(x xY , 4 xB, (XO ’ yo))’a\dﬂ"n(x s Ay xo) x "'Tn(Y; B ,YO) .
Lo proposition 9 2 pour conséquence irmcédiate 3

PROPOSITION 10, = Pour n =1 , Trn(X , xo) ¢st naturellement muni d'unc loi

Mn Ve 2 ~
de groupe syant X comme é1lément neutre. Pour n =2 , T'S;I(X , Ly xo) cst

naturcllemsnt muni d'une loi de groupe ayant 3’:2 corne <lément neutre. Pour
toute applicotion continue £ ¢ (X, xo) - (Y, yo) , 1l'application Trn(f)
est un homomorphisme de groupes si n »1 ; si en outre £(A) CB et n=2,

'.'Tn(f) cst un homonorphisme du groupe T%(X y Ay xo) dans le groupe

Trn(Y s, B, yo) « Enfin, la bijection naturellc

-Trn(X , xo) x Trn(Y R yo) - Wn(X x Y, (xO y yo))

est un isomorphisme du groupe=-produit Trn(X) x T'rn(Y) sur le groupe 'ﬁ‘n(X xY),

pour tout n =1

Les groupes Trn(X ’ xo)s‘eppcllent les groupes d'nomotopie de l'espace X

(au point xo) ; les groupes ‘rrn(X g &y xo) s'appellent les groupes

d'homotopie relatifs.

PROPOSITION 114 = Soit X wun espace muni d'une loi de composition continue pour

laquelle X soit presque élement neutre. Considérons 1'application

(1) T, (X, x,) x rrn(X , xo) = ‘rrn(x x X, (%, xo)) - vn(x y %)

difinic per cetie loias Clest précisément la loi de composition du groupe

Trn(X »x)) si npl, et ce groups est abélien.
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DEL.ONSTR.LTION, = Notons G le groupe AU
Puisque (1) est un homomorphisme du groupe-produit G x G dans G, il trans-

(X, x), et e son élénent neutres

forme un coupls £a , b) = (a2, &)e(e , b) dans lc produit des transformés de
(a,e) et ds (6, b) , qui n'est autre quec le produit ab. De plus, puisque
(2, ¢e) et (e, b) comutent dans G x G, on a bicn ab =ba dans G .

Appliquent cette proposition & 1l'cspace (X, xo) et a l'cspace
o X, 4, xo) , on trouve $

COROLLAIRE. ~ Les groupes d'homotopie —n-n(X , xo) sont abélicns pour n>2

les groupes d'homotopie relatifs ’TTn(X s Ay, xo) sont abéliens pour n>= 3 .

6e Lo suite exncte dthomotopiec d'un espace et d'un sous-eSpaccs
P P )¢

On dit qu'une suite d'applications E' —>E —>E" d'enscibles pointés est
exacte si l'image de lo premiére application cst précisénent 1fensenble des points
ds E que la deuxidme application envoic au point-base dc E" . Dens le cas de
groupes et d'homomorphismes de groupes, on retrouve 1la notion usuelle de suite

exaate «

IEMME 1., - Soit F=>X —=>B un f£ibré de Serre ; la suite

TE, x)=>T X, x)—> w (B, b))

est une suite exactes

C'est évident § cela exprime on effet que les points x €X dont l'inage dans
B peut &tre jointe & bO par un chenin de B , sont exactement ceux que l'on
peut joindre par un chenin de X & un point de Ia fibre F (eu~dessus de b o)'

IEM/E 2. = Sous les mémes hypothdses, supposons que l'application X —> B soit
surjective.; alcrs 1'application "!‘TO(X) ...;‘Tig (B) cst surjectives

Clest évidente.

IEME 3. - Soit F —>X £>B un fibré de Serre. Pour tout n >0 s la suite
‘Wn(F) — 'ﬁn(X) —~ Tl'n(B) +65t une suite exacte j si de plus le fibre F est
contractile, l'application wn(p) : Trn(X) — Trn(B) 6st un isomorphisme pour

tout entier n > 1 .



1-13
En effet, considérons le fibré

ar , x ) = Q(x, x ) = a8, b))

(ef. proposition 5)e On 1ui applique le lemme l. De plus, on voit, par récurrence
sur n3>1 , que l'application 2%z, xo) - 2%, bo) est surjective. Si
on suppose que la fibre F est contractile, l'espace Qn(F . x’o) est contractile,

donc connexs, pour tout n =1 ; la dernidre assertion du lerme 3 résulte alors

du lerme 2o

Considérons mainten~nt un espace X , un sous-espace A , et prenons un pointe-
base X € 4L o Appliquons au dlagramme de la proposition 4 le foncteur TTn 3 on

obtient un diagramme commutatif

T & b, x)—> T (a, xQ) - M, x)

iid. lid.
11;1+1(X s xo) RN Trnﬂ(X , A, xo) -—)—Tx‘n(A , xo)

dont les deux lignes sont exactes, cn vertu du lerme 3 ; pour n 2> 1 , les applica-

tions précédentes sont des homomorphismes de groupess

Considérons alors la suite (illimitéc & gauche)

——

. N
) _9‘ﬂ£+1(K’A’Xo) “é'nn(A’Xo/ _éhqk(k’xo) ‘*’TE(X,ArXO) - e

Q)

les applications de cette suite dtant celles du diagramme précédent.

oo = T (Kyx)) > T (ax ) =T (X))

L'application TTA(A , XO) —)7ﬂ;(X , XO) est done, en fait, celle définie par
l'injection A -3 X .

THEOREME 1. - La suite (5__: ) est une suite exacte.

Compte tenu de ce qui précdde, il y a seulement & montrer 1l'exactitude de la

suite

(2) Moy =) »T (X, x)->T &, 4,x),

pour tout entier n > 0 . Or, en vertu des définitions, on peut 1l'obtenir en

appliquant le foncteur TTh 4 la suite d'applications
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) 2, x) L5 ax, x ) Era, b, x) s
nais ceci ne constitue pas un fibré. Considérons alors le fibré
F=Y-—>B,

v F=0(,x), ¥= Q@ ,4,x), B=A (cf. 1a dernidre ligns du
diagramme de la proposition 4)e Soit ¥, €Y 1lc point ;éo « On a un diagrarme
(cf. 1le diagrerme (A ) dun® 3)

t Po,
oy , F, yo) —>E(Y , F) —=Y

(4) lr lpl
28, x,) F

oh r et py définissent des isomorphismes des groupes d‘thomotopie 'ﬁn pour
tout n»1 (lemms 3), et des bijections des ensenbles T (lerme 2). La
premiére ligne du disgramme précédent représente un fibré, donc donne naissance

34 une suite exacte

(2B, x ) > TE, ) - (¥, y) -

Compte tenu des définitions de F , Y et B, ccla donne une suite exacte
@, NS mEE, x ) BW(aE, L, )
n * %o n ? %o n ’ » %o

ot tout revient a montrer que les applications de cette suite sont les mémes que

dans 1a suite (2), c'est-a-dire sont respectivement obtemues en appliquast le

foncteur TF, =~ aux applications f et g de la suite 3).

En ce qui concerne Y , on 1tobtient eh appliquant m, a 1'injection
F = Y , injection qui est bilen g . I1 reste naintemant & prouver que Y = TTn(f ),

ce qui est moins immédiat.
11 suffira de montrer l'existence d'une application continue

h s Q(B,xo)--)Q(Y,F,yO)

qui reldve r (c'est-a-dire r oh = identitd) st est telle que

ppotoh: Q.(B,xo)—%F



1-15

ne soit autre que l'application £ ¢ (4, xo) > (X, xo) définie par 1'in-
jection d¢ A dens X . Or cecla résulte d'un lemne général que voici ¢

IEMME 4, - Soient un espace X , un point-basc. X € X , et deux sous-cspaces
B et C tels que x € B, x ¢ C . Considérons le fibré

F->Y->B,

ou ¥ = E(X ; C , B) (espace des chemins de Y , d'origine dans € et d'extrémité
dens B) , l'application Y =B {tant celle qui associe & chaque chemin son
extrémité;la fibre F est donc 2(X , C , xo) (espace des chenins de X ,
d'extrémité x , d'originc dons C)e Soit ¥, €Y 1s lacet ponctusl }'cvo de
l'espace X . Considérons le diagranme (4) contruit avec F , ¥, B ; alors il
cxiste uns application contimue h s (B, =) —=9Q(Y, F, y,) qui reldve r,
et est telle que p; ot o h soit l'application SMB, x ) —>F =2, C, x )

définie par l'inclusion d¢ B dans X .

/
DEMONSTRATION du lemnes = Soit u—> « (u) un lacet de B, d'origine x_ ;

posons
plu, u') = x(inf(u , u')) , pour Ogusl , O=su'=l o

Pour chaque valeur de u' , l'application u = p(u, uf) est bien un chemin
de X, soit ¥(u'), dont l'origine est dans C et l'extrémité dans B ; ¥ (0)
est le lacet constant '3’{0 s &b X(l) niest autre que le lacet K , qui est
bien un é1lénent de Q'(X , C , xo) =F , L'application u' —> ¥ (u') est donc
bien un chemin de Y , d'origine y_ et d'extrénité dans F j ainsi ¥ est un
point de R , F, yo) o On définit l'application cherchée h en posant

h(x) = ¥ ; il est immédiat qus h satisfait aux conditions de 1'énoncé,
Ainsi le lemme 4 est dénontré, et aussi, du néne coup, le théoréme 1.

Revenant a la suite exacte (Z) , il est clair qu'ells est un foncteur covariant

du triple (X, &, xo) o

7. Lo suite exzcte d'homotopie des fibrés,

Soit F—>X —>B un fibré de Serre. Appliquons le foncteur T, au diagraome
(4) aun° 3 3 11 vient un diagramme cormutatif, dont les lignes sont exactes

en vertu du lemme 3 3
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7 (F) —>m( (X)——7 {B)
J/id. . J/id.
T (B) 25 T (F) =T (0)

\Lid. \Lid.

Ty (K) —> T, (B) 5 (F)

\Lid. \Lid.

(F) — W, (X) —> 10 ,, (B)

n+1 n+l

(B) — ™, (F) est celle définie par le diagrarmec

7 (a)
W, F, %)) —2 s 7y (F)

_‘Tn(r)ly

T(n(il(B s bo))

ou l'application 0 ¢ ¥ n+l

Pour n >1 , toutes les applications précédentes sont des homonorphisnes de
groupese. Ainsi ¢

THEOREME 2. - Un £ibrd de Serre F —>=X B (o F désigne ln fibre de
x, € X, st b = p(xo)) donn: naissance & une suite exacte (illimitée 3 gauche)

tee ™ Trn'i‘l (B’bo) —e \n'n(F’xo.)‘ %n(x’xo) -,”\.:*TI;I(B)bO) fq..:..

cor = TU(Bb ) =0 (Fyx ) = TC(X,x ) ~ 7_(8,b,)

Les applications T, (F, x )= w (X, x) et W (X,x)—> W(B, v)

sont définies per les applications F =X et X — B ; l'application
0 3 ﬁn+1( s by ) = Trn(F , xo) est celle définie ci-dessus, et c'est un

honomorphisme de groupes si n> 1

4 ce sujet, il y 2 plusieurs remarques & faire 3

v
REMARQUE 1. - Dans la suite exacte (<) , relative & un espace X ot un sous-
espace L , remplagons 4 pear la fibre F - d'un fibré X ; d'aprés les définitions
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données, on a un di-gramme comrmutatif

T &y x) — &, Fox)—>T(F,x)

\Lid. l lid.

1(X,x)-—-)-u +1(B,b) —-%-Tr’n(F,xO)

ol les applications de le premiére ligne sont celles de la suite exacte d'homotopie
relative, et celles dec la mconde ligne sont celles de la suite exacte d'honotopie
du fibré ; 1tapplication verticale T x,F x»)-—> m +1( s bo) est cells
définie par 1l'epplication p ¢ X —>B (qui envoic F au point bo), 6t c'est

un isomorphisne.

REMiRQUE 2, - Prenons pour X 1le fibré E'(B , bo) de base B , qui est con=-
tractile et a pour fibre l'cspace des lacets SL(B s bo) 3 puisque
T (E'(B, b)) est rétuit & un élénent pour tout n , la suite exacte du théo-

rénc 2 donne une bijection
: )
—Wni-l(B s bo) - “Wn(;l(B ’ bo) ’ bo)

qui n'est autre que la bijection ayant servi de définition récurrente aux groupes
d'homotopie d'un espace B o Pour le voir, il suffit d'appliquer le lemme 4. Mais

si, au leu du fibré E'(B, b ) forné des chemins de B d'origine b, s OB
avait considéré le fibré E(B b ) fornmé des chenins de B d'cxtremte b s
on aureit trouvé la bijection ¢ +l( » b, ) - T, (=(s , b, ), b ) dedultc de
la précédente en effectuant d'abord sur la, groupe T, +1( bo) la transfornae
tion qui consiste & envoyer chaque élément sur son inverse ‘(pour 1o loi de com=
position du groupc). Cela résulte en effet d'un lerme analogue au lemmes 4 ¢ si
on prend Y=E(X ; B, C) , l'application Y -» B &tant celle qui associe &
chaque chemin son origine, lo fibre F est alors QX , C, xo) 5 11 existe
dans ce cas une application contimue h : QB , x ) —> Y, F, y ) tells
que

1° r oh soit 1l'application qui, & chaque élément de Su(B , xo) , associe
le "lacet opposé! ;

2° pp ot oh soit llapplication (B, x ) —>F = (X, ¢, x ) définie par
l'inclusion d¢ B dans X .

Ainsi, lorsque l'entier n est > 1 , 1'homomorphisme de groupes
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: ~
ﬂ'n+1(B Iy bo) -5~ ‘Wn(;l(B 9 bO) N bo) = lTn+1(B ’ bO)
défini par 1o suite exacte du fibré E(B , bo) (de basc B, de fibre

QB , bo)) est celui qui transforme chaqus é1lénent dans 1'élénent opposé (pour

la loi de groupe abllicn)s Pour n = 0, on trouve ltapplication
— _
(@, b)) >, (B, b))

- qui trensforme chague ¢élément du groupe Ty (B, bo) dans son inverse (ce n'est

pas, en général, un isomorphisne de groupcs ).

REMiRQUE 3. = Lo suite exacte d'homotopie des fibrés est éviderment un fonc-
teur covarient du fibrée Mais il fout prendre garde au fait suivant : considérons
le diagramme (A ) du n® 3, et identifions les groupes d'homotopie

T, (B(X y F))ar, (X) aunoyen de -, (p))
‘n‘n(Q(X s F oy, xo))ﬁ’:nnﬂ(B) au moyen de Trn(r) ’
Tfn(Q(X , :co))~'“~2q‘rn~l_1 (B) (par aéfinition) ;

alors chacun des. fibrés des lignes du diagrarme (A) possdde une suite exacte

d'homotopic, et en particulier la seconds ligne définit
& ¢ T (K) > T ),
et la troisiéme ligne d¢finit

33 H _’Tn'l'l(F) - 17 (X) .

n+l
On constate que 63 est bien l'application définie par l'injection F -3 X

(appliquer le lemms 3), mais que O, est 1'"opposé" de l'application définie par
1tapplication p ¢ X —> B . On pourrait voir aussi que la suite exacte d'homoto=

pie du fibré
Q(F) = £1(X) — 2(B)
définit une application TV ., (5-(B)) = ™ (92(F)) qui est 1'"opposée" de

1'application AL (B) =~ T (F) de 1z suite exacte d'homotopie du fibré
FedX->»B,
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Cas ou le fibré F —>~X ->» B posséde une sections— Supposons l'existence d'une

application continue s ¢ B =X telle que p o s soit l'application identiqus
de B « Alors l'application conposée

1, (s) e
TB) =225 ) —R

T (B)

est 1'identité, donc TTn(p) est surjectif, pour tout n >0 . Il en résulte que,
pour tout n >0, l'application O : T (B) —»‘Wn(F) est mulle (si n=0,
ceci signifie que 1'image de O est réduite au point-base de TFO(F)). hinsi,

la suite d'homotopie du fibré donne des suites exactes
0 = 1, (F) > T, (X) = 7w (B) =0,

6t ceci vaut méme pour n = 0 , étant alors entendu que O désigne un ensenble
réduit 3 son point-base. L'existence d'un relévenemt ‘T(n(B) - Trn(x) entratine
que, pour n =2 , le groups abllien ‘n'n(X) est sorme directe de '*.Tn(F) et
Tfn(B) (relevé dans 'Trn(X)) 5 que, pour n =1, le groupe Ty (X) est un
produit croisé de (F) et T('l(B) o Pour n=0, il n'y a pas de conclusion

aussi précise concernant 1'ensemble TrO(X) o

8. Le systeme local des groupesd'honotopie.

Soit X un espace, et soit u un chenin de X, d'origine x = &t d'extréuité
~ x o+ Définisons une application Yy de l'espace -<(X , x) dans l'espace

QX , x o) , en associant i chaque lacet f (d'origine et d'extrénité x) le
lacet

(uef)out

d'origine et d'extrémité X, (u* désigne le chenin "opposé® & u , c'est-a—~dire
u'(t) =u(l - t)) o L'application . esr continue ; elle est homotope 4 1'agppli-
cation qui transforme £ en \uc(feou') ; il en résulte aussitdt que si v est

un chenin de X , d'origine x ot d'extrémité x' , les deux applications

st @ oy, ds - (X, x') dams (X, x ) sont honot~mes. Quand

Lﬁlvv
-on passe aux groupes d'homotopie, on obtient un hononorphisne

Et 1'on a \\Ju v - Q"’u ° ¥y ° De plus, on voit aussitdt que l'application
VY, B dépend que de la classe d'homotopic du chemin u d'origine x, et
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d'extrémité x donndes. En particulier, si u' ddsigne le chenin opposé & u,
Yy St ltapplication identique de T (x, X ), et Voygrg 5% 1'application
identique de T (X , x) « Do 12 résulte que ¥, ¢st un isomorphisne de

T x, X, ) sur ™ (X , x) o Ainsi les groupes d'homotopie T (X) attachés

aux dlffercnts pon.nts dtune rnéne conposante connexe (par ares) de X sont isonor-
phes entre sux j toutefois, l'isonorphisne de Trn(X , xo) sur ’Tn(X y X)
dépend, en gépéral, de la classe de chenins d'origine x 6t dlextrénité x .

On voit que les groupes ﬁ’n(X s X) , pour chaque n =1 , forment un sxstéme
Jlocal sur l'sspace X o En particulier, prenant x = X, » on voit que le_groupe
(X, x) opire (& gauche) dans chacun des 7T, (X , x ) 1si u estun
lacet d'origine x_ , l'eutomorphisue , de “ﬂ‘n(X » X)) est, par définition,
celui défini par lo classe de u dans Ty x, xo) « On voit notarment qus,
pour n=1, T, x, xo) opére dans T} x, xo) par les automorphisnes

intérisurs
(x5 p)= L Sl

7 \
THEOREME 3. = Si 1l'espace X est nuni d'une loi de composition continue pour

laquelle x, est presque éliment neutre, les opérations de Ty X, xo) dans

chacun des groupes "\Tn(X ’ xo) (n=>1) sont triviales.

DE'MONSTRATION. -~ Observons d'abord que si on identifie , (XxY, (x ’ yo))
au groupe-produit (X ) X ) x T (Y ) ¥, ) , on obtient les opérations de
™ xxy, (x ) ¥, )) dans T (X x Y, (xo , y )) en faisant le "produit" des
opérations de Tl (X) dens T, (X) et de Ty (Y) dans (Y)

(X, p)elu, v) = (xou, pov) ,

en notant . 1'opération du groupe T, dans le groupe T e

Considérons alors la loi de composition de l'espace X j on a un diagrarme corrmu-
tatif

'(Tl(X x X) x TY’n(X x X) —> ‘\Tn(X x X)

lr e

() % g (%) —> <7, (X)

ol les applications horizontales sont celles du groupe ’ﬁ’l dans le groupe ™p 9
et les applications f et g sont définies par 1ltapplication X x X - X .
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Solent alors e (X) et u evn(X) ; notons 6, et o les é1énents ncutres
de TTl(X) et de '\Tn(X) $ona

(o o el).(en , u) = (¥ ©, el.u) = (en y 1) 3

en appliquant f et g, on obtient X «su =u , ce qui dénontre ls théoréne.




