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MODULES DES VARIETES ABELIENNES POLARISEES
ET FONCTIONS MODULAIRES, I.
par Goro SHIMURA.

On pourrait regarder la théorie des fonctions modulaires de Siegsl comme la
théorie des modules des variétés abéliennes, ou plus précisément des variétés abé-
liennes polarisées de la famille principales En effet, on peut faire correspondre
4 tout point 2z de l'espace de Siegel f{n une variété abélienne projective A(z)
ayant (z 1n) comms matrice des périodes ; et l'application 3z — A(z) donne
une correspondance biunivoque entre 1'espace quotient S{n/Sp(n , 39 et 1'ensemble
des structures de variété abélienne polarisée de la famille principale, comme
WEIL 1'a signalé & la fin de 1l'exposé 2. L'objet de cet exposé est de représenter
d'une manidre concréte cette relation en démontrant que les "modules" des variétés
A(z) polarisées par les sections hyperplanes, regardés comme fonctions de 1z ,
engendrent les fonctions modulaires de Siegel. Dans ce but, on va d'abord s'ocduper

des notions de "module® d'une variété abélienne polarisée et de variété de Kummer.

1, Variétés polarisées.

Soient V une veriété algébrique compléte non-singuliére en co-dimension 1,
définie par rapport & un corps k , et X un diviscur sur V rationnel par rap-
port & k o Soit L(X , k) 1'ensemble des fonctions f sur V ,.définics par
rapport & k , telles que l'on ait (£)> - X, ou (f) désigne le divieeur de la
Pcnction " f- o -On désignera par £ (X) 1la dimension de l'espace vectoriel L(X , k)
sur k . Soient ;{fo s ooy fn} une base deé L(X , k) sur k , st x un point
génériqus de V par rapport & k ; soit V(X , f) le lieu de (fo(x),...,fn(x))
par rapport & k dans l'espace projectif de dimension n « On obtient alors une:
application ratiomnells F de V sur V(X , f) , ayant k comme corps de
définition, définie par F(x) = (fo(x) y see y fn(x)) . Nous dirons que le divi-
seur X est ampls si cette application F est birationnelle et biréguliére ;

cette définition he dépend que de X et non du choix de k , £, 00 X o

Aver les mfmes notations V , X , on désignera par C (X) 1'ensemble de tous les di-
visears K' sur V pour lesquels il existe deux entiers strictement positifs n , m'
tels que mX soit algébriquement équivalent & m'X' ., L'ensemble C(X) s'appellera
une polarisation de V si £ (X) contient un diviseur ample. Nous entendrons
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par variété polarisée, une variété algébrique V sur laquells est donnés une

polarisation C et la désignerons par (V, C) . Nous dirons qu'une variété
polarisée (V, (C) est définie par rapport & un corps k- si V est définie par

rapport & k , et si C contient un diviseur rationnel par rapport & k . Soit &
un isomorphisme de k sur un corps k' ; scient (V, ¢ ) une variédté polarisés

définie par rapport & k , et X un diviseur dans C rationnel par rapport & k .
On obtient alors une polarisation C(X°) de VY , que l'on désignera par € .

2+ Variétés abéliennes polarisées.

Rappelons d'abord quelques notions et propriétés des diviseurs sur une variété
abéliennc. Soient A une variété abéliemne, X wun diviseur sur A et a un
point de A , On désignera par Xa la transformée de X par la translation
x=)x+a sur A, Le diviseur X est dit non-dégénéré s'il n'y a qu'un nombre

fini d'éléments u ds A tels que Xu soit linéairement équivalent & X .

IEME 1 (WEBIL[5])e = Soit ‘X un diviseur sur unc variété abdlienne A o S'il

existe un entier n > 0 tel qus nX soit ample, X est non-dégénéré. Réciproque=

ment, si X est positif non-dégénéré, il existe un entier n_ > 0 tel que nk
soit ample pour n > n

IEMIE 2, - Soient X un _diviseur non-dégénéré sur unc variété abélienns A et

Y un diviseur sur A , algébriguement équivalent & X o Alors, il existe un point

u de A tel que Y soit lindairement équivalent & Xu .

En effet, en faisant correspondre u & la classe de Xu - X , on obtient un
homomorphisme de 4 sur la variété de Picard de A ; si X est non-dégénéré,
cet homomorphisme est surjectif ; i1l existe donc un point u de A tel que’

Y -« X soit linéairement équivalecnt & Xu ~ X 3 d'ol résulte le lemre 2.

Le lemme suivant est di & MATSUSAKA,

LEMME 3. = Soient A une variété abélienne de dimension n et X un diviseur

positif non-dégénéré sur 4L . Alors on a
n
0(x) =§§_&n_§_}_f_l ,

ol deg (X ) deslgge deg (Xu1 vee Xun) pour n points w , «.s , u de A
tels que le produit d'intersection soit défini.
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IEME 4, - Soient 4 ot A' deux variétés abéliennes de méme dimension, A un

homomorphisme dé 4 sur 4' , ¢t X' un diviseur positif non-dégénéré sur A' .
On a alors ‘

Aty = w() LY,

ot w»(A) désigne le degré de 1'homomorphisme A .

Ctest une conséquence immédiate du leume 3.

Soient (4, C) et (&', @) deux variétés abéliennes polarisées de méme
dimension, et A un homomorphisme (isomorphisme) d¢ 4 sur A!' . Nous appellsrons
A un homomorphisme (isomorphisme) de (4, @) sur (A', Q') s'il existe un

diviseur X' dans >’ tel que ?«"1 (X1) soit contenu dans C 3 s'il en est

ainsi, /{\-1 {Y) estcontonu dans C , pour tout Ye€C' . D'aprés notre définition
et d'aprés WEIL [ 5], pour toute varidté abéliennc polarisée (A , £ ) , il y a toujors
un isomorphisme de (A , C ) sur une variété abdlienne polarisée (L' , X') tells

que L' soit une veridté projectivect C'contienns les sections hyperplanss de A!'

/ \
THEOREME 1, - Soient 4 et 4' deux variétés abéliennes dans un espace projectif';

soient C et (' respectivement les polarisations de 4 et de A! définies par

les sections hyperplanes. Supposons que 4 et A' ne scient contenus dans aucun

hyperplan et que les systémes lindaires des sections hyperplanes de L et de A!

soient complets. Llors, pour que - (' , C') soit isomorphe & (L, C ), il faut

et i1l suffit que A' soit une transformée de L  par une transformation projec~

tive.

Soit H un hyperplan de l'espace ambiant pour A et A' ; soient Y = H.A ,
Y! = HJA!' . Supposons que - A! soit une transformée de & par une transformation
projective ¢ 3 désignons par F 1l'application de A sur 4' induite par Q.
I1 existe alors un isomorphisme A de L sur L' et un point b € A' tel que
lton ait F(x) = A(x) +b pour x ek . Soit a un point de A tel qus l'on
ait b= - Ala) . On vérifie aisément que R_l (x) = pt (Y,)a ; ce dernier est
algébriquement équivalent & Ffl (Y') ¢ Comme Y¥' est une secction hyperplane de
A et comme T est induit par une transformation projective , on voit que F-lw (Y1)
est une section hyperplane de¢ A , de sorte que gt (Y') est algébriquement
équivalent & Y ; crci démontre que (4 , ¢ ) est isomorphe & (A' , C) + Réci=
proquement, supposons qu'il existe un isomorphisme % de (A, C) sur (A' , C') .
Dtaprés notre définition, il existe deux entiers positifs r , s tels que

r ¥ -1 (Y') soit algdbriquement équivalent & sY . Par suite, d'aprés le lemme 2
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¢t le lemne 3, on a - Q(<§-1(Y')) =" ¢ (1Y) , O n est 1a dimension de A «
Dtautre part, on voit, on vertu de notre hypothése, que 2/(15 () ot A(¥)
sont égaux & N +1 , N étant la dlmen31on de l'espace ambiant pour 4 . On a

done r =s j d'oh résulte que ‘f (Y’ est algébriquement equlvalent a Y.
D'aﬁrés le lemne 2, il existe un point u de 4L tel que ' (Y') soit linéairc-
ment equlvalent a Y ; 11 existe donc une fonction g sur A tells qu'on ait

(g) = (Y') - Y . 801t (X y oo 3 XN) le systéme des coordonnées de 1'espace
ambiant pour A et soient fi fi les fonctions sur L et sur 4! ipdultes

par xi/zj: y; %y » Tospectivement, ob jZ yy %; =0 est 1'équation d'un hyperplan.

Soit k un corps de définition pour 4 , L', Y, et g par rapport auquel u

et les Xj sont rationnels. D'aprés notre hypothése, les f, forment une base

de L(Y , k) « Soit hy la fonction sur AL définie par hi(x) = f:!,_(‘@(x +u)) g(x)
par rapport & k , x étant un point générique ds A par rapport & k o On
vérifie facilement que hi € L(Y , k) , de sorte que les hi 8'expriment sous les
formes h, = 1:-' YRS (0c1sN), ohles &, sont des éléments de Xk o

Comme les hi sont llnealrement indépendants sur k , la matrice (gi ) est in=
versible. Soit x un point génériquc de A par rapport & k ; alors les fi(x)

sont les coordomnées de¢ x j; et de plus, on voit que les hi(x) sont les coordonnées
de & (x +u) « Il en résulte que A' est la transformée de L par la transfor-
mation projective donnée par la matrice (gij) 3 co qui compldte la démonstration

du théoréme 1.

Soit V une variété algébrique dens 1l'espace projectif PN de dimension N .
Soient k un corps de définition pour V et (t, j) une matrice de degré N + 1 ,
dont les coordonnées sont (N + 1) variables indépendantes sur k . Iqaoa.cn'b
V' la transforméec de V par la transformation projective (a ) — (ﬁ:b a )

ou (a ) & PN ,et 2z 1le point de Chow de V' « Comme le corps k(z) est contenu
dans k(t) , k(z) est une extension reguliere de k ; donc on obtient une

variété 3; comme le lieu de =z par rapport & k . On peut facilement vérifier que
SE ne dépend que de V et non du choix de k et de (t) + La variété S¥
s'appellera la famille projective de V .« Soient V et vt deux variétés algé-

briques dans un espacec projectif j soient T) et SJ x%pectivement les familles
projectives de V ¢t de V' . Alors, pour que l'on ait ~V ﬁ”’, il faut et il
suffit que V! soit une transformée de V par une transformation projective.

THEOREVE 2. - Soient A une variété abélienne dans un espace projectigg e la

polarisation de A définie par les scctions hyperplanes et ~3? la famille
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projective de I o Supposons que 4 ne Soit contenu dans aucun hyperplan et que

le systéme linéaire des sections hyperplanes de A soit complet. Soicnt k un_

corps de définition pour A et ¢ un isomorphisme de k sur un corps k' . hlors,
pour qus l'on ait %= %t , il faut et il suffit que (4° , C¢) soit isomorphe
a @a,C).

On vérifie facilement que JF % est la famille projective de 4° . hlors le théorime

2 est une conséquence du théoréme 1.

3¢ Le corps du moduls d'une variété abélienne polarisés.

Soit (A , C) une variété abéliemne polarisée, et soit C* 1'ensemble de tous
les diviseurs amples dans C . Chaque élément X de C *  4éfinit une immersion
birationnelle biréguliére de 4 dans un espace projectif. Désignons par T (b y X)
la famille projective de 1'image de cette immersion. '

D'aprés le lemme 2, si X! est algébriocuement équivalent & X , on a

Fu,x)=5Fu&,x).

PROPOSITION 1. = Les notations étant comme ci-dessus, soient K et K' respective

ment les plus petits corps de définition pour Jt(h , X) et pour F (4, mX) ,

o m est un enticr positif. hlors, K est une extension purement inséparable

de K! . De plus, si la caractéristique p du corps de base ne divise pas m ,

ona K=K,

Soit 2z un point générique de (4 , X) par rapport & K . D'apres notre
définition de la femille projective, z est le point de Chow d'une variété abé-
lienne Ao isomorphe & 4 o Soit X0 une section hyperplane de 4 o * On voit .
facilement Jr(A , X) = §f(a , X)) ot &(a, mX) = F(4 , uX ) . Come &
est défini par rapport & K(z) et comme L n'est contenu dans aucun hyperplan,
on peut prendre XO de telle fagon qu'il scitzationnel par rapport & K(z) « Par
suite EF(AO ’ mXo) est défini par rapport & K(z) ; d'oh résulte qu'on a
K(z) > K! « Soit 6 un isomorphisme de K(z) sur un corps, qui est l'identité
sur Ko, Onaalors $@A, X)¢ =F(h, X); d'aprés le théoréme 2, (4 ,C ) est
isomorphe & ’(A’t R Gﬁ) ; ou T est une prolongetion de 6 . D'aprés le méme
théoréme on a St (A , mX)® = (s , mX) ; donc & est 1'identité sur K' . On
en déduit que le corps composé KK'!' est une extension pursment inséparable de
K . D'aprés la mfme raison, KK' est purement inséparable sur K' . Comme- K(z)
est régulier sur K , on doit avoir KK' =K ; ce qui dénontre la premiére assertion
de la propositione Supposons maintenant que la caractéristique p ne divise pas
m . Soit z' un point générique de &t (4 , mX) par rapport & K' ; 1l existe
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une variété abélienne A' dont le point deChow est 2z' . Soit Y wune section
hyperplane de 4' rationnelle par rapport & K'(a') . D'aprés notre construction,
il existe un diviseur X' sur 4' tel que mX' soit algébriguement équivalent

4 Y . On peut flacilenent démontrer qu'il existe un corps k séparablement en-—
gendré sur K'(z') et unc puissance p° de p tels que p- X' soit rationnel
par rapport & k . Corme n et pr sont preniers entre eux, il existe deux
entiers a , b tels qu'on ait am + bp- =1 ; alors aY + b(p" X!') est algé-
briquement équivalent & X' ; et l'on voit facilement

Go(ar , a¥ + b(p" X')) = He(ar , X1) = &, X) .

Comme aY + b(p" X') est rationnel par rapport & k , G (i, X) est défini par
rapport & k ; il en résulte qu'on & k oK . D'autre part, k est séparablement
engendré sur K' ; on peut en conclure K =K' , car on a vu plus haut que K
est purement inséparable sur K!' .

Soient les notations (L, C ) e* , Jelk , X) - comme ci-dessus. On

peut démontrer qu'il existe un diviseur Y sur & tel que tout X dans @ szcidt
algébriquenent équivalent 3 un multiple n¥Y , ot m est un entier positif. Soit
K, le corps minimum de définition pour Je (4 , m¥Y) pour chaque entier positif

n tel que nY soit ample. Soient m et n' deux entiers positifs tels que

nY et n'Y soient amples. Il existe un entier positif s tel que smm'Y soit
anple ;3 ou l'on peut supposer que p ne divise pas s . U'aprés la proposition 1,
les corps Km et Km’ sont des extensions purement inséparables de KS

! 5

d'aprés la méme proposition, si p mne divise pas m, on a Km' =K y de

son'
sorte qu'alors Km est une extension purement inséparable de Km' o Par suite,
81 p ne diviseni- n, ni n', ona Km = Km' « Nous appellerons ce néms

corps le corps du module de la variété abélienne polarisée (4, C) 3 lo corps

du module K est une extension purenent inséparable de Km pour tout n ; et
1'on a K = K_ si la caractéristique p ne divise pas n . Soient k un corps
de définition pour (4 , C) contenant K et ¢ wun isomorphisme de k sur
un corps k' ; d'aprés le théoréme 2, pour quse (L , € ) soit isomorphe 2

(85 , @9) , 11 faut et il suffit que & soit l'identité sur K . Dans le cas
ou la ceractéristique est 0, le corps du module K est déterminé par cette
prbpriété jona K= Km pour chaque n j; donc, K est engendré par le point
de Chow de J¢ (A , m¥) sur le corps Q des nombres rationnels, pour tout m .
De toute fagon, on verrait, dans le théoréme 1, que les points de Chow des

- 9e(h , mY) peuvent €tre regardés, sans restriction pour la caractéristique,
corre ded "modules" de (& , C) .
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4o Variétés de Kummere

Soient (4 4, C ) une variété abdlienne polarisée et G 1le groupe des automor-
phismes ds (& , @) ; on peut démontrer que G est d'ordre finie Nous entendrons
par une variété de Kummer de A wune variété quotient de 4 par rapport &3 G,

clest=a~dire un coupls W , h) forné d'une variété W et d'unc application
rationnelle h de A sur W jouissant des propriétés suivontes @

1°© h est défini partout sur 4 3

2° h=h o ¥ pour tout YeG ;

3° si h* est unc application rationnelle de L sur une variété W' satisfai-

sant & h'! =h' o ¥ pour tout Xé G, 11 existe unc application rationnells g
de W sur W' telle que 1l'on ait h'=goh et que g sgoit défini en tout

point h(a) pour lequel h' est défini en a .

I1 existe toujours un tel (W , h) (SERRE [2]) ; on peut construire W conme
une variété projective. De plus, on peut déuontrer, en vertu des résultats dans
WEIL [3], qu'il existe une variété de Kumer (W , h) satisfaisant aux conditions
suivantes (MATSUSLKL [1]):

(W1) W est défini sur le corps K du nodule de (6, C)

(W2) h est défini sur tout corps de définition pour (4 , C ) contenant K .

(W3) Si & est un isomorphisne d'un corps de définition pour (4 , @) conte-
nant K, et si )\ est un isonorphisne de (4 , € ) sur (5, ¢) , ona
6
h=h (] A .
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