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PLONGEMENTS PROJECTIFS

par -Henri CARTAN

On se propose de montrer que, pour tout groupe [ ' commensurable au groupe
. . \ .
modulaire [~ , 1'espace analytique normal f"\\ﬁ;n se réalise corme sous-

variété algébrique d'un espace projectif, le plongement projectif pouvant étre

*défini por des formes automorphes d'un méme poids.

1, Préliminnires sur les annecux gradués.

I1 sera commode Ac rassembler ici quelques résultats classiques. Un anncau
gradué est un annenu A , muni d'une graduation nositive telle que le produit

d'un élément de Ap et d'un é1lément de Aq soit dans Ap+q . Pour qu'un

anneau gradué A soit intégre, il faut et il suffit qu%11e produit de deux

éléments homogénes # 0 soit # 0 ; en effet, si a = 4; o4 et b= 7;3 by

sont # 0 , soient p le plus petit des i tels que a, £0 ot g le plus
petit des i tels que bi # 0 ; la composante de degré p +q du produit ab

est a, bq #0 , donc ab £0, ]

On s'intéresse a leo cldturc intégrale d'un anneau gradué A (intégre). Consi~

dérons les éléments du corps des fractions X de A qui peuvent s'écrire a/b ,
oi a et b sont homogénes, b # 0 ; ceux d'entre eux qui sont entiers sur A

. » . . . *
engendrent évidemment un anneau gradué A~ , entier sur A ., On va voir que A

est, en fait, la cldture intégrale dec 4 (clbturc qui cst donc un anncau gradué).

Pour le montrer, observons que A = 8 ; donc, remplagant A par a* s il
suffit de prouver :

PROPOSITION 1. - Soit 4 un anneau gradué intégre, tel que A4 = A¥ . Alors 4

est intégralement clos.

On aura besoin d'un lemme connu @

LE2ME, — Soit A wun annecu intégre, K son corps des fractions, et t une
indéterminée. Tout élément de 1l'algébre des polynbmes K[t] qui est entier

sur A[t] o ses coefficients enticrs sur "4 .

4
DEMONSTRATION du lermmc. — Soit f(t) un polyndme & coefficients dans K s et
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n n-1
P(,Y):y +O.n_‘1y +cco+ao

un polyndme uniteire dont les coefficients 2y apparticnnent a Alt], et tel
que P(f(t)) = 0 . Soit m un entier strictement supéricur aux degrés do £(t)
et des ai(t) . Ona

(1) P(x + tm) = xn + bn—l Xn~1 + ee0e + bo ’

& coofficients b, € Alt], et bo(t) cst un polyndme unitaire en t . Si dans
le second membre de (1) on remplace x par f£(t) - t" , on trouve identiquement
0 , donc le polyndme unitaire bo(t) est divisible par lc polyndme £~ e(t) ,
dans 1'anneau K[t ] . Les racines du polyndme " - £(t) (dans unc cldture
algébrique de K) annulent donc le polynfme unitaire bo(t) ; par suite, clles
sont entidres sur A4 , ot les coefficients du polyndme uniteire £~ £(t)

sont donc entiers sur A . I1 s'ensuit quc les coefficients de f(ty sont

enticrs sur A . : C.Q.F.D,

IH&@NSTRATION de la proposition 1. ~ Soit \f l'homomorphlsme de l'anncau A
dans 1'anncau A[t], qui envoic un élément a € Ai dans a t' . Clest une
injection, qui identifie & & un sous-anneau de Alt]; k% se prolonge en
une injection (encore notée Lf ) do K (corps des fractions do A) dans le
corps K(t) des fractions rationnelles & une indéterminéec t . Soit ¢ wun
élément de K , ontier sur 4 ; &f(c) est un élémont de K(t) entier sur Alt],
donc entier our K[t] ct coome XK[t] est intégralcment clos, &f(c) cKt].

Soit (f(c i? k s Oy £ K ; d'aprés le lemme, legwq¢k sont entiers sur A .,

Puisque ¢ = u/v , avec u = Z: u, (u:.L ﬁ,Ai) , V= }é\
on a, dans K[t] y 1'8galité

o

. . €A, 0
v (vJ € 0 Y # 0)

ko]

Yfﬁ . A
Z iy _ 7 k
( at) (J>pv3t)_~~i~cL e t oy

d'ol 1'on 4éduit, par récurrcnce sur k , que ¢, cst le quotient de deux éléments

k
N ; . ® ;
homogénes de A . Puisque & = A , les C sont dans A , donc

1

e © A,
ce qui acheve la démonstration.

2. Algébres projectives.

Dans ce paragraphe ct le suivant, K désigne un corps algébriquement clos,

donné une fois pour toutes.
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Pour chaque entier N , on notc PN 1'espace projectif sur le corps K,

quotient de 1'espace KN+1 - §Oq§ . Toute sous-variété algébrique irréductible V

de Py définit un cbne algébrique irrdductible W dons g+l

, et réciproquenent.
Le quotient de l'algébre des polyndmes K[XO s eee s XN] par 1'idéal Acs poly-

ndmes nuls sur W ost une algdbre gradude, quc nous notcrons 4(V) : elle cst

déterminée par lo donnée de la sous-voridté V  de PN 5 &(V) cst intégre,
se réduit aux scalaires en degré O , ot cost engendrée (corme algébre & élément

unité) per un nombre fini d'é1lénents homogénes de degré 1.

/
DEFINITION, -~ On appelle algébre projective une algébre gradude 4 , intégre,

telle que AO se réduise aux scalaires, ot que 4 soit engendrée (comme algébre

4 lément unité) par un nombre fini (non nul) 4'élérents homogénos de degré 1.

Soit A une algébre projective ; notons N + 1 1la Aimension de 1l'espace

vectoriel A1 . Le choix d'une base de Al identifie 1'algébre A au quotient
de K[XO yeevy XN] par un idéal homogéne, premier, qui Aéfinit donc un cdne

N+1

algébrique irréductible W dzns K et cet idénl est celui Ac tous les

2 o»

polyndmes qui s'annulent sur W , d'aprés le "Nullstellcnsatz". Soit V 1la variété
algébrique projective définie par W ; alors 1l'algébre 4 s'identifie & 1'al-

gébre A4(V) associde a V . Si on change l= base de 1'espace vectoriel Al ,
on trouve une variété V' qui se déduit de V par un automorphisme de 1l'espace

projectif PN . sinsi toute algébre nrojcctive 4 définit, & un isomorphisme prés,

une variété algébrique projective V , irrédﬁctible, telle que A(V) = 4 , On 1la

notera V(4) ; elle n'est contenue Aans aucun vrai sous-espace projectif de

1'espace Py dans lequel elle est nlongée.

T
Soit 4 une algébre projective ; notons AT 1'idéel maximnl %;;i by e Pour
tout idéal premicr homogéne I distinct e N , le quotient 4/I " ost encore
une algébre projective , qui A4finit une sous-variété de la variété V définie
par 4 . Les idéaux premiers homogénes # 47 forment un ensemble ordonnd inductif,
dont les é1éments maximaux corrcsnondent nux points de la variété V(4) . Ce sont
les I tels que A/I soit isomorphe (comme algébre graduée) a 1'algébre K[ Y]

des polyndmes & une varisble,

Pour qu'un idéel premier homogénc I soit maximel dans 1'ensemble des idéaux
premiers homogénes # A" , 11 faut ét il suffit I P\Al soit un sous-espace -
vectoriel de Al dont la codimension soit égale & 1 ; et alors 1 est engendré
(comme idéal) par 1 n A .

PROPOSITION 2. — Soient & et B deux algébres orojectives, B étant une
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sous-clgébre gradude de A . Si A ost entiérc sur B, 1l'injection B —> A

Aéfinit une application surjective V(A) — V(B) . -

’
DEMONSTRLTION, — Un point de V(4) est défini par un idéal premier homogéne I
de 4 , moximal dans 1'ensemble des idéaux premiers homogdénes # s’ . Soit
J=1 A B, idéal premier hormogéne de B ; pour montrer que J Aéfinit un

point de V(B) , on doit montrer que J N B, =1 NB est de codimension 1

dans Bl s et pour cela prouver que B1 n'est pas contenu dans I . Or soit
- . n i N
a € Ay tel que a # I ; onea une relation a™ + Efilfﬁ bi 2~ =0 , ou

bi € Bn—i est de ddgré > 0 ; les bi ne sont pas tous dans I , ce qui implique

que B, n'est pcs contenu dans I .

1
ainsi on a défini une application f : V(a) —3 V(B) . I1 reste 3 montrer qu'elle

est surjective. Soit J un idéal premier homogéne Ae B , maximal dans 1'cnsemble

des idéaux premiers homogenes ; d'aprés le théoréme de Cohen~Seidenberg, il existe

un idéal premier I de 4 tel que I ~B=J, et tout idéal I' > I tel

que I'/”N B=J estégal & I . Ceci implique A'abord que I est homogéne

(car 1'idéel homogéne I' engendré par I satisfait & I' ™ B = J), et ensuite

que I est maximal dans 1'ensemble des iddaux premicrs homogdnes # At (car

si I" est un élément maximal contenant I , I"™ A B, est # Bl- d'aprés ce-

1

qu'on a vu dans la premiere partie de la démonstration j; donc I" /M B1 =J N B1 ’
et par suite I"~ B=J, d'ol I" =1I), Alors I définit un noint-de V(A) dont

l'image dans V(B) est le point donné (défini par J). Ceci achéve la démonstration.

Soit & une clgébre projective ; nour que la varidté V(i) soit projectivement

normale, il faut et il suffit que 4 Soit un anneau intdgralement clos (dans son

corps des fractions). Ceci exprime que lc cénec W(4) est une varidté affine

normale, On dira alors que A cst une algébre projective normale.

Soit & nouveau i une algébre projective (quelconque) ; cherchons 1'anneau
local O(x) d'un point x € V(&) . Il se compose évidemment des fractions p/q ,
oW p et q sont des éléments homogenes de A , de méme degré, tels que q soit
#0 aupoint x - (c'est-a-dire : q n'appartient nas & 1'iddal premier homogéne
défini par x). L'ensemblc dc ces anneaux locaux définit la structure de variété
algébrique de V (indépendamment de son plongement projectif). Si V est pro-
jectivement normale, sc structurc de variété algébrique est celle d'une variété
normele, la réciproque étant inexacte.

Pour toute algébre gradgée Ly nous noterons, pour tout entier 4 > 0 , A(d)

QN
la sous-algébre 4%?30 Ay q » munie de la graduation dans laquelle les é1éments
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de A

x4 sont de degré k .

PROPOSITION 3., — Si A est une algébre projective, il en est de méme de A(d) H

et 1'injection 'A(&Tj__; A Adéfinit un isomorphisme des variétés algébriques
) ot V).

La premierc assertion est évidente. D'autre part, soit I un idéal premier
. 1 . A+
homogéne de 4 , maximal dans 1'ensemble des idéaux premiers homogénes # 4"

l'espace vectoriel A4, n'cst pas contenu dans I (car si a € Al et a f I,

d
ad n'est pas dans 1), et il est immédiat que I N Ay est de codimension 1 dans
Ad (prendre une base de Al). Donec I r\Ad est un idéal premier homogéne de A(d) ’
maximal dans 1l'ensemble Aes idéaux nremiers homogénes J tels que Ad £#J . 0n

(d))

a ainsi 4éfini unc applicaetion f : V(4) —=y V(4 . Elle est injective, car

si I et I' sont distincts, il existe a € A, tel que a ?fl et a €1',
d'ou ad}é I ot a2 ¢ I' ., Enfin, f est surjective, car si J est un idéal
premier homogene de 4 d qui ne contient pas Ay s il existe un iddal premier I
de &4 tel que IN A(d) =J (d'aprés COHEN~SEIDENBERG), et on voit comme plus
haut que I eost homogéne ; il est trivial que I # At , autrement dit I Aéfinit
un point de V(i) que f applique au point donné de V(A(d))l.

I1 reste a vérifier que la bijection f A4finit un isomorphisme des anneaux
locaux des varidétés V(i) et V(A(d)) . Mais c'est évident, car toute fraction

p/q 5, ol p et g sont homogénes de méme degré, est égale 2 pqd'.‘l/qd .

3. algébres gradudes de type fini.

PROPOSITION 4. — Soit A une algébre gradudc telle que Ao soit réduit aux

scalaires., Si A cst de type fini (i.c. : engendrée, corme algdbre & élément

unité, par un nombre fini 4'éléments, qu'on peut évidemment supposer homogénes),

il existc un entier 4 > O tel que 1l'algebre gradude A(d) soit engendrée nar
()
A .

un nombre fini A'éléments de

COROLLAIRE. — Si en outre 4 est intégre et non réduite aux scalaires, A(d)

est une algébre nrojective.

DéMONSTRATION. ~ Le corollaire résulte évidemment de la pronosition, qu'on va
Aémontrer maintenant. Soient b, des générateurs homogénes de 1l'algébre A , de
" degrés mg > 0 (on laisse de cOté le cas trivial ol 4 est réduite aux .
scalaires)., Soit m le p.p.c.m. des m o Considérons tous les monbmes qET‘le ’

ou
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<
L =
0 ¢ 4 m./m.i , é%a oy m EO (mod n)

Ces mondmes sont en nombre fini ; soit do le plus grand Ae leurs Aegrés ; do
est un multiple d¢ m , éventuellement nul. Soit 4 1le plus grand des ontie?s a
et mj; d est unnmultiple de m . Soit F 1'cnsemble des monémes T;T'b;LI

de degré d ; on va wmontrew que, nour tout entier k > 0 , tout élément de Akd
s'exprime comme combinaison lindaire de mondmes par rapport aux éléments de F ,
qui sont en nombre fini. C'est trivial pour k = 1 ; nrocédons par récurrence

sur k . Si c'est vrai pour k - 1, tout élénent de degré kd ~cst combinaison

linéaire de mondmos dont chacun se not sous la forme
i 71 .Xi(m/ﬁi) N _ .
(1) (T;f b, ) (T;T by ), ot 0 &, < m/mi , >\i entiers,

Le premier facteur a un degré nmultiple d¢e m , donc & d , ot par suite 1l'expres~
“sion (1) peut s'éerire comme produit d'un élément de F par un élément de degré

(k - 1) ; 4'ou la récurrence, C.Q.F.D,

APPLICATION, - Soit 4 une algébre projective. On sait que la cldture intégrale
L' de A est un A-module Ae type fini, donc est unc algébre de type fini, De
plus &' est une algebre gradude, d'aprés la proposition 1. Le corollaire ci~

G . e
dessus montre alors que 4 38t une algebre projective normale, nour un
(df_4_>.A¢(d)
V(A‘(d))——~§>V(Ad‘) , d'aprés la proposition 2 ; d‘ailleurs V(A

'a V(A) comme variété algébrique (proposition 3). La variété algébrique projective

entier 4 > O convenable. L'injection 4 définit une surjection

(d)) est isomorphe

V(A'(d)) s'appellc la normalisée projective de V(A).

Pour toute algébre gradude intégre & , telle que A # i =K, et de type fini, on

peut Aéfinir une variédté algébrique V(L) , comme suit : il cxiste un entier

d > 0 tel que A(d) soit une algebre nrojective, ot la variété a%gébrique V(A(d))
ar)

ne dépend pas du choix de d : d'une fagon'précise, si A(d) et A sont des

(a)y

algébres projectives, on a2 un iscmorphisme unique de la variété algébrique V(4
sur la variété algébrique V(A(d')) : on 1l'obtient en composant les isomorphismes
V(A(d)) ~r V(A(dd')) et V(A(dd‘)) rMnV(A(d')) de la pronosition 3. De plus,
si on a trois entiers 4 , 4' , 4" , 1'isomornhisme V(A(d)) 2% V(A(d")) est
bien le composé des isomorphismes V(A(d)) o V(A(d')) et V(A(d‘))‘\r V(A(d")) .
Ceci permet de considérer la variété notée simplement V(A) . Si 4 est intégra-

lement clos, V(A) ecst une variété projectivement normale.

Rappelons un résultat connu :
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PROPOSITION 5, — Soit A wunc algébre gradude intégre, telle que s =K ;

soit G un groupe fini d'automornhismes de 4 (comme algébre gradude), et soit

B 1la sous-algébre (graiuée) Aes éléments G-invariants de 4 .

(1) si & # A, 0t si A est de tyoo fini, alors B # B, » ot B ost de type

fini ;

(i1) si B # Bo , et si B ost de tyne fini, alors A # AO s et 4 est de type

Rappelons briévement la démonstration. Pour (i), on considdre des générateurs a;
de 1'algébrec 4 , en nombre fini ; ils sont cntiers sur une sous-—algébre de type
fini B! de B (pour chaque a5 s considérer los fonctions symétriques élémen-
taircs des transformés de a; par G). Donc A est un B'-module Ae type fini,
et comme B' est un anneau nocthéricn, B cst un B'-module Ae type fini ; il
en résulte aussitdt que B , comme algeébre, cst engendrée par un nombre fini
A'éléments. De plus, si A n'est pas réduite aux scalaires, il cn est de méme
de B :car si a, de degré > O, n'est n.s nul, les fonctions symétriques

élémentaires Aes transformés de a ne sont pas toutes nulles.

Prouvons maintenant (ii). Soit F 1le corps des fractions dc & , et F' celui
de B . Les &léments de F' sont cxactement les élémonts G-invariants de F ,
done F est de degréd fini sur F' . Il cxiste dans F un élément primitif sur
F' , de degré k , et on peut le choisir Aans 4 . Soit P son nolyndme minimal
(polyndéme unitaire & coefficients dans B), et soit P' 1le rolyndme Aérivé ;
alors P'(u) #0 , et 1'on sait que tout élément a & 4 , étant cntier sur B,

satisfait & une relation
a () = Qw) ,

Q étant un polyndme Ae derré < k , & cocfficients dans B . L'application

a —pa P'(u) définit donc un isomorphisme Au B-module A sur un sous-module
A'un B-module de tyne fini j comme B est un anncau nocthdrien (puisque c'est
une algébre de type fini, nar hypothése), 4 est un B-module de type fini ;
donc 4 , comme algébre, est dec type fini. Puisque 4 DB et que B n'est pas
-réduite cux scalaires, il est trivial quc 4 n'est nas réduite aux scalaires.

Ceci achéve 1o démonstration.

PROPOSITION 6, — Dans 1'une ou 1'autre des hypothéses (i)_gE (i1) de la nropo-~
sition 5, la surjection des variétés algébriques V(A) ——V(B) (cf. proposition

1) identifie V(B) au quoticnt de la variété V(4) par le groure fini G, qui

y opére naturellement (puisque G onére Aans A).
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DEMONSTRLTION, - On peut supposer que &« ot B sont des algébres nrojectives ;
en effet, 4L et B sont de type fini, Aonec, d'aprés la pronosition 4, il existe
un entier 4 > 0 tel que n(ﬂ ct B 2) soient Acs algébres orojectives., Il
est immédiat que deux points de V(A) congrus suivant G ont méme imnge Aans
V(B) . Montrons que deux points x et y de V(i) non congrus suivant G ont
des images distinctes dans V(B) : ccs noints sont représentés nar des génér-trices

' ot y' des cnes W(A) ot W(B) ; il existe un polyndme homogéne qui est

X
nul sur la génératrice x' , et # O sur chacune des transformées de y' par G ;
l'image de ce nolyndme dans 1l'algdbre 4 est un élément a ; le nroduit b Ades
transformés de a par G est un élément de B , nul sur 1l'image de x et non

nul sur l'image 4e y . Donc x et y ont, dans V(B) , des images distinctes.

Pour montrer que V(B) , comme variété algébrique, s'identifie au quotient de
le variété algébrique V(i) par le groupe G , il reste 3 prouver ceci : si p
Adsigne la projection V(4) ——3V(B) , et si U est un ouvert de Zariski de
V(B) , les fractions b/b' (o b et b' sont deux éléments homogdnes de B ,
e méme degré, b' étant -# 0 en tout point Ae U) ne sont autres que les
fractions a/a' (ol a et a' sont deux éléments homogénes de 4 , de méme
degré, a' édtant £ 6 en tout noint Ade p“l(U)) telles que a/a' soit invariant
par G, Or ceci est évident : car une telle fraction a/a' est égale & une
fraction al/b' , ou b' désigne le proiuit de a' et dec ses transformés par G,

et ay cst un élément de A invariant par G , donc est dans B .

4. Un lerme sur les variétés projectivement normales.

On suppose désormais que le corps de base K est le corps C des nombres

complexes,

Soit &« unc algébre projective, et soit V = V(i) 1la veriété projective qu'elle
Aéfinit dans 1'espace projectif PN (rappelons que tout sous~espace projectif

Ae .PN contenant V(i) est identique A Py ) Soit W 1le cbne associé Aans

N+1

l'espace G « Soit F 1le fibré vcctorlel canonique, de base PN s de fibre \g“

(associé 2 i+l \Og » fibré principal 4o base Py » de groupe c*). Soit F(V)
le fibré induit par F sur V , et , pour tout entier k =1, (V) 1a

pulssance tensorielle k-iéme de ce flbre. Notons Sk(V) 1l'espace vectoriel .

des sections holomorphes du fibré F (V) . Pour interpréter ces sections, intro-~

Aduisons, pour chaque entier i tel que O < i &£ N, l'ouvert Vi de V,
image de 1l'ouvert w formé des points de W , ol la i-iéme coordonnde X5
est # 0 ; une sectlon holomorphe est définie nar un systéme de fonctlons %‘i

(L? holomorphe dans ¥, ) telles que, Aans U, A UJ , on ait
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2 (x,)% = %(xj)k )

(171

Associons 3 une telle section la fonction &f , 2éfinie sur W , et égale &
’i(xi)k dans W ; la fonction ¢ cst holomorphe sur W en tout point autre
que 1l'origine O (sommet Au cdne W), et cst homogdne de degré k (i.e. :

\-F()\ x) = \K '\?(x) pour x £W , x#0, A #8). Récinroquement, toute
holemorphe sur W — 30t et homogéne de degré k , Aéfinit unc section holomorphe
du fibré Fk(V) (prend;c Lfi = if/(xi)k). Observons que la somme Airecte

S(V) == Sk(V) cst munie A'une structure A'algdbre, et que la corresnondance

k>0
précédenf; est un iscmorphisme de cette algdbre S(V) sur 1'algébre des fonctions

holomorphes sur W - 30% et homogénes de tous les degrés.

PROPOSITION 7, — Lorsque V est la variété projective associde & une algebre

projective normele A ,locorresnondance précédente établit un isomorphisme entre

1'algébre S(V) et 1'algdbre 4 .

DéMONSTRATION. - Tout £lément de Hy définit sur W unc fonction holomorphe,
homogéne de Adegré k j car si un tel élément a s'exprime comme polyndme homogéne
P(aO y eee s aN), e degré k. , per rapport aux éléments a_ , ... ay 4'une

base de Al , alors a dinduit sur W 1la méme fonction que le polynéme

N+1

P(xO s eee s xN) Aes coordonnées x; e 1l'espace ambiant C « I1 reste &

montrer ceci : toute f holomorphe sur W -~ §o§ , et homogdne de degré k , est

induite par un nolyndme homogéne de degré %k .

Or, & cause de 1l'homogénéité, une telle f se prolonge par continuité & 1'ori-
gine, aveec f(0) = O . Ainsi prolongée, f est induite, au voisinage Ac 1l'origine,
par une fonction g holomorphe & l'origine Aans 1l'esvace ambiant, et ceci parce
que W est un sous-cnsemble analytique normal au point O (on admet le résultat
classique : la normalité analytique équivaut 3 la normalité algébrique). Soit
g = X &, le Aévelopnement de g en série de nolyndmes homogénes, au voisi-~

0

nage de . Par une homothétie de rapnort A # 0 , on trouve

o2 Abk ..

i"hzo € sur W .
-

Per différence, on voit que 2%* Ah-k g, s'annale sur W (la sommation étant

étendue & tous les h # k). Comme W ost un cbne, si une fonction s'annule sur W ,

il en est de mdme de chacun des polyndmes homogénes de son Aévelonpement de Taylor.,

Donc, ici, on trouve que gy = O sur W pour tout h # k , et par suite g = 8y

sur W , ce qui achéve la démonstration.
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5. Fnoneéd du théoréme fondamental.,

Nous noterons désormais X 1'espacc de Siegel ﬁS; , ot X* 1'espace complété
ﬁg; , dans lequel onerent tous les groupes cormensurables au groune nodulaire.,
Si T' désigne n'importe lequel de ces groupes, on sait que X/ est un
espace analytique normal, et on a Ad8fini sur K*/T' unc structure annelée qui
prolonge celle de X/T et Aont on a prouvé (exposé 15) que c'est une structure

d'espace analytique normal.

Définissons une algébre graduée H comme suit @ H se réduit aux scalaires,
et, pour chaque k > 0, Hk est 1'espace vectoriel Aes fonctions holomornhcs
Aans X (pour n =1, on nodifie cotte Aéfinition @ Hk Adsignec alors l'esvace
des fonctions holomorphes dans le demi-plan y > O A4e la variable complexe
z = x + iy , et qui ont une limite finie quand y —>+ ). Faisons opérer le
S), posons

groupe S (n , R) dans 1'algébre H , comme suit : nour M = (2

JM(Z) = det(cz + d)2 ; et pour chaque cntier k > 0 , faisons opérer
M € sp(n, R)

en transformant la fonction f(z) €H, c¢n

K
T.(z) ¥ £t . 2) e H
M . K

hlors Sp(n , R) opére bien par Aes automorrhismes de 1'algébre graduée H .
hadan

Pour tout groupe [ commensurable & Sp(n , Z) , notons A(™) 1'algdbre

[Py

graduée des éléments de H invariants par [~ . Pour tout k > O , 1'espace

vectoriel Ak(f’) des éléments de degré k n'est autre que l'espace des formes

automorphes (holomorohes) Je poids k sur X , avec la restriction (pour n = 1)

qu'il s'agit seulement des formes autormorphes f qui ont une limite finie quand
Yy —>+ ®© (pour n =1 s cette rostriction équivaut & supposer que If(z)] ast

borné pour y > 1).

Observons que H est un annecu A'intégrité, car le produit d'une f € H et

A'une g €H ne peut 8tre nul que si f ou g cst nulle (puisque l'esmace X

est une variété analytique connexc). De plus, H est intdgralement clos : en

effet, A'anrés la provosition 1, il suffit Ae vérifier que si le quotient A'un
élément de H_ par un é1ément Ade Hy est entier sur H , il est dans H 4 3
or cela revient & dire que 1'algébre des fonctions holomorphes dans X est
intégralement close, ce qui est vrai puisque X ost une variété analytique com-
plexe, connexe. Il faut examiner & part lc cas o n =1, et vérifier que si
une fonction holomorphe f dans le demi-nlan y > O est entidre sur 1'algébre

des fonctions ho.omorphes qui ont une limite finic pour y —> + c© , alors f
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a une limite pour y —3 + o (ce qui est immédiat).

On sait que si un groupe G opére dans un annecu intégralement clos 4 , le
sous-anneall B des &léments invariants par G est intégralement clos (en effet,
soient b et b' invariants nar G, avec b' #0 ; si b/b' est entier sur
B, il est entier sur A , donc est dans A , et comme b/b' est G-invariant,
c'est un élément de B). Ici, pour tout groune ™ cormensurable au groupe

modulaire, 1'algébre u(T") est donc intégralement closc.

On se propose d'établir le théoreme fondamental :

N
THEOREME FONDaMMENTaL. — Soit ¥ un groupe commensurable au groupec modulaire.
Alors 1'algébre graduée A(T") des formes [ -automorphes est de type fini,

De plus, il existc un entier d jouissant deg provriétés suivantes

a. 1! algebre A\d)(f‘) est une algébre projective nornale ;

b. les &1éments de Ad( ") (formes | -automorphes de poids d) n'ont aucun

zéro commun dans X , et 1'application f de X dans 1l'cspncce projectif, iéfinie

nar le choix d'une base de 1l'espace vectoriel Ad(r") , induit un iscomorphisme

de 1l'espace analytique X/T sur un ouvert de Zariski U de la variété algé~.

brigue V(A (f')) . Cet isomorphisme se prolonge par continuité en un isomor-

phisme de X ) sur V(A(d)(f'))

6. Démonstration du théoréme fondamental dans le cas o | est le groupe
modulaire Sp(n , Z) .

Dans ce numéro, |  désigne Sn(n » Z) . Rappelons que 1'opérateur =
(cf. oxposé 4, théorémes 2 ot. 3 3 ot oxnosé 14) associe A tout forme automorphe
pour Sp(n , i) uno forme automorphe pour Sp(r , 2) , et ceci pour tout entier
r <. n.Onenddduit : X dtant supnosé réalisé par l'espace de Siegel fs
et ;Sr étant identifié (cf. exposé 12, p. 14) & un sous-espace de la frontlere
de xn , la prooriété ‘suivante a lieu. Si f(z) est une forme automorphe (pour
Sp(n , EQ) de poids k dans ,E% , alors (det z)2k

lorsque 2z tend vers un point z' de S%r suivant la tonologie de l'espace x*

f(z) tend vers une limite

(topclogie Qj:r‘ définie page 17 de l'exnosé 12) ; la fonction limite ainsi
obtenue s'derit (det s')zk g(z') , pour z' € ﬁf} , ct g est unc forme auto-
morphe de poiis k sur ED . Posons g =:§55(f) .

o

On va d'abord établir le résultat suivant :

PROPOSITION 8. — Il existe un systéme fini de formes automorphes fi d'un
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méme poids d , jouissant des propriétés suivantes : les fi n'ont aucun zéro

commun dans X = Sn » et, pour cheque entier r < n, les & ?(fi) n'ont

aucun zéro aeommun dans 15;  De plus, 1'application f de X*/%" dans 1'espace

projectif, Aéfinie par les fi » €5t une application holomorphe injective.,

La démonstration qu'on va donner est pratiquement celle de W. L. BAILY
(Satake's compactification of V. » & paraitre & 1'Amer. J. Math ; mémoire A&ja
cité dans 1'exposé 11).

On vo procéder par récurrence sur n , la proposition étant triviale pour n=0 ,
Supposons-la prouvée pour n - 1 (n > 1). I1 existe donc un systéme fini de
formes Sp(n -1, Z)—automorphee de p01ﬂs d , dans Eb _1° qui Aéfinissent une
application holomorphe injective de r) /Sp(n -1, Z) dans un espace projectif,

Pour tout entier k > 1, les mondmes de degré k par rapport aux fi Aéfi~
nissent aussi une application holomorphe injective de ES:_l/Sp(n -1,172)
dans un espace projectif. Or, d'aprés un théoréme de Maass (cf. exposé 16),
l'application ‘i " est surjective pour les poids assez grands. Donec, pour k
assez grand, les monomes de degré k par rapport aux f sont induits par des

ol

formes automorphes sur pjn y» le poids k4 ,

Ainsi, écrivant de nouveau d au lieu de kd , on voit qu'il existe un sys-
téme fini de formes automorphes f sur E; = X, de méme poids 4 , telles
que les fonctions (det zfa% (z) , orolongees par continuité, Aéfinissent une
application holomorphe 1n3ect1ve de §3 /Sn(n -1, Z) dans 1l'espace projectif.
Alors les zéros communs aux fl s dans fﬁn =X, forment un ensemble, invariant

par Sp(n , 2Z) = r s dont 1'image dans X/V  est relativement comnacte, Or on

sait (exposé 10 bis) que pour tout point z de X il existe une forme auto-
morphe de poids k , non nulle en ce point, pourvu que k soit un nultiple

assez grond 4'un entier convenable (la condition relative & k d&tant indépen~
dante du point =z considéré). Pur un argument de compacité, on voit qu'on peut
adjoindre aux fi un systéme fini de formes nutomorphes ayant pour poids un méme
multiple du poids 4 des fi s de fagon que les fi et las gj n'aient aucun
zéro commun dans X . Remolagant 3 nouveau les f; par des mondmes d'un degré
convenable en les fi » on voit qu'il existe un systéme fini de formes auto-
morphes d'un méme poids qui définissent une application holomorphe Ae /T
dans 1l'espace projectif.,

Notons & nouveau f ces formes, et d leur noids commun. Soit f : X /F'_f> P
l'application qu elles définissent. Cette application n'est peut-&tre pas 1nJective H



17-13

autrement 4it, soit [&f 1'imnge réeiproque e le diagontle de Py x Py par

A

1'application
£x £ X/ x X/ 3 Py x Py

Z;f contient la diagonale mais contient peut-&tre A'autres points. Toutefois, on

sait Aéja que 1'intersection de llf avee (X* = X)/T x (X - X)/I" se réduit
3 la diagonale de cet espace, puisqu'on a utilisé 1'hypothése ds récurrence

pour n — 1. Soit (a , b) un point de ZSf tel que a #b joubien a et b
sont tous deux Aans X/~ , ou bien l'un des points (e par exemple) anpartient

3 W/ et llautre & (X* - X)/ [ . Dans le premier cas, soient x et y deux
points de X ayont respectivement a et b pour images ; il existe (d'aprés
1'exposé 10 bis) une forme automorphe non rulle en x et nulle en y , et dont

le poids est un multiple du poids d des fi s cn adjoignant cette forme & Aes
mondmes convenables par ranport aux fi , on obtient une application holomornhe g
de X*/[’ dans un esp:ce projectif, pour laquelle £lg est contenu dans le ’
avec (a , b)‘ﬁ ZXg . Dans le second cas, on sait qu'il existe une Spitzenform

non nulle au point x (cf. exposé 10) ; en 1'adjoignant & Aes mondmes convenables
par rapport aux fi , on obtiendra encore une application holcmorphe g de xf/r”

dans un espace projectif, telle que les images g(a) et g(b) soient Aistinctes.

Ainsi & chaque application holomorphe f de X*/F' Aans un espace projectif
(application éfinie par un systéme fini de formes automorphes de méme poids),
on peut associer une autre application holomorphe g , du méme type, et telle
que Z&g soit contenu dans A, et distinet Ae A s pourvu toutefois que le

soit distinct de la -diagonale. Oi les Zlf sont des gous—ensembles analytiques
de 1'espuce analytique compact X?/T‘ . Donc toute suite Aécroissante de tels

ensembles est stationnaire. I1 résulte de 14 qu'on peut choisir 1'application f
de maniére que A-f soit réduit A la Adiagenale. Autrement 4Ait, 1l'apnlication f

sera injective j; et la proposition 8 cst Admontrée,

Avec los notations de la proposition 8, soit A 1a sous-algdbre (gradude)
de A(T7) engenirée p-r 1l:s formes £, 5 e poids 4, qui Aéfinissent 1'appli-
cation holomorphe injective f Ae X/ dans 1'cspace projectif. (On peub
supposer les fi lindairement in?épendantes). A est une algebre prvjective, qui
définit canoniquement une sous-varidté algébrique V(A) du méme espace vrojectif

Py « lontrons que V(4) est exactement 1'image de X /T par 1'application f .

On sait que 1'image e f est un sous-ensemble analytique V' de Py (parce
que A'une part 1l'application f est injective, A'autre pcrt 1'espace analytique

X#/f’» cst compact) ; c'est donc un sous—cnsemble algébrique (théoréme de Chow),
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éviderment contenu Adans V{4) . 51 V' &teit Aistinet de V(A) , il existerait
un polyndme homogéne P par raprort aux cocrdennécs homogénes de PN s qui serait
identiquement nul sur V' mnais non sur V(&) ; P(fi) serait une forme auto-

<r

morphe nulle sur X , donc serait 1'é¢lément O e 1'anncau 4([) , et par suite

s
P appartiendrait & 1'idéal des rclations entrec les générateurs de l'anneau A
engeniré ner los fi 3 autrement dit, P serait identiquement nul sur V(A) ,

Contradiction,

Considérons naintenant le cléturc intégrale A' Ae l'annecu A ci-dessus
A' est contenu Aans A(d)(r') , nuisque A(!7) est intégralement clos. D'autre
part A' est une algtbre de tvpe fini ; done (corollaire 4e la proposition 4)
il existe un entier A' multiple de 4 , tel que la sous-algeébre A'(d') (qui
est intégralement close) soit unc algébre projsctive. Les éléments d'une base de
A,y éfinissent évidemrent une apnplication injective e /T Adans l'espace
pfojectif ; 11 en sera de néme, a fortiori, des éléments A'unc bese de A'd’ .

Eerivant & nouveau d au lieude A' , et A au lieu de A' , on a ddmontré :

PROPOSITION 9. — Il existec un systéme fini de formes automorphes A'un méme poids

d , qui définissent unc apnlication holomorphe injective f de X*/I—' dans

1l'espace nrojectif, de meniére & satisfaire en outre aux conditions suivantes :

1. la sous-algébre A de A([T) engendrée pnr les fi est intégralement

close ;

2. 1'application f est unc bijection de X/T sur la variétéd projectivement

normale V(A) , et cotte bijection est un isomorphisme nour les structures

A'espace analytique.

(La dernidre assertion résulte d'un lemme connu : toute bijection holomorphe
d'un espace analytique normal sur un espace anclytique normal est un isomorohisme

our les structurecs A'espace analvtique).
p p q

On va maintenant prouver :

PROPOSITION 10, - Les fi étant choisies comme dans la proposition 9, téute-

forme automorphe dorit le poids est multiple de 4 s'exprime comme polyndme par

ropport aux f, . Autrement dit, 1'algébre A engendrée par les £, n'est

~
autre que 1'algébre A(“)(F') .

/
DEHONSTRATION, ~ Soit V = V(4) 1a variété projective définie par 1'algébre

projective 4 . Notons, commc au paragraphe 4, Sk(V) 1'espace vectoriel des



17-15

sections holomorphes du fibré Fk(V)!. On va voir que Sk(V) s'identific &

1'espace vectoriel Akd(r') Ae toutes les formes automorphes de poids kd sur

l'espace X .

L'isomorphisme f de X/V sur V Aéfini par les fonctions automorphes f,
(qui engendrent la sous-algébre & de A(I")) applique X/ sur un ouvert U
de V , dont le complémentaire est un sous-espace analytique de codimension
(complexe) au moins égnle & 2 (seuf si n=1) . Corme au paragraphe 4, soit V.
1'ouvert d¢ V formé des points ol la i-iéme coordonnée homogéne de 1l'espace
projectif est £ 0 ; alors V' N U est l'image des noints de X ou la fonctlon
£, est #0 . Soit Y une forme automorphe de poids kd ; alors Lf/(f )
est invariante par le groupe modulaire r , ‘onc Aéfinit une fonction holomorphe
‘Pi dans V; N\ U . Puisque U est de codimension comnlexe > 2, Lfi
prolonge en une fonction holomorphe dans tout V. , A'cprés un théoreme classique
de Hartogs. Ce raisonnement n 'est pas valable pour n = 1 ; mais dans ce cas 1e
complémentaire de V AU dans Vi est vide ou réduit & un point, et s'il se
compose A'un noint L? est contlnue en ce point (parce que, par hynothese,
lf a une limite quand la partie imaginaire y de 2 € ¥ tend vers + ® ,
et f, a une limite # 0). Ainsi, Aans tous les cas, \fi se prolonge en une
fonctlon holomorohe (notee encore xf ) Aans V . De plus, dans ‘G.(\Vj ’
on a Lfl(f ) = (FJ(f ) ; utrement 1it, le systéme des @, Aéfinit bien
une section holomorphe Au fibré F (V) . Réciproquement, il est évident que si
on a une section holomornhe du fibré Fk(V) , les L? (f ) Aéfinissent sur X

une forme autororphp de poids k .
Appliquant maintenant la pronosition 7, on obtient la présente pronosition 10,

Pour achever de démontrer le théordme fondamentzl dans le cas ou T est le
groupe modulaire Sp(n , Z) , il reste & montrer que 1'algebre 4(T7) est de
t%ge fini. On sait A&ja qu'il cxiste un entier @& tel que la sous-algébre
A% (7) soit une algdébre projective, I1 suffira donc de montrer ¢

PROPOSITION 11. — (1) est un module de type fini sur 1'algebre A(d)(rﬂ) s

1'entier da &tant choisi comme dans la proposition 9.

DéMONSTRhTION. ~ Soit f x*/r‘._i> PN 1'appiication Ae la pronosition 9 ;
elle induit une application hole. rphe f : X —3V , V désignant la variété
algébrique projective, image de f . Considérons sur 1l'espace V , le faisceau
?F% des germes de formes autonoroheid(holomorphes) de poids h : dans‘chaque

ouvert U de V , les scctions de &fh sont, par Aéfinition, les formes
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automorrhes Ae poids h qui sont Aéfinies et holoriorphes dans 1'ouvert fhl(U)
de l'espace X . Dans le cas ou n =1, on sunpose en outre que les formes auto-
morphes considdrdes ont une limite finie lorsque y = In(z) tend vers + o

(au cas ot 1'image du pg_i}nt 4 1'infini ost dans U). On neut montrer (cf. Appen—
dice) que le faisceau 3'h est un faisceau analytique cohérent sur 1l'espace
analytique V , et ceci pour tout entier h > 1 . Observons que l'esnace des
sections de fS‘}h n'est autre que Ah( ) . 4

En roisonnant slors comme SERRE (Séminaire Cartan, t. 6, 1953/54, exnosé 20,

p. 11-13), on obtient précisément la proposition 11 ci-dessus.

7. Démonstration du théoréme fondamental dans le cas général,

I1 s'agit de prouver le théoréme Au paragraphe 5 pour tout grouve [T cormen-
surable au groupe modulaire Sp(n , Z) . Pour cela, considérons les groupes

pour lesquels il est vrai j; il suffira de prouver :

PROPOSITION 12, ~ Soient deux groupes | et ', T' étant un sous-groupe

d'indice fini de [ . Si le thdoréme est vrai pour [ ', il est vrai pour r

s'il est vrai pour [ , il ost vrai pour (7' .

En fait, il suffit de prouver cela lorsque I ' est un sous-groupe invariant,
d'indice fini, de [ . En offet, dans le cas général, soit [ " 1'iptersection
des conjugués de ' dans [7 ;3 ™" est un sous-groupe invariant de r
et de [', A'indice fini. Supnosons le théoréme vrai nour T ' ; alors il 1'est
pour [ ", et &tant vrai nour " il 1'est pour U . De méme, si le théoréme

est vrai pour [ , il 1'est vour ", et 1'étant pour ™" 4l 1'est nour ',

I1 reste donc & dénontrer la vronosition 12 lorsque ' est un sous-groupe
invariant de 7 , d'indice fini. Soit G le grouve-quotient V/T' ; G est
un groupe fini qui opére dans 1'algébre 4(T') , et A(I) est la sous-algdbre
des éléments G-invariants de 4( [ ') . On peut donc appliquer les nropositions 5
et 6, en posant L= 4(['), B =4a(l) . Cela étant :

1. Supposons que le thdoréme soit vrai nour [ ' . L'algébre graduée 4(T')
est donc de type fini ; par suite 1l'algdbre 4(l™) ost de type fini (proposition
5, (1)). D'aprés la nropcsition 4, il existe un entier 4 tel que 4 d)(\"") et
A V(1) soient des algébres projectives ; et i'on neut choisir ¢ de maniére
que les éléments A'une base de l'esnace vectoriel Ad(\" ') n'aient aucun zéro
commun dang X et définissent un isomorvhisme f' de X*/f" sur la varidté algé-

brique nrojectivement normale V(A(d)(r ")) (en effet, par hynothése, le théoréme
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& démontrer est vrai pour le groupe [ '). L'application f' est évi‘erment
compatible avec les opérations Au groupe G Adans X/ T ' ot dans V(A(d)(}")) ;
G laisse stables le sous-cspace X/T ' et 1'ouvert U' , image par f' de X/
dans V(A(d)(l")) . Par suite f' iniuit un isohorphisme f de X/ T

(quotient de X*/T' per G) sur v(f(ﬂ)(r’)) (qui est le quotient de

V(A( )( ') par G, en vertu de 1= vronosition 6). I1 est clair que f apnlique
¥/ sur 1l'ouvert U Ac V(n(ﬁ)(f')) , quotient de U' par G ; A'ol une
application holomorphe de X/ Aans 1'espace projectif, aopllcatlon qui est
visiblement définie par les formes [ -automorphes de degré d ..Ceci prouve que
ces formes n'ont aucun zéro commun dans X , et que le plongement projectif de
X/ qu'elles définissent se prolonge par continuité en un nlongement projeetif
de X*/T , lequel Aéfinit un isomorrhisme de X/  sur la variété V(A(d)(f-)) .

Le théoréme est donc vrai pour le groupe 1 .

2. Supposons le théoréme vrai nour lc groune [ . L'algdbre gradude 4a([7)

est donc de type fini ; par suite 1l'algébre 4([7') est de tyne fini (prorosition
, (ii)). D'aprés la nronosition 4, il oxiste un entier A tel que A(d)(f‘)

et A(d)( (') soient des algdbres nrojectives ; ot 1l'on pcut choisir d Ae
maniére que les éléments A'une base de 1'esnace vectoriel A (") Aéfinissent un
isomorphisme f Ae X°/[” sur la variété projectivement normale V(A( () .
Puisque les fonctions de Ad(!_) n'ont aucun zéro commun fans X, il en est
de méme, a fortiori, des fonctions de Ad([") , qui contient Ad(Y') . Soit f!
1'application de¢ X/[' dans 1l'espace projectif, 4éfinie par les éldments d'une
base de Ad([") « L'application f' est évidemment compatible avec les opdrations
du groupe G ; 1l'image de f' est contenue “dans la varidté V(A(d)( 1)), et
c'est un ouvert de Zariski U' de cette variété algébrique. Le Aiagramme suivant

est évidemment commutatif

1

X/ ____.._>f U

J . v

X/f— _......__.._.> U .
I1 en résulte aussitdt que l'epplication f' est injective ; c'est donc un
isomorphisme de l'espace analytique normel X/ sur U . De plus, nuisque
1l'esnace Xf/f" est normal, l'epplication holomorphe f' se prolcnge par
continuité en un isomorphisme de Y /T ' sur V(A(d)( ') . Le théoréme est

done vrai nour le groupe | ' ,

Ainsi la pronosition 12 est établie, et par suite le théoréme fondamental est

établi dans tous les cas.
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»PPENDICE

Dans la démonstration de la proposition 11, on a considéré lc faisceau 37;
des formes r—automorphes de poids h , qui est un faisceau sur l'espace analy—

. H /1. . * .
tique normel X /17 , comme suit : pour tout ouvert U de X /T, on considére

les formes automorphes de poids h dans l'ouvert de X , image réciproque de U

i

par l'application naturelle p : X __91Xf/T' . (Pour n=1, on ne considére que
les formes automorphes qui ont une limite & 1'infini). On veut démontrer ici

que TF; est un faisceau analytique cohérent sur xﬁ/r’ . La Admonstration vaut

pour tout sous-groupe Aiscret [ de Sp(n, R) .

La question étant de nature locale, il suffit de montrer que, sur tout ouvert U
assez’ petit le faisceau 9? est cohérent. Choisissons une forme automorphe f
dans (U) , non idbntiquoment nulle (ce qui est possible si U est assez
petit). Les formes automorphes dans p (U) sont alors les fonctions f holomor~-
phes dans p”l(U) , telles que f/fO soit une fonction méromorphe invariante
per T £/f_ induit donc une fonction méromorphe 4f dans U n(X/) ,
et celle—ci se prolonge en unc fonction méromornhe dans U , en vertu A'un théo-
réme de Hartogs (parce que (X* - X)/ " est un sous-espace analytique de X /T ,
de codimension complexe = 2). Ce raisonnement doit &tre modifié dans le cas
ou nh =1, mais la conclusion reste valable, car dans ce cas on a fait des

hypothéses restrictives sur les formes automorphes considérées.

Réciproquement, soit Lf une fonction méromorphe dans U j alors le produit
de f_ et ‘f o p est une forme automorphe dans 1 () y et pour qu'elle soit
holomorphe, il faut et il suffit que, aux points "réguliers" de U ~(x/ 1) ,
le diviseur de \P soit > au diviseur de fo . (Danslecas n=1, il y =

en outre une condition & 1'infini).

On est ainsi amené & étudier avec précision la notion Ae diviseur sur un espace
analytique normal V , et a montrer que le faisceau des germes de fonctions
méromorphes dont le diviseur, en chaque point, est = au germe 4de diviseur

défini par un Adiviseur Aonné D sur V , est un faisceau analytique cohérent.

Soit V un espace analytique normal, et soit S un sous-—espace analytique,
de codimension (complexe) = 2 , tel que les points de V - S soient réguliers
(leee ¢ V -~ S est une variété analytique comnlexe). Tout sous-ensemble analy-—
tique E de V -~ S, de codimension 1, se prolange en un sous-ensemble andlytique
E'  de V , Je colimension 1, gricc au théoréme de Rermert ét Stein cité Aans

1'exposé 12 :
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E' est 1'adhérence de E Aans V . Les comnosantes irréductibles (au sens
global) de E' dans V coupent V - S suivant les composantes irréductibles

de E 1dans V -~ 3, et elles sont leurs adhérences. On sait qu'un Adiviseur,

dans la variété analytique complexe V - S, est A4fini par la Aonnde d'un en-
semble analytique E de codimension 1, (apnelé support du Aiviseur), et, pour
chaque comnosante irrdductible de E , d'un entier (positif ou négatif). Il
revient au méme de se donner, dans V , un ensemble analytique E' de codi-~
mension 1, et A'affecter chacune de ses composantes irréductibles (dans V) A'un
entier (positif ou négatif). Une telle donnée Aéfinit, par convention, un Aiviseur
Aans V et E' s'anoelle son support. On voit qu'un diviseur dans V - S

dédfinit un Aiviseur dans V , et réciproquement. On a une notion évidente de

germe de diviseur en un point 4e V (méme si ce point aprartient & S).

Soit > une fonction méromorphe dans V ; elle A4finit un diviseur dans V ~ S,
donc un diviscur dans VT ; on le ngte (Lf) . Etant donné un Aiviseur D Adans V ,
on peut donc parler du fzisceau (SZ(D) des germes de fonctions méromorphes qui,
en chaque noint de V , définissent un germe de diviseur > D (ou, plus exacte~

ment, ;; au gerne de Aiviseur Aéfini par D). On va prouver :

LEME, ~ Le faisceau q?(D) est cohlrent.

DE”I’[ONSTRATION. ~ On peut se¢ borner au cas o D est un Aiviseur positif , carj;

au voisinage d'un point de D, il existe une g holomorphe non identiquement
nulle qui s'annule identiquement sur le support de D (puisque celui-ci est
un sous-enserble analytique) ; si 1l'entier k cst assez grani, le diviseur

k - - .
D+ (g) est positif dans le voisinage considéré,

Soit donc D un Aiviseur positif. hu voisinage A'un point de ¥, D est la
somme d'un nombre fini Ae Aiviscurs nogitifs Di Adont les sunnorts sont irré-
ductibles ; il suffit Ae montrer que les faisceaux q;(Di) sont cohérents (car
on sait que 1l'intersection A'un nombre fini de faisceaux cohérents est un faisceau
cohérent). Soit donc D wun diviseur positif dont le support Y est irréductible,
et soit k (k > 0) son ordre de multiplicité : dans tout ouvert U , les
sections de n?(D) sont les fonctions holomorphes qui s'annulent, en tout point
de Y situé dans U - (UN 8) , avec 1'ordre de multiplicité k . Ce sont
donc les sections 4du faisceau Ik , en ésignant par I 1o faisceau (sur V)
des germes de fonctions qui s'ennulent sur Y . Puisque Y est un sous-ensemble
enalytique, on sait que le faisceau I est cohérent ; donc Ik cst cohérent,

et ceci achéve la ddémonstration,



