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Séminaire H. CuRTuN 16-01
E.N.S., 1957/58
21 avril 1958

o _
SURJECTIVITE GLOBALE DT L'OPERLTEUR ¥

par Ichiro SuwTAKE

Dans 1l'exposé précédent, nous avons vu que 1'opérateur $ est surjectif loca-
lement (lemme 1) ; nous allons maintenant démontrer que cet opérateur est encore
surjectif globalement dans un sens que nous préciserons ci-dessous., Ce théordme,
Al origincirement & MiaSS, sersa un outil essentiel Adans la démonstration Au fait
que l'esncce compactifié | '\bn est plongeable “ans un esnace projectif comme
sous-variété algébrique normale (ou Au moins, on en aura besoin dans le cas ol

7' est le groupe modulaire lui-méme). .

1. Position du nrobléme,

Soit [' toujours un groupe commensurable du groupe nodulaire [ . On se

donne une représentation f ) ag GL(r , QM ) de dimension 1 telle que

p(r)(x) = Aot (X)X

avec k pair (que nous fixerons un: fois pour toutes) ; posons

éﬁ\zﬁr'(?m),ﬁr HJQA’

T/ rA
& (I‘) i
=o' (P = 1T ;
rx T M % ’ Sr )\brk !
alors on peut 4éfinir un opérateur
~ n @ n
(1.1) i(r) H fn_ﬁ( o..:, r}\ fn, e ) [
qui applique 3&1 dans Btr . Mais cet opérateur n'est pas surjectif en géngral.
En effet, pour que ( ... , fr>\ 3 ees ) € 'Jfr appartienne & 1l'image de (r) ’
il est nécessaire que la condition suivants soit remplie :
(x) Pour tout s < r et nour tout P il exiete un élément f de %SH

. : (I')\)Si t
tel que, chaque fois (A, )V ) — g\l.e. lorsque My M7 = M'M " L
avec M' e [ !', Lé(.gg) , on ait @z” fr)\ = fS}A fw‘s(L) . Désignons par

o . .
:K,r le sous-espace de )Hir comnosé de tous les ( vee fr)\ y ses ) satisfai-
sant & cette condition ; alors ce que nous allons Aémontrer est le théoréme

suivant :
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THEOREME 1. - 8i k (pair) > n+r + 1, ona

(1.2) P ?r) C}En = ‘Jﬂl‘f .

Dans le cas Au groupe modulaire I , la condition (%) est toujours vérifiée,

de sorte qu'on a la vraie surjectivité : &I{l gfn = %r (théoréme Al & MuASS),

. . 54 o] .
Or il est clair que O c g{r et qu'on a unc suite exacte

0— sr }'J@S (§Z}%;~l

ou (D) aésigne 1'application qui apnlique ( ... , £y 2 oo ) 67(; Aans

)€ Koy 5 avec Tty = @11:'\1 y E ) ()™

. chaque fois que (>\ s V) — M alors le diagramme
o}
}36 r-1
r)/‘\ /én
(r-1)

est commutatif : Aone, si 1'on veut ddmontrer le théoréme par récurrence (crois—

( e fr—l,}—‘- 9 oo

sante) sur r , il suffira de montrer premiérement que le théoréme est vrai pour
84
. ; . n

r =0, et deuxiémement que é)r est contenu dans 1'image de ® (r) :

1.3 . )
( ) C. @.(r) h ]

En identifiant S avec )(KO , qul est un nroﬂuit Airect “des espaces gé)\
isomorphes a C , on peut congidérer cette nremlere assertion comme un cas par-—
ticulier (r = 0) de la ssconde ; ainsi tout revient & démontrer la proposition

suivante @

PROPOSITION 1. - Pour chaque f_, € SM (0 £ r &« n), il existe une forme
f 6)36 telle que

(1.4) 3"

r)\tfnz%fr}\ (X':)\),

0 (N £ A,
dés que k (pair) est >n+r + 1.,

Pour affirmer ceci, on va faire usage de "séries d'Eisenstein".
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2. L'onérateur @ sur les séries A'Eisenstein.

Soit S une matrice retionnelle st > 0 , et posons

't 1
(201) CE = ;:M = {0 TU- (}-’n US U=3S ) TI‘(ST) : entier} ’
5™ U\ ¢!

(o

P
an ! '
Fo=Tnlb,, TG,
si de plus S est de la fomme

(2.2) S= (Sét) O) , sff') S o,
o o

on a facilement
(2.3) & P2 (BS > 318

' '
et que I A ﬁg est d'indice fini ans FS .

!
Ceci Ait, la série d'Eisenstein pour [ et S est par définition la série

suivante z:
(2.4) B riyg @)= Caes € (s2) v
. L €(5.M2) Aet(CZ + DY
M l"" \ ! :

(i1 faut remarquer que l'expression €(SZ)|M¥ ne Aépend que de la classe de M
a gauche suivant T" s puisque, nour M €& !‘S , U étant unimodulzire et %k
pair, on a det(U) 1) ; on sait que, si k > n+r + 1, cette série converge
normalement sur tout compact dans S n et représente une forme automornhe Ae
poids k pour M .8 n=o0 , on considére que EF';S est la constante 1.
(La définition des séries A'Eisenstein adoptée ici est différente Adec celle de

1l'exposé 9, mais, bien entendu, coincide aveec celle~ci & une constante prés).
,\/
On considérera en outre Ades transformées e ces séries, i.ec. pour M, e,

la série

(2.5)  (E _, Mz = 2 E (sz) v,

r—' 3 e —1 ' ] . .-‘1
M M 38 M: (MO r IIO)S\MO r

t -1
qui représente encore une forme de % « S M = Uo To U € r s
n o} 0 U"l S
(6]
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. | 1 ! 1 '
Lxrd A \ — Y a !
on & éviderment (uo r Mo)s = M; Mg M, , de sorte qu'on a

(2.6) E et Aot (U )7* & ;
M r‘Mo;s ;s

par -conséquent, il nous suffira de coE§iﬂérer'les séries (2.5) pour un systéme de
~

représentonts de classes doubles de " suivant ' et T4 . Plus généralement,

pour M_ €& A (52 , on a la relation

(2.7) M = act(u)* €(sT)) E

B rcls r'su sty ?

de sorte qu'on peut supposer, sans restreindre le généralité, que S ost de la
forme (2.2).

On s'occune maintenant de calculer

—

~1

~1 n
(2.8) B (e My =R (g Mty ),
-1 ~1 A

A e s ° Tt s r

Pour cela, il faut calculer la limite suivante
FHn (r) . <

(2.9) (B _y,glH) @ ") = 1in £ €(sz) M,

L A z—azor) Me AN

ol 1'95 supnose que Z reste dans la réunion A'un nombre fini de transformés
(par T ) ae llh « Comme on le verra nlus loin, on peut la calculer terme & terme,
i.e. on peut échanger la limite et la sommation ; A'autre part, la limite de

chaque terme se calcule comme suitl :
10t ()% aet () £(st) 2Py,

(2.10) limg \  E(S2)|M = si t<r,M=wm e G2,
z 5z 5 7r

__9 o i

: 0 sinon,

ol 1'on pose

(t) \ t ~
(I‘) _ SO O ﬁt N U % 6 r..
5 - » N= -1 S°?
o 0/}rt L0 U
Al 0 B1 ™
A * * ~ A
2 I n 1 1
L = €l ~ @ s L, = W (L) = ( ) .
C1 0 D1 % 1 r‘ Cl D1
0O O D
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(Pour la déronstration Ae ces résultats, voir 1'appendice.)

Donc, en sunnosant t < r , (2.9) s'éerit

= Z ) et (1)¥ A0t () ¥ S(s(r) z(r)) L
WAL 7 \ 3 A FS(B’? "2 0 )|

: ! ) P o
Lorsque M = NL parcourt rS \r M, A ré (E: , L parcourt
~t ~ '
- n n
YS"%G‘;r\rs r Monq;r
r P ~ ~ ~
et, comme FS r\\bﬁ D rn:ﬁ"zg , vu (2.3) , et que mr( FS n(ﬁ?) = (rr)'s(r) ,
~d fad r‘ 6]& '
g . . .
L = =, () parcourf. (rr)s(r)\wr( rs M o r) 3 on voit A'ailleurs

que la constante det(U)k.det(Dz)"k ne ddpend que de L, (on 1a désigne par
e ). Done (2.9) s'éerit

1
> o

Ly (‘"ﬁ—r) s(r) k\m—r( gs r'Mo A‘CSJI:'I) '

e(s(r) zér)) L, .

On décompose to‘( f_ I‘ Mo (En) en classes doubles suivant (r‘ ) (r) et

w;(Mgl r M f\CE ) comme suit

(2.11) “’L(Fs ' M A 6;‘) = Q (F‘r)s(r) Li,i m-r(Mgl - MO(\@;’) ’

ol, comme on le voit facilement, il n'y a qu'un nombre fini de classes ; alors

(T iy \(F) 1, , wort ™ n®o
r S(r) r S(r) 1,i rvo ‘o r
1 ! (En -1 -1 ! (En
2 . o 1 o
(Ll,l r(Mg T My 0 r)Ll,i)S(r) \Ll,i r(Mo r M, 0 r)
et il est facile de voir que c pour L, €L o (M"1 r M A(Bn) ne
- Ll ? 1 rvo o r’?

dépend que de i (on le 4ésigne par ci). Donc la sommation étendue a cette par—

tie est nrécisément une transformée d'une série d'Eisenstein nour
n r
w- (o L nGD str)

on obtient ainsi le résultat suivant :

(2012) é n(E R ‘M ) = Z— C. 1 2Y oy ) . (r) IL . 'o
ror'sto T i ELl,ivr(M; ]‘I".O(\@?)Ll’i,s 1,i
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Si, en particulier, r =%, ona st C@: = (5;1 , de sorte qu'on a
~s -
] n — ! -‘n .
f'S Mou q@r = [4(r Mon@r) ;
il en résulte que dans (2.11) il y a au nlus une classe, et qu'on a

. . n
si U1 M r\(Eir 0

\ EC‘Q( r'n@;l);s(r) "

(2.13) é;‘(E Fs IMO) =41 e Momﬁlrj » L= CU;(L) , ¢ = det(D )% )

%

0 sinon
cette fornmule anpliquée 2 (2.8) Adonne

c EL - 1L 1,S(r) l si M € r er(Fn(E;‘)

-1 r -
(2.14) é;‘lk(EMglr’Mo;SlMo)z (LeM M, n(Bn L= w(L), cdet(DzL) )

O sinon .
n ~
On notera que si Mo parcourt M }\( Fn@ ) Ll. parcourt rr .

D'un autre c8té, on sait que l'espace des Spitzenformen Ei'% est engendré

par des transformées de séries d'Eisenstein

E Wt s sy 0, M€l
LS D N
(ceci est démontré pour le groupe modulaire [ aans 1' exposé 9 ; le cas général
en résulte facilement. Voir n© 3). Donc notre proposition, ainsi que le théoréme

1, est démontrée.

Nous avons en fait établi le résultat plus fort que voici :

si k (pair) > n+r + 1, tout élément de HO st 1'image par 27\ d'une
si air r (r) =—

combinaison lindaire de transformées de séries d'Eisenstein E 1 ]Mo .
MU 58

En particulier, nous obtenons le théoréme suivant :

4 A, .
THEOREME 2. — Si k est pair et > 2n, toute forme automorphe de poids k

pour [~' est une combinaison lindaire de transformées de séries d'Eisenstein

B It

L o= . 0
MU 38

REMARQUE. — Dans le calcul de (2.8) nous nous sommes bornds au cas de r =1,
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ce qui a été suffisant nour nctre considération., Le résultat générel pour t £ r

est comme suit.
~/ ~S

Décomnosons [T en classes doubles suivant [ ' et rS :
(2.15) r=U ru,
‘ )P
~ P =
et de méme T'r suivant rx" A2 (rr)s(r) :
T (r x)
(2.16) F.= \3 A (T’)(r)

alors on a
~s
NG
r

et par suite

U eg) T Gy Ay (7 G

)p‘t o N (M(r’\)) (F m(Sn)

. ‘g . . n
ceci est la décomposition de r en classes doubles suz_vo.nt T et rS ) (B; ’

~’

(2.17) I

H

décomposition plus fine que (2.15). On écrit

(2.18) (A, T) _._>? , si er on(Méf,}z})) em MS,? rs ;
alors on a
(2.19) @;}}\(EM&'I r'MSf ,M P
S IM(”‘) “1 (somme finie)
= s (I‘ >\)_‘1 - (I‘ >\) S(r) somme nie),
<x,~c>—>g> Y5, v Teats,
ol Cop = det(UN)k avec N & Mgli) r Mr}\ Mér?z}) n S .

3. Considérations supplémentaires sur les séries d'Eisenstein.

Dans ce numéro on va montrur que 1l'espace des Spitzenformen est engendré par
des transformées de séries 4'Eisenstein, en le réduisant au cas déja établi,
i.e. au cas du groune modulaire. Pour cela, il sera cormode de considérer des
sérics d'Eisenstein plus générales en tenant compte des multiplicateurs. Soient
donc F une représentation irréductible quelconque de GL(n ,&) y W un
multiplicateur de I ' , et soient

(t)
S 0
5= (oo o)’ s > o,
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(W & Hom (F ,(t) ) F (t));

i

posons

t -1\
U TU
(3.1) l“é,w; EM: (o U‘l)e F'mGg;

E(sz)w|M = £(sz2) 52, i.e. usty = § , F(U)owow(M) = E(-ST)LJ} ;

alors on a encore
n n
(3.2) RPACHIEN W LR AN (4
on notera que cette derniére indgalité est équivalente 3 la condition

W ¢ Hom(F , F )
}&l(t) ?(t)

]
i

et que d'aprés cela les conditions pour que M € l",ﬂ\qsg appartienne & s, w

s'expriment par des conditions pour CU%(N) .

La série A'Eisenstein pour ' et S, W est nar Aéfinition

3.3 E _, Z) = 2__ £(sz2) w| M,
(3.3 P B0, By, S

qui représente une forme A'esnéce (’L', P ) pour ' lorsque oL > n+t+1,

M

On se donne en outre un systime ~'isomorphismes 67, : F ! — F‘FJ introduit
N M . .
dans 1l'exnosé 14, n® 4, et on considére des transformdes de ° séries d'Eisenstein

comme suit

]

< |
L £(sz2) w| M

M) (2) o

(3.4) (E : a4 4
M58, W Me (MO r MO)S,w M

M—-l
0

1

Zb.;.f(cz - D)7Hgem) wosil wr un)
[o]

w
ol € Hom(ﬁk’(t) s F
M

¢}

(t)) « 4lors notre but est de Aémontrer le théoréme suivant :

P

7 - '
THEOREME 3. - Si ® > 2n, toute Spitzenform i'espdce (f&’, f ) pour !

est une combinaison lindaire de transformées de séries d'FEisenstein (3.4)

On démontre ce théoréme en quelques &tapes :

1. Soit ™" un sous—groupe d'indice fini de ™' . Si le théoréme est vrai

pour " , il en est de méme pour ' ,
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En effet, soit f' € Sr,(w , P), et soit P la restriction de W'
& ™" ; alors il est clair que f' € E;r“( ', ) 5 donc, par 1'hypothése,
f' est unc combinaison linéaire des transformées de séries A'Eisenstein
E "'1 n B 'Mgl ’
M P zS, @

ve

X
oi w €& Hom(F (%) ? F (t)) . Soit ' = \J} " M{ alors, comme
" i) i=1

f' est une combinaison linéaire de

12 g [~y

e

mais ceci est égal &

M
Ivi

1
= € (sz2) w |rm!
‘x' . 1

Ms (M "M )S u;\ rn

. 4 EEen,
> M: (MO r"MO)S,U\MO »r'

Or on pose

— E O 0 =x
% tU %* »*
W= B det (U )“"“w. JM) M= 2 )
Me M r"M a U\ I Mo 8 2 1, 0 0 E «
o 0o o vyl
2
alors c'est une sommation finie et 1'ona W' € Hom(F (t) , F (t)) . La
W' P
sommation ci-dessus s'derit alors
1
= — €(Sz) w'|M
%' . "‘1 n n -‘1
M (M MO)S’ r 3’( )\l‘f
]
v MU M 58, !
N — "‘1 . "'1 l
o A'=[(" ! Mg, or 8 QLT FT M) O T A 32D T

Notre assertion est donc démontrée.
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2. Le théoréme est vrai pour un sous-groupe | ' A'indice fini de I .

¢
En effet, soit [ = U ! Mi (M = B) ot soit p la "représentation
induite" de T Aéfinie "1 par w! et par cette décomnosition ; plus nrécisément,

p est une représentation e I  dans

. = see F
(3.5) P\ Ff"‘"M ® ® "
1 p e
définie par .
-1 r"l o
(3.6) (M) = (G‘Mi o p.'(Miruaj ) o er) M eM) ;

11 est clair que est un nultiplicateur de T dans F .
* b

Cela fait, soit f' € %r,(}k' , f) ; on y attache une forme f € ‘M ( Mo ?’)

de la maniére suivante : soit 2 éS'n ; 1éfinissons f(2) npar

(3.7) £(2) + Cl= (o) — Z (£1]4)(2) o, ,

ou & €FM > a5 € FI“"M. ; alors, si 1 €T, MM = M'Mj y M er!',ona
i

4\’1

f(Mz) « X = (a;) —> f'jNi)(Mz) a;

f(CZ+D)"1of(MMZ)oS"M a,
l

= HM )

P02 + D) o fle;z + D)™ o ple; 2+ D)

£ 1) 0 1) o o ('u(M)"ch)

1

p(cz + p) Z'_' (£1 |, )(Z)(P.(M)—lo()

1}

?(CZ + D) o £(Z) o p(M)"IO(,

ce qui prouve que f € ﬁj{ (‘w , f) . En outre, il est clair d'aprés la définition
que f'e ,S ,(yu > P ) entralne fe S (f«L ﬁ) ) (et réciproquement).

Soit maintenant fre r'(t* f) ; alors d'aprés ce que nous avons dit et
d'aprés le théoréme 2, corollaire de 1l'exposé 9, la forme correspondante f est
une combinaison linéaire de séries d'Eisenstein E‘__.S w3 soit

t e

=¥ Lo

la décomposition de i en classes doubles suivant [T' et rS w ! ou k
’
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( -~
parcourt un sous-enscmble de ﬁl s sev 3 )L\; (contenant 1) ; alors

Ep. . = 2 Z__:r_'_ 4, fene|n
ko Mg o, \Tg My T

-1 . -1 ~1

2 2 f(czm £ (s.22) (“’1"°"w>fl(""Mi° rA'(MinIj )Oo*"'Mj) ,
» @ = . s e (o, € i

ol = (Jl , ,CJ%) y W, € Hom (F Wy F?

i
cn a M;. I\4M;1 € ", si et seulement s1 i = k , i.e. la premiére colonne de la
. * -1 -1
natrice (c"Mi o }A'(Mi MMJ. ) o U*Mj) est

) ; or, pour MeM—)l(‘T" ’

-1

?
M, o M (MkM) 3

OO-oq seee O

donc la premiére composante de cette série est

e

- >k‘ PR plez + D)7 E(sB) oy 0 gt o ! (M M)

-l ey = -1 M
M.Mk r Mkr\ ! S,w\Mk ' k

A . "'1 [] r’ ,r'—]. ] . 0 . Y
De méme, on voit que M "' M ~ 5,0 < (I.k T M )S,cuk , ce qui implique

(A) € - : » . . " ct
que k Hom (F NOK F ?(t)) ; donc la série ci—dessus s'éeri

Mk

= )\ B -1 . v___‘lM-l;l s

N - -——1 "-1 N » 2
ot A = [(Mk r My )S,uk M T M oA S,U] . Par conséquent, f' , qui
est la premire composante de f , est une combinaison linéaire des transformées

lins

de séries d'Eisenstein E 1 K

, ce qui achéve notre démonstration,
My

1’ ! Mk ;S, (.AJk
Ajoutons finalement la remarque suivante. Les résultats obtenus aux n° 1 et 2

se généralisent facilement au cas des séries d'Eisenstein considérées dans ce

numéro. Les notations étant comme ci-dessus, on remplace P rpar la représentation
¢ Xy det(®E p(x)
e = X — P

avec k npair ; il faut marquer que la définition Ade }&&r) , qui Aépend forcément

de Fk , ne dérend pas du choix de k . Soit

(.8) W (FadD rn® D = Ve (g ([Fa 2D A0, o, 00! Fia B2
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une l1écomposition en classes doubles ; on nose

e (T ~ >vn n
Ly g =@ (L) L s (TadHru G,

_ w1 ! r n VR
L, =N, Nief“s’w(fﬂlt) , wel

alors on voit que f(UN ) cwo Ky ne dépend que de Ly (on 1e désigne par
i i

wi) et 1'on obtient, si k cst suffisamment grand,

3.9 22X

p——

R 'M ) = 27— B ’L .
r 1 1 r 1

(ct 1a notation lLl ; ©st entendue dans le sens de 1'exposé 14, n° 4). Il en
H4
résulte que les théorémes 1, 2 sont encore vrais pour les formes d'esndce

(}U , Pk) dés que k est suffisarment grand.

APPENDICE

1. Démonstration de (2.10).

On a besoin A'abord du lemme suivant :

LEMME (SIEGEL). - Comme systeme de représentants de F’ modulo & gauche

n . .
M (5 o * Oon peut prendre les matrices de la forme suivante

t
(1) £n0) (Z 3-'1) ’

A B
_[To To ), , o '
M) = (Co Do) € ré (0 < s <n), det(CO);é 0, V : unimodulaire.

(Plus précisément, si M, parcourt un systéme complet de représentants par

rapport & la relation d'équivalence :

Ao B"b A' B!
M = Mt ={ ° © 3 s uni ; =t - Dt
o \s o ~ M ot < 3 U, : unimodulaire, U 6, =C{,U D, D!
o o) o oF

et si V parcourt celuimci par rapport & la relation d'équivalence

V=(Q*)n V' = (Q" x) (ob Q, Q' sont de type (n y 8) %= T U, : unimodulaire,
QU =Q' , alors les matrices (1) forment un systime complet de représentants de
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Fa®, N\

~

~ ~ .
En tenant cohm'nte da fait que | = (M~ ’ﬁg) I, il en résulte que toute
matrice M € [ g'derit

JA 0 B_ O
t - ° ° %
@) wo |V TU 0 E O O vV o0
= ?
o vyt 0 D 0 o vt
(o] (o]
0 0 E
A 2
U= (Px), V=(Qx).
Alors

|aet(c, 2@l + D,)|
]det(oo)l |[aet(2[Q] + Cgl Do)l
2> det(¥[Q]) ,

ot 1'on peut supposer que Y[ Q] ost réduite au sens de Minkowski, de sorte

|det(U)| |det(CZ + D)|

"

qu'on a

det(¥Y[Q] ) '>/ c Y'[ qi] ’

]
K]
s i=1

Cq désignant une constante positive ne Aépendant que de s, et q; les colonnes
de Q . Il en résulte (en supposant k > 0) que la limite (2.10) est nulle sauf

si
(3) s<r, Q= (o

by
N L
_ Z Z
en posant 2 = % 1 12 s On a
Z Z
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S
i

(e () (Z VDIV + T
| (Q(MO)(zl[vl] )

%*
(U]+T

i

et par suite

- - arlae(s, ;q*)m))
| «3(( ° > )| = o ? :
0 O

I1 en résulte que la limite (2.10) est nulle sauf si

@) t<r, P=(P1)gr-
0

En Aéfinitive, pour que la limite (2.10) ne soit pas nulle, il faut que M soit
de la forme suivante
AL R
t 3 0 r}* 0
(5) M = co) R
n‘o

0 o |
Ine

ce qui est équivalent 3 M € (A 37,2)(5? = rS CE;I » De plus, s'il en est ainsi,
nosons M= NL ,

fA, O B, =

1 1
t ~ * A, % * ~
N = U*__lers, L = 2 er"\@?;
0 U C 0 D »*
1 1
0 0 D2

alors on a

€(sz) |M= det(U)k €(sz) |L

/S O L. 7 % C, Z, + D, =
= det(m)X e(& ° ) (1 1 ))det((l 1o ))'k
0O © * % 0 D2

= det(m)¥ det(})z)“k (st L, 2,) det(C; 2, + Dl)"‘k ,

qui ne dépend que de Z1 . La formule (2.10) est donc Admontrée.
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2, Démonstration de la comnutcotivité de la limite et de lo sommation dans (2.9).

Les notations étent comme dans le n® 2, il s'agit Ae prouver que

T, TONED Y 1 € (s2) |1
(6) f_ﬁg(n s IMO)(gor ) = 1‘4%%(2 —:;nc()r) (s2) | o)

Nous avons éja vu que la limite (& droite de (6)) existe et que la série converge
normalement sur tout comnzct dans fﬁg : en fait, nous avons montré que le membre
3 droite de (6) s'exprime comme une combinaiscn lindaire de transformées de séries
d'Eisenstein (Cf. (2.19)) ; il résulte de 13, ot e la transitivité de 1'opérateur
$H , qu'il nous suffit de ddmontrer (6) Aens le cas ou r = n - 1 ., On neut
sunpposer de nlus que Z est de la forme

z(o=1)

Z = °

ve

0 Z/
en fixant Zo , on considdre les fonctions de Z comme fonctions de 2z ; ainsi

on a facilement

det(CZ + D) = cz + 41,
az + b
Tr(S.M2) = oo = Tyl2)

de sorte que

] 2TGL (2)
(7) E(sz)M=ce M (cz + d)~k .
Or soit
g 00\
0 to)
T = (t. > 0)
o o E o

un générateur du groupe cyclique libre
wl vy A Egi\,k
o I iy ! ’

et soit

(8) Mo U rL TO}

1

1
C
C.
-
-
2
.
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ou ng Aésigne 1'ordre de M i’"' Mo iT L (fini ou non) ; alors
(B '.g [M)(Z) et /‘......s. £(sz) M, T'] , corme fonctions de z , ont la pé-
s ° j(moA n,) T

1 2711 -E—
riode b, 5 par conséquent, en nosant ¥ = e © , on peut écrire
©) $00) = (B g M@ = & 9,(%)

< ‘ .

(10) $(5) = z._» €(sz) i, )

j(mod ng

On peut constater facilement que n, = co si et seulement si Cy. = 0, et
i
qu'alors, d'aprds un résultat de Petersson, la série du membre & droite de (10)
possdde une majorante dans un domaine : |x| < u,y > 1/u (u> 0), d'oh 11

résulte que la fonction \fi(g) est holomorphe Aans un voisinage de O et qu'on a
®

(11) kfi(o)= }: lim E(SZ)IM TJ .

jm—® y—>
Ceci dit, comme la série A'Eisenstein converge normalement sur tout compaét

dans Sn sy On a

P (T g M)E)

9©)

1 ““o Yol
T j (E . M) (2) Az

1

L (0 o j
-+ S - % e by ol
yoi
X toﬂroi Z
= "f; g 3 £(s2) IMi iod
yoi

i

171
g
S

ce qui, avee (11) et avec la convergence absolue du membre a droite de (6), prouve
la formule (6).
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