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Séminaire H. CaRTuaN , 15-01
E.N.S., 1957/58 14 avril 1958

D}’*}IONST&xTION DU TH:{‘]ORE\NS FONDAMENTAL

par I, SuTo#KE et H. CuRTaN

On se pronose maintenant de Aémontrer le théor2me fondamental, i.e. le fait
s ps g .
que l'espace compactifié r'\mn , muni A'une structure A'esnace annelé A'une

fagon canonique, est un espace analytique normal,

1. Définition du foisceau des modules de germes de formes automorphes d'espéce
(posp)e
Les notations étant corme Adans 1'exnosé nrécéient, soient U un ouvert

['-seturé Aans & X U =Mt ygn
“ - ,“}n ’ r,A - r’) ! ot

r?

ol o oohDy

- =
ey, = v Ve, Ty A r
Soit

K
f :(fn’ e ,frx [} cot)
une collection de formes f E )" o () tell
rynNT ATy ,Urx(&‘rx » £ ) telles que

£\ = gﬁﬁ\ f 3 on sait qu'alors, si () , ») — W s ona

T
Ty = (PS:V £ 17, ()

v

avec un élément L de T - \Dg « On apnelle une telle collection £* une

forme automornhe d'esnéce ( o f ) nour T ' dans U et on Aésigne par

'Av‘*, . ,-1/:/ *
-"Y?r’,U ( W ) 1l'ensemble dec toutes ces formes ; N] C',U ( P o Y) est un

sous-esnace vectoriel Au nroduit direct -lT ~ ( o\
. . . Sl ’
Ty A o N U n ey |

et est isomornhe A .Je,r,’Un (’ut, f) ysi n > 2.,

/\/
A2

Or, si U, U' sont Aes ouverts I '-saturés dans 37 telsque U cTU',

%
) n
on a un homomorphisme canonique

'(S;Z*r"U' (p ? )_é’ﬂj*r",u (t* ’ f)

b (.‘/ Y ~ »
chaque ouvert K’{—, (U) . e -F'\;\): (ou 7\*‘-, Aésigne la nrojection cano-

w4

nique . f;\,

défini par restriction ; donc, en attachant le module ,'ST‘F',U (t«, , F ) A

* N OO %y s oe . — 7 %
n— \Nn) » on neut définir un faisceau de modules sur [ '\2% |
: n
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\
que 1'on annellera le faiscoau 7o rolules ‘o gormes “e farmes outeomernhes A'esnece

gt * . . .
(yt- ’ ; sur "'\"n ; on ls notera :& r (V' ) ) . I1 cst facile e voir
: . ~, W
cue 1l'essrace des sections le ~"\r o (f"’ fv ) au-dcssus de It r,(U) cst
<
canoniquement isomorrhe & . LU (t‘ s 7).
D'une fagon an&lo ue, on *»out Aéfinir un falsceﬂu g molules

“ SN T }(r)) sur r"r\\ 'r?

Ty A
' . A 1 -5 ( T ) ( NS Adad o
Aont 1l'esnac: dos scctions au-dessus o X ’F' br A ol F lesigne
rA )
o7 r_ Fiaed
'y . . A N [] "~~\ t . t . n “h £
nroja i — est canoniquement isorornhe a
la nrojoaction canonique e = r)\\ Jp ) £ q
/I
A1 5 (r)
~J ,’ rl \ ,U /\ H \ )
. Yer T )\

r (r))

faisceau Aes notules o germcs 72 formes automorrhes 4'isndee  (
£ “"r\ ’

'
sur [0, )\\ Jp e )
I1 eost clair que 1= rsstriction Tu faisceau »\f\*r. ( Kos f' ) A ™'\, CJn

est canoniquement isomorphe & ~V -, (lw ’ f) . BEn crﬁm’ral, nour r < n,

1'homomornhisne canonique Je la restriction & r \ i’:, Au faisceau

:A*‘r, (l& ’ f) dans:\/x'r,k (V'r) ’ f(r)) est sur,]ectlf. (L "homomornrhi sme
r

canﬁique est Aéfini, on faisant ccr~eS“mn“r&3€t la section f* _((S.. » Ty o ces)
- A, * a g Aa r
Ae r ('L s ,P) la scction £y e ¢V x'~ (t )2 s> }). Cela

résulte Ju lemre suivant :

LE‘E‘IE 1. ~ Soit TC’:., (U) un voisinege suffisamment petit A'un noint e

“ e NGt R j c X (r)
)\\ ans | \ ors nour chaque fr‘;\ n‘Prx"A’Ur\ (t*'r)\ ’ P )

s . : A , & n
il existe f ¢ 'Vr",un(f“ , Sr) telle que € |\ f =f y .
/ " aadl®
DENONSTRATION, -~ Soit U' un voisinage ouvert Ae ZO e r Aans )4):

vérifiant la conditicn 4' (exrosé 13) nour ¥ ;\1 M 2N (i.e. tel que

MCN;\l v w Py MU'~ U' # ¢ entraine LZO—Z), et soit U= ' M )\U' 3
alors X *r,(U) est un voisinage ouvert Ae ’ﬂ‘f—, (Z ) € rrx\g Aans

'\ '\(N;: ; soit f )\é .’)(/ F"\ ‘h«x , ?(r)) et "éfinissons fn nar

la formule

(fnlrf_'MrX)(z) =y (zl-) ,
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2y %yp =
ot Z== ('tz J )= Ut N SAPEE AN ™, i.e. nosons
12 2
Y (@) T
(1.1) fo(Mn ., Z) = »(c, Z + D,y £ Z.) T .
| n T A i M'er I-I'er ra 71 M

Cette définition est nossible, narce que l'exnression Au membre de droite de (1.1)

ne épenl que du point M'Mr)\ Z 3 en cffet, si

WM Z=IMGy 2, 2, 206U bn , ', M e,
PR s gs ' R e I VITT (E.'n |- V.
on a (d'arrds la conlition 4') I = Mo\ M M er € \U, etdonc Z} =1L, Z

1 171
avec L1 = W (L) ¢ rr"}\ 3 nar conséquent, on a, en posant

a, 0O B »

1 1
L = “2 * %*
Cl Dl *
0 C n

-1
(C ' Z + D_; r ) of (Z ) o T
f M MI‘)\ Il'hr)\ ™\ 1 M Mr \

’ ) ( Cl Zl + D1 * -1 -1
Comy 2" + Dyn o \) o £ . (2,) o y L) o &
F( 1 er 11 er ? 0 D2 rx 1 r\r)\ ° I"""er

(I‘) : ’ -1 Ll
".?(CM"MI_XZ' * DM"MrQ o {7012+ D) o fy (7)) 0 py (L) o Ty

]

(C".,f Z"’"Dnn,f )Of ‘(Z') G
r M LI')\ ‘1-5 IJI‘)\ A 1/ © M"NI‘\ 4

ce qui nreouve notre assertion. alors, il est clair A'anrés la 4éfinition que
Y - o | 1 s c N
ntM = fn pour M' E 7', i.e. fn & 'S/F",Un (fk s f) et que

n —
rA fn"fr)\ *

Cela étant, considérons le cas narticulier ci M ? sont triviaux tous les
(r)

deux ; dans ce cas tous los ,Ltr N f le sont aussi et

e .’S?‘.., -4

(1, 1)
DAY (r'r% 5Un A ’

fr)\

n'est autre qu'une fonction holomorphe, invariante nar rannort a r:c'~ N Aéfinie
dans Ur \ On va maintenant considérer '

* - < %
N N A ,..)eﬁ? f",U":SE{"’,U (1, 1)



15-04

comme une fonction 4éfiniec Jdans U ., Pour cela, nosons

(1.2) e, 2) = £, (2) nour ZEU,, , M eT';

cette expression ne iénend encore que Au point x = J‘"""Mr>\ Z 4, car, si

M 2= MMy ZY 2,2 20,y s M, M e,

< . -1 ~ Yyn
alors 2 , Z' sont équivalentes per ranvert a rx")\. = D’;‘(er [ MrAn (br)

et done £y (z2) = fr\ (z') . La fonction f* ainsi Aéfinie est continue nar

S €N A 2 it U $ aine a
rapport & g s oen effet, nour * 0 Aonne, soi un voisinage de

ks ' 3
ZO € Ur)« tel qu'on ait
ly (:
[(e, 1,y )(2) - £ (Z)] < €
f ] a\r "‘1 . . ’ ] 2 i n o
pour 2 €TU'n 1 U (continuité Ae 1'cnérateur r) ; on a alors
* ¢ - * M
[£7 (v M,y Z2) - £ (M My zo))
= ’fnmrk 2) - £ (ZO)‘ <

» . s s * . *
pour M’Mr}\ AR M'Mr)\.U' nU A'ou la continuité Ae £ , La fonetion f ,
dtant évidemment invariante par rammort & [ ', Aéfinit une fonction continue

sur X ’F—,(U) .

Or le faisceau f o (1, 1) = j-A,T., est un faisceau A'anncaux (et tous les
faisceaux rA?— ,(p. ’ ]D) sont des % ’;_, y-modules) ; A'anrés ce que nous avons
dit, on peut le considérer comme un sous-faisceau Au faisceau Aes anneaux de
germes de fonctions continues sur [~ '\ 3 . De m8me, on veut considérer
«*Ar, = ﬁr,(l , 1) cormme un sous—-falsceau Au faisceau des anneaux de germes

de fonctions continues sur r'\ n . alors cn o le lemme suivant,

LEMME 2, -~ Une fonction continuc dans un ouvert “fT_,(U) C r'\g* est une
section de @\F., si et seulement si sa restriction é K \" J(U) ~ \"D
est une section de @\,r

C'est presque évident ; en effet, si £* cst une fonction continue et invariante

par ranrport & [ ', Aéfinie Aans U , telle que sa restriction fn a Un soit
holomorphe, alors ;@?x fn est définie chaque fois que Ur>\ £ 0 (fn est

bornée lorsque n=1, r =0) et, en 'ésignant la restriction de £ a Urx

porfx,onai)\n e\ C
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2. Démonstraticn du théorime foniamentzl Adans le cas Au groune moiulsire.

On se nronosc maintenant dc énontrer le théoréme suivant.

/ |\ . -
THEOREME 1. — L'esrace annelé  ( r'\b; ’ j\*{, y) est un espace analytique

. N O
normel, ¢t le comnlémentaire de r'\ fs'n dans ["\ },qn est un sous-esnace

analytique de Aimension strictement nlus -eotite.

On va consi‘drer dans ce numéro le cas du groune nodulaire = r;l « Dans

co cas, on a

<x 3 - € . 5
r \\l\:) = rn\ """h U Tn-l\ ")n-~1 U s0ee U rz)\")o

n n
(2.1)
PN,y TS

la structure (d'csrace anneléd) induite sur Y'\ , et sur (et \S
&J (r\mn , »’A*-... ) n'est autre que celle A4finie ner :Ar et nar
* n n
resnectivement (en vertu Au lerme 1) ; récinroquement, A'anrts le lemme 2

r
n-1 A
la structure de (I \q F' ) coincide avec celle définie en nrolongeant

v/
(rn\ (Jn , ?\ ) rar continuité (i.c. en disant qu'une fonction f Aéfinic

M

. . s =\ (7% *
et continue au voisinage de¢ x dans | n\}‘f;n Aéfinit un élément de (A T' x ’

si et seulement si la restriction 72 f a r \ O Aéfinit un é1ément Ae
(«23» ). en chaque noint y Ae rﬂ\f‘:)ﬂ sui‘flsamment voisin de x). En outre,
il

P ’
on sait que 1l'esnace annelé ( F’n\ﬁ;’_ ,«A‘_ ) est un esnace analytique normal
(voir exposé 11, n° 2). n
% -\ Y . — g™
Donc, en nosant X = L = | N W=\ o) o omr
’ \ n\ ‘n ? n__l\ﬁ n_j ? hous sommes
justement 4dans la situction consi- leree Aans 1'exnosé 11 ; le théoréme 1 ci-dessus

résultec alors du théordre 1 de 1'exnosé 11, narce que les hynothdses de ce dernier

théoréme sont remplies comme suit :

(i) Tout point Xg €W nosséde (dans X) un systéne fonr?.amental de voisinages

ouverts U tels que UAV soit connexe. %n effet, scit Xy = (Z ) ’
Zo € . et soient U= r(U) , 1= U FV(S)(U , K) , ob U est un
r<s<h

voisinage ouvert connexe de Z@ dans llr et K > 0 ; alors

U N v; ﬁr(v(n)(ur , K))

est certainement ouvert 2t connexe (donc irréductible, narce que V est normal).
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™
(i1) 45\« r induit sur 4 unc structure ?'esrace analytique ~c Adimension <'n

(m = Ain V). En effet, cn utilisant la récurrence sur n , on neut sunposer le
PR 1.2, , A %
théoreme érontré nour J = | n_l\m n-1

(iii) Chague noint Xy & W posséie un voisinage ouvert U tel que loes fonctions

"holomornhes" dans U sénarent les noints ie U ANV,

Pour affirmér cette r~ronriétd, on a besoin “u résultat suivant., Soit q 1le
nlus netit commun multinle “es ordres Jes stabilisateurs des noints e ,--CSn
Aans r (31 ost fini, »arce qu'il ne 1énasse nas le nombre e M € [T telles
que M. N f)-n #£ ). nlors on 2 le

LEIE 3. - Si k ost un nultinle assez grand de q , il existe, pour chaque

’

; A . by -
counle de matrices 2 , Z' ¢ f.i)n non-équivalentes ~or ranmort & U , une

forme modulairc (en fuit une Spitzenform) £ Ae neids k  tolle que
£(z2) =1, £(2') =0 .({oir 1'exrosé 1C, n° 4 et n°s).

Or soit k un tel enticr, soient xj = 7(";. (ZQ.) € r‘r\f{r s et U= )("“,.({JJ)
un vcisinage ouvert suffisarment netit e Xy (U son image récivroque Aans (5’;) H
alors }1 ex_igte une forme moiulairec locale € Ae noids k Aéfinie et #£ O
dans Un = U 'q.,.’SJn (mj‘gnﬂ.xﬁgid'aborﬂ une forme moAulaire locale e, de noids k
Aéfinie Aans Uy, = U~ rb‘?r tellc que gr(ZO) #0 , et anrliquer le lemme 1),
D'aprés le lemme 3, on neut nrendre en outre, nour >ux noints Jistincts
X = 7(‘..(2) , x'= . (2') A6 UAV , une forme modulaire £ de noi’s k
telle que fn(Z) =1, fn(Z') =0 ;elors h = fn/gn st une forme modulaire
locale 4éfinie Aans U, s e poids 0, ot telle que hn(Z) £0, hn(Z') =0 ;
elle 4éfinit donc une section de ~=v r sur U AV qui sérore x , x' , ce qui

prouve notre assertion.

Le théorame 1 est Aonc Aémontré dans le cas “u groune medulaire.

3. Le cas A'un groune comriensurable au groune modulaire,

Soit [' un grouns commensurable & [ = rn . Los con?itions (i) et (iii)
ci—dessus sont encore remplies nour X = F—‘\fﬁ: , V= T'\;ﬁ’n , W=X -V
(la condition (i) résulte du théorime e ‘connex;'.té, exnosé 13, n° 3). Meis il
semble Aifficile de nrouver la condition (ii), car aucun nrocéddé de récurrence
sur n ne ~ermet rlus e nrouver que W est un esnace anclytique de Aimension <m

(m = dim V). On va precéder autrement.

Soit T'"™ 1'intersection Ac | A ' avee tous ses transfermés rar les

automorphismes intéricurs de ' ; ™" est un sous~groune invariant dans T' ,
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ot est d'indice fini dons [ ot %ans T ', Alors 1'ecspace annclé
Y
(TNS 5,870

s'identifie au quotient e l'esnace cnnelé (i‘"\\SE* JRF'") par le groupe

f}gi '/ 1" (qui Aéfinit des a utorornhl smes de cet espace annelé). Surnosons
qu'on ait Aéja montré que (T’w\ \ «fb”r") est un esnace analytique normal ;
alors son quotient (T"\ 1& - ,)
(cf. exrosé 11, paragrophe 2). Tout revient donc & prouver lc théoreme 1 nour

scra aussi un esprace analytique normel

le groupe [ ", qui est scus-grounc A'indice fini Au groune modulaire v,

Posons alers £ = T’"\,gj; , V= r"\SSn , W=x-v, x=7T \5; ’
VAR Tﬁ\\ﬁfn s, W'=X" ~W', On sait Aéja que X' est un esrace analytique
normzl de dimension m , et W' un sous-esnzce analytique de dimension < m .
Soit f : X —3X' 1l'application naturelle V"\(V* —_— f\% ; ona
£OI) =W, ~1(W') =¥ ; Ae »lus 1l'apnlication f est continue et nropre, et
1l'image récinroque de tout noint de X' est un ensemble fini Ae noints de X .
On va établir ci-dessous un théordme (théorime 2) A'cl résultera immédiatement,
dans le cas nrésent, que X est bien un espace analytique normal dc dimension m ,
et W un scus-espace analvtique e Aihension <«m j ce qui achdvera de prouver le
thécréeme 1,

Pour cela, nous aurons bescin A'une théorie des "revétements ramifiés", dont
ona4éja parlé Aans 1'exnosé 11 (rage 11-08). Yous n'utiliserons pas le théoréme
nrofoni de Grauert et Rermert (C. R, Ac~d. Sc. Poris, t. 245, 1957, p. 918-921), mais

seulement des résultots beaucoun nlus élémentaires.

4. Sur les revétenents ramifiés.

On ncut ccnsidérer comme classique le résultot suivant :

Soient X et X' reux espaces analytiques normaux ‘e méme dimension m ,

X' étant connexe. Soit f : X .5 X' une applicaticn analytique nronre, telle

que 1l'image réeinroque e tout ncint de {' soit Aiscréte (donc finie). Alors f

est une application ouverte, et il existec un entier d jouissant des pronriétés

suivantes :

s

- -1
1. pour tout x'€ X', £ “(x') se compose 1'au nlus A noints ;

2. l'ensemble D' des noints =x'€& X' tels que f"l(x') se comnose de moins

Jde 4 noints est un sous-espace analytique de dimension < n ; f—l(D') =D est

un sous-esnace analytique de ¥ , Ae Aimension < m

3. tout noint x € X -~ D nosseéde un voisinage ouvert U tel que la restriction

de £ & U soit un iscrorphisme Je 1l'esnace analytique U sur 1l'esnace
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analytique f£(U) .

I1 résulte 4c 3. que la restriction de f & X - D Aéfinit X - D corme
revétement 4c X' - D' (au sens tonclogique), le nombre “des feuillets 'u revéte-—
ment étant épal &4 a . On 1it, pour cette raiscn, que f Aéfinit X comme

revétement ranifié Ae X' .

Soit %’ unc foncticn holomornhe sur X . Si x € X - D, l2s fonctions symé-
triques élémcntaires “es valecurs de Lf aux 4 points de X - D Aont l'image
dans X' est f(x) , sont des fonctions holcmorphes du noint f(x) € X' - D',
bornées au voisinage de chaque point de D' ; Aonc elles se prolongent en fonctions
holomeorphes dans X' , puisque X' est un esnace analytique normal. Ainsi W
satisfait a unc équation P(ﬁ)) =0, ou P est un polyndme unitaire Ae depré A4,
a coefficients holomorphes Aans X' ., Le nolyndme P est canoniquement associé

a kf .

Soit (X, X', f) un revdtement ranifié comme ci-lessus. Soit Y une comno-
sante connexe de X , et soit g la restrictionde f & Y ; alors (Y, X', g)
est évidemment un revétement ramifié., Le legré Au revétement (X, X', f) est
égal & la somme des “egrés des revétements qui corresronient aux comnosantes

connexes le X .

Scit U' un ouvert non vide ot connoxe de X' ; soit U = f“l(U') . I1 est -
clair que (U, U' , £|U) est un rovéterment ramifié, “e méme degré A que
(X, X‘ s f) .

Soit a'€& X', =t soient a; les points de f—l(a') . Choisissons Aes ouverts
connexes Ui s deux A deux disjoints, tels que ay &-Ui (c'est possible puisque,
X étant irréductible au point a; s 8y nosseéde un systéme fondamental de '
voisinages ouverts connexes). Puisque 1l'annlication £ est nronre, il existe
un voisinage ouvert connexe U' de a', tel que f_l(U') = U soit contenu Aans
la réunion des U; « Ona vu que (U, t', £|U) est un revitement rarifié de
~degré A ; chaque conpcscnte connexe de U est un revétoment ramifid Ae U' ,
et la somme des degrés e ces revétements est d . Chacune de ces comnosantes
connexes contient cu moins un point de f—l(a') , et est contenue dans 1'un
des Ui ; il cn résulte que le nombrc e ces comrcsantes connexes est égal au
nombre des points éi s chacune contenant un noint ag et un seul. Le Aegré de
la comnposante connexe gui contient a; est iniénen’unt Au choix de U' (assez
netit) 3 on 1'annelle le Aegré du revétement (i‘, X', f) ~u noint ay €XxX.

On voit que le degré a du revétement remifié (X , X', f) est égal A la somme

, . . -1 . .
des degrés d(ai) aux Aifférents noints 8, € £77(a') , et ceci nour tout roint
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Vo ot
a < a 3

Soit U un voisinage ouvert connexe de a € X, tel que U soit revétement
ramifié de £(U) , de degré d(a) . Toute fonction ¢ holomorphe dans U

Aéfinit canoniquement un -olynéme unitaire P, , A coefficients holemorphes

dans U' = £(U) , “ont le Aegré est mal au desré Aa(a) Au revitement au noint a .
I1 en résulte que tout cerne -f Ae fonction holomorphe au noint a Aéfinit

un oclyndme Dy Ao degré d(a) ,» A coefficients Anns 1l'annenu es gernss Ae
fonctions holoﬁorpbss (sur X') au ~oint a' = f(2) . De ~lus, il oxiste une xf
holomorphe en a , telle que le discriminant de P, nc soit nas identiquement

nul au voisinege de f(a) ; il suffit, pour cela, ~e choisir U (connexe) et \Q

holomorphe dans U , ‘e manidrs que u? nrenne des valeurs distinctes en A(a)
points distincts de U ayant méne inage ‘ans X' ; ot ceci est nossible si U

est assez netit.

On se propose maintenant A'étuiier une situation un peu nlus subtile : au lieu
de supposer que X soit un 2snace analytique normal, on va sunnoser seulcrent
(comme dans l'exposé 11) que X est un espace lcealement compact, et qu'une

structure 4'esnace analytique normal est dornfe sur un ouvert rartout dense V

de X , de comrlémentcire W . Faisons 1'hypothése (i) ci-dessus : tout noint

X € W nosséde un systéme fondanentael de voisinages ouverts U tels que VN U

soit connexe. Définissons alors sur ¥ une structure annelde 4 corme dans

1l'exnosé 11 : si X5 & X , un gerne de fonction continue, au point Xy s apnartisnt

a4 1l'anneau Ax si c'est le germe d'une fonction 4 valeurs comnlexes,

Aéfinie ct con%inue “ans un voisinage ouvert U de Xy > ot telle que soit

holomorphe Aans V AU . On 2 vu (exposé 11, rronosition 1) que 1'anneau Ax

est normal (i.e. : intdgre et intégralement clos), 0
Plus géndralement, soit X' un osnace analytique, ~t U un ouvert Ae 1'empace

{ comme ci-dessus. On Aira qu'une annlication f : U —> X' est "holomorphe"

si elle est continue, et si sa restriction 3 VAU est une arplication

holomornphe.

Soit X un esvace comne ci-dessus, et soit X' un csnace analytique normal,
connexe et e mdme dimension m que l'espcce V=X ~W . On dira qu'une

application f : X _,.53{'4 Aéfinit X comme revdtement ramifié de X' (dans

un sens généralisé) si f est "holomorphe", propre, et si 1'image réeiproque
de tout point de X' est discréte (donc finie) 3 nous supposerons en outre que
W' =f(W) est un sous-espace analytique de X' » e Adimension < m , et que

) -1, .. . . .
W=1f"(') (ec qui in~lique que, au voisin:ge de chacun de ses noints X5 »



d peut 8tre éfinie ner un ncrbre fini A'équations ¢, (x) = 0 , ol les

féd)

Soit (X, ¥ , X', f) un revétement ranifié généralisé (r.r.g.). alors la
restriction de £ & X - W Aéfinit X - W comme (vrai) revétement ramifid
de H' = W' ; son degré s'enpelle encere le dexré Ae £ . On en Aéduit : & chaque

fonction x{) "holomorphe" (& valeurs scalaires) dans X correspcond un polyndme

unitaire Py , & coefficicents helomcrphes dans X' , de Jdegré égal au degré de
l'anplication f , tel que P‘f (LF) =0 . On “éfinit cncorc le egré de f en
un point a ¢ X , méme si a €W ; ot tout élément €4, Aéfinit un nolyndnme

unitaire P, & coefficients holomorphes (sur X') au noint f£(a) , de degré
I "
égal au degré d(a) de 1l'apnlication f au noint a , et t2l que P,)D( l]()) =

PROPOSITIOYN 1. - Soit (X, W , X', f) un revdtement ramifid nénéralisé, comme

ci-dessus. Supposons que, pour tout noint a £ W , il existe un élément P &by

tel que le discriminant Au polyndme associé P ne soit pas identiquement nul

(au voisinage du point f£(n) & X'). slors la structure annclée 4 , sur X , est

une structure d'espace analytique normal de dimension n (et £ Aéfinit done un

vrai revétement ramifié) ; de plus, W ost un sous-esnoce analytique de X,

de dimension < m ,

/
DEMONSTRATION, - I1 suffit de prouver que A Aéfinit sur X une structure
A'espace analytique ; les autres conclusions de 1'énoncé sont alors évi‘entes,

Soit a €W ; il s'agit de montrer 1'oxistence A'un voisinage ouvert U Ade a s

tel que la structure annelée de U soit une structure A'esnace analytique.
Or a possede un voisinege ouvert U ayant les nropriétés suivantes :
1. U ost revétement ramifié de £(U) , de degré A(a)
Q¢ VN U est connexe ;

3. il existe une kP "holomorrhe" dans U , et dont le volynére t’\f , de
degré d(z),a un discr:mlmnt non identiquement nul.

. Soit alors U' = £(U) , et soit ¥' 1le sous-gspace Au nroduit U' x C formd

des couples (x' , z) tels que P, (z) soit nul au point x'e& U' ; c'est un

sous—espace analytique de U' x C . Soit ¥' 1'espace normalisé ‘e Y' (ef.
exnosé 11, page 11-04), et soit p : Y —> Y' 1'apnlication cznonique. Soit
h: U —> Y¥' 1l'oprlication qui envoie x dans (f(x) s LF(X)) la restriction

de h a VAU est une apnlication analytique qui se reléve d'une seule manidre
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en une arnlication analytique VU o Y! (narce que V AU est un esnace
analytique normal), ot celle-ci se prolonge pnr continuité en tout point de WA U
(& cause ﬂc 1! hypothese (i) “c 1'exposé 11) Donec h se reldve en _une apnlication

continue h: U \Y' telle que = . h=h , la restriction e h & VAU

~

étant anulythue ; h est dcnc "holomorphe",

Soit q = Y'__u;IJ' 1'anplication comrcsée de n fi.__f;Y' et de 1l'apnli~
cation Y! }[V 1nﬂuif per la oremiére nrojection de U' x C_ sur U, .
Soit k: VA U-—3Y —q (U A ') 1'anplication anslrtique induite par h ;
puisquec q e k = g Aéfinit V o U corric revdtencnt ranifié de U' - U' N W'
de Aeard d(a) , et que q est éviderment un revétement ramifié_ﬂf degré A(a) ,

il s'ensuit que k Aéfinit V AU comme revétement ranifié de Y' - q~1(U'rﬂ W) ,

de Aegré 1 ; autrement Ait, k est un iscmorphisme Ae l'esnace anelytique VU
~

-1 . R
sur 1l'espace anclytique Y' - g (U' W') . L'isomornhisme récinroque se prolonge

par continuité en une application V'...% U , comme on le voit facilement. Cette

~

application continue est évidemment réciproque de 1l'application h ; donc h est
e

A

un homéomorrhisme de U sur ¥' , et il est évident que h transporte la structure
A

annelée de U sur la structure cnalytique de Y' . Ccci achdve la Aémonstration

de la proposition 1.

Comme corollaire de lua pronosition 1, nous obtenons le :

THEORW”m 2, -~ Soit X un espace localemcnt compact et soit V un ouvert par-

tout dense de X qui porte une structure A'espace analytique normal de dimension

m ; posons W = { -V , Pour tout ouvert U de X , convencns de dire qu'une

fonction Aéfinie dans U , & valeurs comnlexes, est "holomorphe" si elle est

continuc lans U ot hclemorphe dans V N U ., Faisons les hypothéses :

(1) chagme point %y € W posséle (dans X) un systdme fondamental de voisinages

ouverts U tels que VN U solt connexe ;

(11i) chaque point X, € W ross®c un voisinoge cuvert U tel que les fonctions

"holomorrhes" dans U séparent les noints de VA U ,

Soit X' un esnace analytique normal de “imension m , connexe ; et soit

f: X — X' unc annlication continuc, propre, telle que 1'image réeiproque

de tout noint de X' soit finie. Sunnosons que la restriction de f a \ soit

holomorphc, Sunnosons de nlus que W' = f£(W) 301t un sous-espace analytique de X',

de Aimension < m , ¢t que W = f"l(w') . #lors la structure annelde de X Aéfinie

par les fonctions "hclomorohes" est une structurc d'esnace analytique normal,

et W est un sous-espace analytique de Aimension < m .




15-12

/
DEMONSTRATION immédiate. — On peut anrliquer le pronosition 1, car, étant donné

. .

serininant e P@

4

a €W , l'existence A'une fonction p € A telle que le “i
ne soit pas identiquement nul, est assurée par 1'hynothdse (iii).

Y

Comme on 1l'a Aéja dit, le théoréme 2 entraine la validité Au théoréme 1 pour

tout groupe commznsurable au groune rodulaire,



