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Séminaire H. CARTAN 14-01
E.N.S., 1957/58 24 mars 1958

L'OPERATEUR P,

par Ichiro SATAKE,

L'opérateur ‘? a été plusieurs fois l'objet de notre considération (Exposé
4 , n° 5 3 Exposé 7 , n° 2 , n° 4 ; Exposé 8 , n° 1) ; mais il y a encore lieu
de le compléter, parce que jusqu'ici nous nous sommes limité enprincipe & la
considération des formes modulaires (i.e. formes automorphes relatives a
['=sL(n, 2) définies globalement,c'est-a-dire dans fim tout entier) ; dans cet
exposé on se propose de la généraliser au cas des formes automorphes locales

relatives & un groupe commensurable quelconque.
On utilisera dans ce qui suit les abréviations que voici
E(X) = exp(RTi Tr (X)) ,
ful=wyvu,
ot X, Y sont des matrices carrées et U une matrice quelconque telle que

tU YU ait un sens.

1. Le développement en série de Fourier des formes automorphes locales.

Soient [ un groupe commensurable au groupe modulaire, p une représentation
hoilomorphe irréductible de GL(n , g) dans un espace vectoriel complexe Ff de
dimension finie et J un multiplicateur de [ (i.e. une représentation ge [
dans un espace F, de dimension finie, représentation dont le noyau est supposé

d'indice fini dans [ ) ; soit de plus U, un ouvert ['-saturé dans 5:1 .

On appelle f une forme automorphe locale d'espece (Y‘ R f) pour V' dans
Un , si f est une fonction holomorphe définie dans Un , & valeurs dans

Hom (E, , Ff\ , vérifiant la condition

(1.1) £(.2) = p(0Z +D) o £ (2) o V;(M)-l

pour toute Me [ ; on désigne par :'(;F,Un(\" p) 1'espace vectoriel formé de
toutes ces fonctions.

Soit U un ouvert ['-saturé dans ,6; et soient

v =0a5 , IL=a(l'a&l) ©<rgn) ;



14=02

alors il est clair que Ur est ["r-saturé ( on notera que, pour Un donné, il
y o un plus grand ouvert U dans S: tel que U /\Sn = Un , et que cet U

ost f'f-saturé) ; on se propose de définir un opérateur @n pour r<n tel

i 3 o ’ r (r) b (r)
que U, # @, qui applique ;{;f;Un(P’ 9) dmsﬁp},ur(\x( ), p ), on p
est une représentation de GL(r , §) déja définie (voir n° 2), et ol (r) est

un multiplicateur de f'r que 1'on définira plus tard.

Soit ZOE. Ur 3 il est clair que ZO posséde un voisinage U' , contenu dans
U , au sens de ‘Cg , tel que U' N Un soit stable par teoutes les translations

de la forme

Z2~%%2+T, T

0 T
"12 _t I
kt ’ T2 = ‘I'2 y le ’ T2 : réelles.

(prendre, par exemple, U’

1]

I'V(S) (UI‘. , K)) . D'autre part, on a
r¢s<n

a n y n
ln&rbgflan

\

et ce dernier, étant commensurable & Ca ;TL? , contient toutes les transformations

de 1la forme suivante

E 0
)
(1) zZ—72[U], U={" , Uzéyn-r’
0 )
2
(.., ¢ un sous-groupe d'indice fini de Y .= SL(n - r, Z))
B U
(i) 7 -7 [U], U= , U,20 (modq),
0 E
N=
(g : un entier positif)
0 Tpp) §
(ii1) 2 —>272+T,T= T.= T T T.=0 (mod q)
’ t s 2 20 "12 0 2
T T

on peut supposer de plus que la representation 1 est triviale pour toutes ees

transformations.

Soit f € ,'f) 0 (‘;, f) . Alors d'aprés (l.1) on a , en particulier,
n

£(Z + T) = £(2)

pour toutes les translations (iii) ; de sorte que f(Z) posséde des développements

H
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en série de Fourier dans U'AN U = comme suit

(1.2) £(2) = o (B 5 2, £(5,2)
Z s,
~ 7
gz,Slz 12

oh les sameetions sont étendues & toutes les matrices S, ou (S‘2 R 812) dont

. 1 \
les coefficients sont dans Ei'& , €t ol asz(z1 12) S S ‘Zl) sont des fonc-

Z Z
tions holomorphes de (Z1 , 12) oude 2z, telles que 2 ={f 1 15) € U'n U,

21, L

(Exposé 4 , n° 2) ; ces séries convergent normalement sur tout compact dans
]

U'n Un .
Cela posé, on va étudier les propriétés des coefficients aS @, , 212) ,

b S (Z ) de ces développements. D'abord on se donne une tra.nsformatlon de
2’

" ~A N
A ;ﬂr :
E U 0 T
My 2—2[UJ+T, U= & r 12} ) T= e 12
o T, 12 o
ou plus précisément
2y T
big = 215 Uy + 29 Upy + Ty
% t,
Zy = 2y (U0 U, %), U,y tU 219 Uyp + 2y U]+ T, 3
alors pour cette transformation la relation (1.1) s'écrit
-1
-] -
(1.3) £(Z[U]+T) =p(U) o £ (Z2) ol tU T ) 1 ’
f f o -l

et par suite (pour Z sufficemment voisin de 2 )
37 &g (z1 y By Uy + 2 Uy + T o) €05,(2, [U,]+ 2t012 12 Uy + 2, [U,]+ 1))

= : P(U)—l o 382(21 ’ Zlg) ° Y'(M) 2'(82 22) ’
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= 32,512(Z ) € (8,5, Uy + 2y Upy + T15) + 8,02, (0,1 + 2%, 2,5 0 + 2, [U),11)

:z e(U)-l SZ’S (Z ) o V(M)-l 12 212 + S, Zz) ’

d'ou 1'on déduit

-1 . -1

ag (295 295 Uy + 2y Upy +Ty5) £(S,(2, (U] + 2tU12212U2*T2))

2

(1) p! z,) o p)™

o

b
t
S2[tU2], sl2tu w208, ",

t -
= bsz’slz(zl) €(%8,5(2, Uy + Typ) +5,(2, [U,,]+ 1))

et, en particulier, pour les transformations (i), {ii), (iii) les relations

suivantes
(1.5) %i%ﬂml;ag=fw>o%gq,zmug,

(1.6) 2 @, 2y, 42, V) = o7 6 a g (2 5 1) £ 8,2, [V}, +2%,,2 ),
(1.7) 2,8y > Z1p * Tpp) = %5, %10 212)

ou

(1.5)" bézftUzl, Sl2tU2(Z 1) = plU)eng 5., 12(21) ’

' ,
(1.0 b g oy g, @) = PO o b NECUL SN %8152, Up0) o

On dit que 812 est un multiple rationnel .de 82 s'il existe une matrice
rationnelle W de type (r, n - r) telle que 812 =W 82 « Alors une conséquence
importante de ces relatione et de la convergence des séries ci-dessus est la

suivante s -

THEOREME 1. = Si n »2, les coefficients ag (Z:1 , 212) du 2éveloppement
(1.2) sont identiquement nuls lorsque S n'est2 20 3 les coefficients
o L &St pas

bS 3 (Z ) du developpement (1.2)' sont identiquement nuls lorsque 82 n'est
27712 :
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pas >0 ou 812 n¥est pas un nmultiple rationnel de 32 .

Si r =0 1la deuxiéme assertion du théoréme n'a pas de sens et, d'autre part,

les relations (1.5)~(1.7) se réduisent & la seule relation

= ¢U) a H
aSZE t'Uzj ?( ) Sz

ce cas n'est autre que le théoréme de Koecher (Exposé 4 , n® 3 , Théoréme 1 ; il

faut le généraliser d'une fagon évidente).

Soit donc r >0 et supposons que by ¢ (Z) ne soit pas identiquement nul,

b
S1 U, 8,=0, (1.6) s'derit 212

b s, @) = 4@ o b o (2) e('5y, 2, U

2712 2’ 12

ce qui exprime que E(— 12) est une valeur propre de p(U) ; meis comme

12 1
les valeurs propres sont en nombre fini et que Z1 peut parcourir un ouvert

¢ ’ N T t - 1, ’
dans &% , on a necessairement 112 812 = 0, d'oh résulte que 812 est un

multiple rationnel de S2 -

Or, en posent U,, = qUi, , on a d'aprés (1.6)!

a. (2 Z

- T
1o k)= 2 2 bs 5. s2qui s, 1 ('S 254208, 1.2, )

12 if] < oor) 20212725
) -'I'
mod(zo;rizsz} mod z° WP (S,)

= TS e v g @) & s, 2,[U1,]

Sy

12 12
. t’ ] t [
©a 81,0 Uy + 298, Y, 2y v 8y, 2))
7% (B-r) (5,) & £ 10 ' s
esignan ensemble des U12 telles que U12 5 = = 0 ; donc,
si by ¢ (Z ) n'est pas identiquement nul, le sous-espace de Hom(F, , E%)

2’712
formé des éléments b tels que

~ 2 t %,
g‘: pU) &(d" s, 2, [U1,7 + q 815 By + 25, le)Uiz)b
12

soit convergente pour une Z & U donnée et pour touter les Z n'est pas

12
Q} s comme ce dernier est un sous—espace invariant par rapport a la
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!
E

représentation p(( ) ) du groupe abélien {UiZ} , on en conclut, en

0 E
considérant un vecteur propre de cette représentation, la convergence de la série
2 t t [ .
F | €(d” s, 2, [U,0+ a(%s;, 2, + 25, 2 )00p)| 5
12 .

Or il existe une matrice rationnelle non-singuliére P telle que

s® o)

2 -t o) t
P ( P, S, = (s, 0)

0 0) ’ 12 12

de degré t<&Ln=-r et ng est une matrice de type (r , t) ;alors la sommation

S

5 = P, ol Sg est une matrice non-singuliére

ci-dessus s'étend & toutes les matrices entidres Ul'2 modulo le sous-groupe
t
Ny
formé des Uj, telles que U, P=(0, #) ; donc elle contient la sommation
b 1 1] - Imn N 1"
étendue & toutes les matrices Ul, telles que qUj, P= (a ut, Q) , ol uy,

est une matrice entidre de type (r , t) , et q' est un entier positif j posons
)

de plus 2 12

P= (Zi’2 , *) avec 2 de type (r , t) ; alors la série ci-‘essus

12
stéerit

. 12 Lo t.0 o t,0
- | €™ 552, [01,] + a'(5y5 2y + 285 2p) V)| <o
12

la sommation étant étendue & toutes les matrices entiéres ut, de type (r, t),
d'od résulte imédiatement que Sj 330 .

Si n=1, r=0, la conclusion du théoréme est évidemment fausse ; dans
ce cas on suppose cette propriété, i.e. on suppose que f posséde un développement
de Fourier de la forme

£2) =S ag ¢(sz) 3
5?6

cette hypothése est, comme on sait, équivalente & dire que f est bornée dans
un voisinage (au sens de 3310 ) du point a 1'infini ; on appelle une telle f
une forme automorphe locale bornée.

REMARQUE, - Soit 82 une matrice >0 de degré n - r dont tous les coeffi-
. ’ 1 s " . .
cients sont dans a‘g" ; désignons par (82 }q 1l'ensemble des matrices 812
qui sont, des multiples rationnels de 82 et dont tous les coefficients sont
dens %1'?"’ et par {{S }}q 1l'ensemble des mtrices S,, de la forme 2q U!, S

12 12 72

avec des matrices entiéres. Ui2 s alors il est clair que {{82}}q est un sous=-
groupe d'indice fini du groupe additif {Sz}

q° Or il est facile de voir que
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si 812 est un multiple rationnel de S, la série

E U!
@, , 2 ?(( quz) ) (a5, 2, [U],] +

¢.8) ®c(1?% s o

39295, 12) =

1 ’
U} 2:2" (n’r)/zr (n-7) (S,)

t t
+ q( 812 21 + 2S2 212)Ui2)

est convergente, et que aq (Z1 ’ le) est une combinaison lindaire de celles-1i

2
de la forme suivante
v‘“l
%,
e (. ,2..) = A @) . @, ,z.) 00 @) els..z.);
5,71 » %12 312’{S°}q/{{§} 435,58, 1 7 “12 85515 1 12 “12

d'autre part, vu (1.5), f(Z) est une combinaison lindaire de
a ¥/ z,,) #s,2,[0,])
1 712 2 2-72
by %(s Nopr 547
2 2
E O
=22 ) a5, @y 5 21 T) €& 2[00

U,

t;yﬁsz) désignant le groupe des unités de S, dans tX' , 1l.e.

tY’(Sz) = {tUZ 3 Uy Y’ = Yﬁ-r » S, [tUzj = 82} 3 comme ce dernier s'écrit

E O
; ;- (?) _ +
F(ko U ) ! ®q582’812(Zl » P12 ) o bsz’sm(zl)z(s-’z 2 [0 d+ 815 215 U,

2 "12 2

f(Z) est une combinaison lindaire avec coefficients by g (Zl) des séries "théta"

@(F) (Z)=%:9(CE O>)@ @, , z, U)az(;li [v,]+%, 2. u)
1 355,,5, > Mo, 25,5 , 12 %12 "2 €W %2 L5 12 %12 72
| = % ?(C §:2> ) €S, 2y [Uj5] (t312 2y ész tUz tZlZ)Ul:Z *
w7 +8, 2, (03] + "5, 2., U)
- Uzzz‘;;(szl\t}{' F((Zr Z:2>)a(s2z{z:i + (%,,,0) z(zzz ),

U12:qu (0-r) 77 (n-r) (s,)
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ol 82 >0 est pris modulo X/ et S1 { 2} modulo {{82}5 3 la convergence
de cette série est facile & voir.

2. Définition de 1'opérateur P .

Les notations étant comme ci-dessus, le théoreme 1 affirme en particulier que
a (Z1 , 12) = boo(Zl) ne dépend que de Z, ; c'est une fonction holomorphe
définie dans un voisinage de Zo ; en faisant varier Z dans U , on obtient
une fonction holomorphe définie dans Ur ; on la note f EPU £

considérons maintenant les propriétés de cette fonction.

On déduit d'abord de (1.5), (1.6)

E Ulé ! -
(2.2) F(U) o fr(Zl) = fr(Zl) pour U = ko . , Uy e i, U12 z0 (q) ,
2

d'ol résulte, par le raisonnement de 1'Exposé 7 , p. 14-17 , que

r
(2.3) fr(Zl) € Hom(F, , F(?) ),
o‘tl .
(r) _
2. £
(2.4) o =Ry ={as xek , fe)u=¢
E g '
2
pour g=| T 1 ,g2£SL(n-r,g)1
0 g /
‘ g 0 ‘
(2.5) fa(r)(gl) = restriction de ?((1 ) & Ffr) .
0 En-r
On sait que ?( r) # {O si et ‘seulement si Royg = 000 =X 4 = 0, et qu'alors
.?(r) est une representatlon holomorphe irréductible de GL(r , g) dans F( )
dont les exposants du plus haut poids sont Otl soeee s Kg 0 & +0rn, 3 en outre

on a la relation
g, .
(2.6) ?((01 121 )52 ) (g,) det(e)™ &, pour gerl? .
4 €2 :

Cela dit, on va montrer que fr est une forme automorphe locale d'espéce
(r‘gr) (r)) pour F =0, (O~ @n) dans U, ; ce fait se démontre par 1l'un
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ou l'autre des raisonnements de 1'Exposé 4 , n® 5 , théoréme 3 , et de 1'Exposé

8 , pe 4=6 ; mais on peut encore le démontrer de la maniére suivante.

Soit
Ay O B By
M = Aoy By By B e &E
= lc 0O D B NOp 3
1 1 12
. 0 0 0 D2
/A1 B, 1
on note que M1 = K )e ["I: et que A2 = tDz' 3 par un calcul de matrices
C D
1 1

on constate facilement que

Ml Z1 (fonction de 2
MZ =

12 %12)
7 [D"l] + (fonction de Z z..)}) "
2 2 1?2 712

Orsi Z ¢ Un est voisine de Zo 3 Ur y MZ est voisine de M Zo € Ur 3 donc

1
on a

202) = T ag (4 2, oon )ES,E, (D714 n )

P
7 3
1 ._11 + .-Jl *

0 D

C., Z, +D
-5 T
B 'f(( 0 D

‘ 2

¢ 1
= P( ) o £(2) o rv(M)-

*

) o asz(z'1 ) Zp) o 0T es, 2,)

d'ou

Z, +D

171 1 *

c .
asz(Ml Zy oy eee )eUS,(000)) = ?(( ; o ) o aaLsz[Azj(z1 s 245) o t—l(M)-l

2

et en particulier

¢, 2,

0

+ D1 * -
(@7)  £.01 2,) = o ), ) or(2)) o W)™t
)

mais comme fr(Zl,) € Hom(FPV, F‘(w , on a d'aprés (2.6)

Clzl+D1. *

‘ (4'¢
et . ) o £.(2) = o7 (0, 2, +D,) o det (0) P2 (2),

Otn "1 »
en sorte que det(Dz) fr(Zl) o p() ne dépend que de M, = zzjr(M) .
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Or si 1l'op désigne par N(;:) le sous-espace de FP' engendré par

-0
det(D,) M) X - X ;e Me Ua A,

1'endomorphisme det(D ) " tA(M) M € U'a &n ) laisse N;) invariant et 1l'endo=

morphisme induit par celui-ci dans F “(r) /N( r) ne dépend que de M = @7 M)
on obtient ainsi une représentation de [’ dans F \»1 r) qui est ev1demment un

multiplicateur de I‘I“ ; on le désigne par \”( r) s

-
(2.8) p’(r) (Ml) = 1'endomorphisme induit par det.(Dz) n \;,(M) dans F'vﬁr) = FYJN’&r) .

Alors f_(Z.) peut étre considéré comme un élément de Hom(F , F o\) et
(R.7) s'éerit
| - [fr) (r) (y y~1
(2.9) £.(M 2,) = pT(C; By + D)) o £.(2)) o p (M)
ce qui prouve notre assertion.
On notera que
(2.10) det(D,) = £ 1 pour Mel'n &? .

En effet, pour M&[l'n d}’; , D, est unimodulaire et donc det(Dy) =% 1 ;

par suite la représentation [ n @? > M —> det(D,) est essentiellement une
représentation du groupe fini dans le groupe multiplicatif de R ; donc 1'image
de cette représentation est dens {i 1} '

Considérons le cas particulier ou le multiplicatéur poest trivial ; alors
Fuo=0 ; si det(D )O(n = 1 pour toute Me& ["MXL? on a Nif) = {O} ,
F r) = ¢ et le multiplicateur p’(r) est encore trivial ; mais s'il existe
une Mc [’(\ Bﬂ_? telle que det(D, ) R , alors on a N(Pr) =C, ( y = [LOI

de sorte que CP“ f =0 pour toute fe.’f{w (\k ‘)) . Par exemple, si [' =
et si % est impaire, on a toujours ’Pn f=0 pour tout r<n.

-Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant

THEOREME 2. - Soit U un ouvert ﬁsaturé dans S* et soit U, =1 n5r~

(0Ogr <n) . Si U, £p et fej) U () (suppose bornée cu cas ou
(r)) s OU (’( ) est une

n=1, r...O),ona f =@feﬁr,

représentation holomorphe irréductible de GL(r , §) définie par (2.5), et

-‘;() est un multiplicateur de f‘; -‘DI,(F O&?‘) défini par (2.8).
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3. Propriétés de 1'opérateur C}? .

Continuité de E_E_?r : Soit W un compact dans 1l'espace de (Z1 R Zv12) (i.e. dans

5, x gi(n“r)) et soit ¢ >0 ; on désigne par V(W , c) 1'ensemble des Ze X
telles que

(3.1) (z1 , 212) €W, Y, »cE ;
alors on a le lemme suivant (cf. Exposé 4 , n® 4 , Proposition 1) :

IEME 1. ~Si VW, c)<CU etsi fe »’7r',un(t”’ f) (bornde dans le cas

n=1, r=0), le dveloppement de Fourier (1.2) de f converge normelement
dans V(W , ¢) «

C'est une conséquence immédiate du fait que pour 2 € V(W , ¢) ona

Ha52<21 » 2y,) €5, 2, || < Hasz(z1 y 2y5) E(S, icE) ||

et que la série (1.2) converge normalement dans 1'ensemble campact formé des
Z €5n telles que

(Zy 5 2,,) €W, Z=ick .

1?

I1 résulte de 13 que la limite de la série (1.2) peut se calculer terme a terme.

Par conséquent, si {Zy} c V(W , c) est une suite telle que

(3.2) Z}),1 — Z €U, Yv,2 —_ o ,

alors on a

(3.3) lim  £(z,) = fr(Zo)
YV —

(o 1'on considére fr(Zo) comme un é1lément de Hom(F FP)) , puisqu'on a

t‘,

visiblement

0 81 S, #0,
ag (Z1 , le) 6(82 Zz) —

2 fr(zo) si 82 =0,

(cf. Exposé 4 , n° 5 , Théoreme 2).
Soit maintenant {Zv} cU, une suite contenue dans la réunion gMi D'n

~e—

d'un nombre fini des transformés de (. (par [') , et convercente vers 2 & U,
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au sens de n'importe quelle topologie satisfaisant aux conditions 1° , 2°

alors il est clair que la condition (3.2) est remplie et par suite, on a (3.3) ;
R, s In : *

on a 2insi étebli la continuité de q?_r dans \:L)Mi Q‘n

Si de plus le représentation ]o est de dimension 1 , on peut démontrer la

continiité de ‘?2 au sens de ‘(‘l ; cela veut dire que pour chaque £>0 il
existe un voisinage U' de Z, au sens de f&‘ tel qu'on alt l|£(z) - £, (Z )Héﬁ

pour toute 2 & U'n U, « En effet, soit 2 < Q’r ot soit U= rZ U, oh U'
)
est un voisinage de Z dans .O: ; 11 existe un nombre fini de Mi € FZ tels
o
que U (Fal” Eﬂ )M ; d'aprés ce qui précéde on peut prendre, pour
2,
£ donne, U' tel qu'on ait ||£(3) - £ (2 )l|<& pour Z € U MU' 0T or

chaque ZéU':FZ U' s'erit 2' = MZ , Msf’agﬁr, 7 eUMi U' 3 done
o] i
d'aprés (1.3), (1.4) on a

le@) -2, @)1= 11p@™ o 2G) o g™ - £,(2 ) |
l£@) - (V) 0 £,(2 ) o p(0) |l

le@) - £.@) |

tl

o
puisque }L(M) est unitaire et que ((U) = det(U) S

Transitivité de ‘?‘; : Soit s4L r<n et U #p 3 alors il est facile de

voir, soit par la comparaison des coefficients des séries de Fourier, soit par

la continuité ci-dessus, la relation
r n
(3.4) PLE 1) =P0 s

pour fé&f (,, p) , oh 1l'on considére CP f, ..., comme des fonctions &

pi
valeurs dans ."om(F , F‘)) 81 r=1, s=0, CP? f est nécessairement
bornde., )

On a d'ailleurs les relations suivantes

(3.5) (SIS 8

(3.6) (F(r))(s) o) F(S) , ?( s) = restriction de ( (r))(s) a Fss)
(4 (r)) (s) etdnt irréductible, on a (F(r)) s) - {gs) ’ sau.f‘ dens le
cas o (F(r (s) £ ;0} ( 8)_ {O} , 1.e. le cas oh
Fgu1 T 0t T % T 0 %760 Hoyy T e =0y = 0)
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(3.7) N(SEE.) < N(pVS)/Nt(f) , de sorte qu'il existe une projection canonique
‘-b
— ~ 7 /)
Py e T u(“/Nw(r) Fo)= RN

En tenant compte de ces situations, la trensitivité (3.4) signifie, plus précisé-

ment, la commutativité du diagramme suivant

(e —E— T )
¥ w _
e e | 1" @ ne®)
e 2 e
Si 1'on éerit ¥ au lieu de ‘1?2_1 (ce qui est la définition originale de P),
on peut erive 3T au lieu de P° .

Tr

4. Définition de 1'opdration §>’;(f|M) .

Pour compléter la définition de ® dans le cas d'un groupe commensurable au
groupe modulaire, il faut encore définir 1'opérateur IR(£|M) pour Me U, qui

lique 4, , dens ¢ (r) () N
applique ;f;"Un(}» ?) ns %(li-‘lr?Mn&I;)’M-IUASr(m » P ) , ou by | est

un multiplicateur de @ (M"1 T Ma 252) défini ci-dessous.

r~
Pour cela, attachons & chaque Me [' ub espace vectoriel F et un isomor-

phisme M

4'.1 d;, ¢ F —_— F H

on peut définir alors un multiplicateur }LM de M"lf" M dans F{_L par
™™

(4.2) o oL M) _o o \L(M') o g (e "y

on suppose qu'on a

(4.3) MM = ‘L(M') o Sy pour M'el’ ,

ce qui implique que l'espace vectoriel FF‘M 8t lc multiplicateur M ci=dessus
ne dépendent que de la classe de M modulo & gauche .

On pose
(4.4) (£1M) (2) = p(CZ + D)‘1 o £(MZ) o Ty
pour fe ,ﬁ-VT, U ({1 ’ P ) ; alors il est immédiat que
b n .
(4.5) _flM emM'lﬂM,M’lUn(P‘M s p)
de scrie qu'on a
(4.6) P (elmed ) o)y,

'L:y(M" /Mndb-‘;),M-lUQEr(m ’ (J
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D'aprés 1l'hypothése (4.3) , f£|M et donc CP: (£1M) ne dépendent que de la
classe de M modulo & gauche [,

4 0 B B12\
A A, B, B | - A, B
Soit maintenant L=|21 2 1 U T oan o =f 1 1)zw@ ;
C 0 D D T 1 T
1 1 P12 ¢, D,
o o o b,

alors il est clair que
S e Ma gD = o e e &) L rwtuns =tortuan ).
r r T ' ’ r 1 r

D'autre part, considérons l'isomorphisme

-o(n -1
det(D,) o, 00, +F —~> F,
2 M ° "ML P ;‘M ’

come L1 '1["MLn3ﬂn = L"l(M'l.['"M nﬁf\vi) L, on voit facilement que cet isomorphisme

applique N&M; sur N(r) s ce qui donne l'isomorphisme induit

(r) (r) .
(4.7) Fp(r) =T, /NPML — F (r) TLM ;

il est clair d'aprés la définition que, si 1l'on attache & I, = %(L) cet
isomorphisme induit, le multiplicateur de 1;1 o (LM AQ)) L, aéfind d'une

manlere analogue a (4.2) est précisément ML, (r)
L e[ 05’ﬂ ; comme on a pour les isomorphismes (4.7) un diagramme commutatif

. De facon précise, soit

D) / ) :
FL)
MLL

on peut identifier tous les espaces F (r) tels que ZD:E- (L) = L1 avec un seul

ML
espace noté F (r) , et désigner par o'( ) 1'isomorphisme
(g D1 g
1
—_— F
(r) (r)
(r ) | N
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défini par (4.7) ; alors on a

(4.8) | (tqr.) ) (ﬁ(dr))Ll ;
on constate facilement que le systeme F( (rl) , 5 :éM) (Ll e \;) vérifie 1la
M L, 1

méme condition que (4.3) pour B, (M~ I"’M ”CG;]) et r(r) .

Cela dit, on pose

(4.9) (elL,) @) = (e, 2, + D)™ o (L, 2, o c-(lf)

pour g¢ 1

H’I;(M"IF’M ndfr‘),m‘lu n’“ m

nement du n® 2 on constate facilement la relation

(4.10) q:n(flm) = @’r‘(flmlLl

pour fe,ﬁ'...U ().L, ?) , L& Fnd“n ; cette relation montre que 1'opérateur

@r(ﬂM) ne depend essentlellement que de la classe de M modulo & droite

Ff\ @1:‘ .
Soit donc

Um u‘nas)
A

et soient

[n]
1

-1
rh M v nS ,
o 1 n
"t — /] .
r;>\--— mr(M;’ DM n &r) H
alors U est [" . =saturé et on a la décomposition en somme directe
ryA N
4011 U= PM 4
( ) \/ ’-x I‘,)\, 9

en faisant usage de caette représentation, on pose

(4.12) fp9.= @‘;’X £ = <P”r(ferD)

(I‘) (1‘)) , L, € ’fr $ alors par le raison-
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pour fe,ﬁfp;un(r, f) ; alors on a

o, (r)
(4:13) ot T e tep £
_ ()

ou l'on pose = W .
rLrQ\. h4r,7\

Or si 1'on remplace Fm , KM par un autre systéme F M, oy » On aura

1'isomorphisme
-1
- ! .
EM"”‘M oo'M : 17"I —_—y F

Fi
@ o g

qui applique NVM W pour tout r et donc induit un isomorphisme
M

. (r)
r s F —_ F .
M I"'}S{r) P}}S{I‘)

En désignant par f|!'M 1'opérateur défini comme (4.4) par r;d , on obtiendra
les relations

shu= (elm) o T, el = @l 0T

ce qui montre que toutes les définitions ci-dessus ne dépendent pas essentiellement
du choix du systeme F‘ s Sy e
{3

Dans le cas particulier ou le niultiplioateur p est trivial, on peut poser

F, =Fy=C et o = identité 3 alors (£|M)(Z) = p(CZ + D)“:l o f(M2) e F?
Hu M

et ‘i’?(fIM) (Zl) € FP(I')' «Orona F (r) = C ou {O} , et c'est nul si et seule=-
ment s'il existe une M"eM"lr‘andg lJMtelle que de’c,(Dé')(xn = =1 3 8'il en est
ainsi, @;l(flM) est identiquement nulle. D'aprés ce que nous avons dit cette
alternative ne dépend que de la classe de M & gauche modulo I'” et a droite

modulo ['n d}? 3 en posapt o (M) = identité dans (4.9) on obtient toujours la

Ll
relation (4.10).

Transitivité de CI’?X t Soit s« r<n et soient
R .

R P GRY-A

T\
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hN (r, A -1 1 n
ol = M (M;-QJJ”E:) Ss

S,V S,V

(/n (M (I‘,}\.) )-1 M—l

un s
s, ryh Pg »

(r,‘)\,)-l 1 (I‘;)») r
mS (MS, y II‘,‘)\ MS,V n @S)

(Fr" ,’>~,)s N3

it

- (T, \)y=1 =1 o/ (r,\) n
“‘é(“n(Ms,:) ) M;,XL, Mr,\ ”n(Ms,C\ )n 6;1 )

alors Us(rl’;)’) est (I -saturé et on a
- 1]

r,7\.)s,;)

>

-1 * o ( ;>‘~) ( ,~>\-) .
Mr,‘;, UNgr = SL,)D {r,X MSI’ Usfu

iy
on pose pour gsfg, N U X(hx , fir))
r, r, ’
(a0 ¥ =®] el ef 0 (e, s GO
(Fr,}\,)s,v ’Us,\)

Or, si (-)\,V)—-}Pt, ie, s'ilya Me[', Léf’lncﬁg telles que

(r,N) _
Mr,}\ Ms,\) - M'Ms,}x L,
on a
(4.15) Uéf:}‘) = oy ()™ Uy >
] -1 ;x/ . .
0 30s,0 < B0 T B0

on ve montrer la relation suivante
(4.16) (P::?;@?,x f) = @2’? £)la () ;
en effet, d'aprés la définition et (3.4), (4.10) on o
~ @2:}@;’x £) =E (@l ) IMéf;M)
=F e, -, )
:‘-’E’sl(flr«is’}L L)
=<"P§(f|Ms’p)| &, (1)

= @;’,F £ & (1) .
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