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Séminaire H, CARTAN 20-01
E.N.S., 1957/58 '
2 juin 1958

MODULES DES VARIETES ABELIENNES POLARISEES
ET FONCTIONS MODULAIRES, III.

par Goro SHIMURA

On se propose maintenant de démontrer les théorémes principaux pour lesquels
les exposés 18-19 sont des proliminaires. On aura besoin de fonctions thétae
pour commencer, on va rappeler quelques résultats concernant les formes de

Riemenn et les fonctions théta.

7. Formes de Riemann et fonctions théta.

Soient D wun lattice de Cn et fvl y see s Vo \ une base de D par rapport
a Z . Pour que le tore complexe C /D ait une structure de wariété abellenne,
AN

il faut et il suffit qu'il existe une forme RnblllnCalre f@(x ’ y) de C

a valeurs dans 3& satisfaisant aux condltlons suivantes
(F1) 1la valeur ‘f(x , ) est entidre pour tout x €D, y&D ;
(F2) &, y)=-Uy, x) ;
(F3) 1a forme ¢(x, \/=T y) est une forme symétrique positive non-dégénérée.

On appellera une telle forme f&x , y) une forme de Riemann sur Cn/D . Soit

'@ la matrice dont les colonnes sont Viy eee s Voo o I1 existe alors une

matrice E de degré 2n telle qu'on ait

‘s , wb) = “aEb

pour deux vecteurs a , b de B! . les conditions (F1-F3) sont équivalentes
aux conditions suivantes s
(E1) 1les coefficients de E sont entiers ;

E2) E=-E ;
@) w B0 ;

(E4) /-1 W% %) est une matrice hermitienne positive non-dégénérée.

Une forme de Riemann sur un tore Cn/D stobtient & partir d'un diviseur

analytique de C /D ~ainsi qu'il suit., Soit X wun diviseur qnalythue positif
sur C /D . On salt qu'il existe une fonction f holomorphe sur C° telle
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qu'on ait

(£f) =X ’
o (f) désigne le diviseur de la fonction .f , et qu'on ait

fu+ ad) = £(u) exp [Qd(u) + cd]

pour chaque d¢ D, ou Q,d(u) est une forme lindaire sur €% et 3 est
AN

une constante ; on appellera une telle fonction f une fonction théta attachée

a X . On psut démontrer qu'il existe deux matrices H , H_ de degré 2n a

coefficients dans C° et un vecteur b de 02n tels que
AAN

AN
(e) fpx +@a) = £wx) exp [2M\/=1 (taHx + taHO a + 1;bzax):] ,
pour tout x ¢ R2n et tout a & 22n ; on a de plus

MA ~MA

HEH (mod 2),

Posons

E:H—tH H

la matrice E ne dépend que de X et non du choix de f ; on la désignera
par E(X) . Si 1'ona det E # 0, la matrice donne une forme de Riemann sur
Cn/D . Toute forme de Riemann est ainsi obtenue & partir d'un diviseur analytique

positif sur le tore.

Soit L 1'ensemble des fonctions holomorphes f sur ¢® satisfaisant & 1'équa-
ANA

tion (B) ob 1l'on fixe H, Ho et b . L'ensemble S est un espace vectoriel
S . 1
de Qimerision (det B)? sur C . On peut choisir une base {_v g see 3 V §

o 1 2n

de telle fagon que la matrice E s'exprime sous la forme

g,
S= . ’ Sl"'l, gil§i+1,

0 811
ou Moy 31 y see S‘n sont des entiers positifs ; b et les Si ne dépendent

pas du choix de {vl} . Le théoréme de plongement projectif de ’9:1 /D par
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des fonctions théta s'cnonce :

LEMME 8, = iAvec les mémes notations que ci-dessus, soit {60 s voe GN}

une base de £ . Si }L?,B,ona

eo(u) 8, (u) ooe 8N(u) ]
o8 38 8, |
W @ e F@
rang 1 1 1 =n+1
08 561 66N
'aa—q(u) W(U) coe BTI—(U.)
n n n

partout sur C% Soit © 1'application de C° dans 1'espace projoctif P -
P —— AN AP

de dimension N , définie par

8(u) = (eo(u) y see s eN(u))

pour ué& c? . osi }L}/B , © induit un isomorphisme analytique de Cn/D sur

ArA — AnA e
une variété abélienme A dans P s de plus ©(X) est une section hyperplane
de A .

Soient A wune variété abélienne de dimension n , définie par rapport a & ’
et X un diviseur positif sur A ., On sait qu'il existe un isomorphisme angly=-
tique 1) de A sur un tore complexe ¢/ N(X) est alors un diviseur
analytique positif sur A(f/D . Posons E;(X) = E(:‘Y)(X)) « Pour que l'on ait

det EO(X) # 0, il faut et il suffit que X soit non-dégénérée. X et Y
étant deux diviseurs positifs sur 4 , on a EO(X) = EO(Y) si et seulement

si X et Y sont algébriquement équivalents. Soient A' une autre variété
abélienne de dimension n , X' un diviseur positif sur A' et '9’ un iso-
morphisme A' sur un tore C°/D! . Soient 5 et 6' les formes de Riemann
correspondant a ﬂ)(X) et yN'\A(X') , respectivement, ou l'qn suppose que X ,
X' sont non-dégénérés. Soit A un homomorphisme de A sur A' 3 il

existe alors une matrice inversible M de degré n telle que 1l'on ait
M(D) D', M‘O(X) = ”’)‘ (A.x) mod D'

pour x€ A , On voit que ¥ (u , v) = §(Ma, Mv) est lan forme de Riemann
correspondant & N)(}\fl(X')) . Soient W et @W' dont les colonnes forment des
besesde D et de D', respectivement ; comme on a M(D) C. D', il existe

une matrice T de dearé 2n & coefficients entiers telle que
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Soient E et E' respectivement les matrices de %4 et de %' par rapport a
6 et & W' , Lo matrice tTE’T est alors le matrice de “8* par rapport a

W . Si A est un homomorphisme de la veriété abélienne polarisée (4 , C(X))
sur la variétd abélienne polarisée (A' , ((X')) , il existe, d'aprés la défi-
nition, deux entiers positifs r , s tels que rX-l(X') soit algébriquement
équivalent & sX ; on a alors

I‘tTE'Tz SE .

Si M estwn isomorphisme, et si ‘&(X) = {(X') , on a

tTE'T::E ,

et T"1 est & coefficients entiers. Réciproquement, s'il existe une matrice
complexe M de degré n et une matrice T dc degré 2n & coefficients
entiers telles que 1l'on ait

Mw =w'T , tTE'T:E , det T=1,
les variétés abéliennes polerisées (4 , ((X)) et (a' , ¢(X')) sont isomorphes.

8. les groupes paramodulaires.

On ve rappeler quelques notions que 1l'on o déja étudides dans l'exposé 3 .

Soit %1 s evs 3 &y » n entiers positifs tels que

kd .
31'1’?‘51!8:‘“1 (lgign=-1) ;
et poscns
< &2
= . , E = .
0 "8, 8§ o

Soient u, v deux matrices de degré n & coefficients dans C , Pour que le
AN
matrice @= (u v) satisfasse aux conditions (E3-E4) , il faut et il suffit

que 1l'on ait

v B o w8t t ,

V~-T (v,g"l - u 5-1 t\?) > 0  (positive non-dégéncirée)

v

e

. .. . . . o =1
s'ilenest ainsi, les deux natrices u, v sont inversibles. Posons 'z = v ~ u
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on voit alors que w satisfait & (E3-E4) si et seulement si la matrice 3
est symctrique et & partie imazinaire positive non-dégénérée, c'est-a-dire si

z est un point de 1l'espoce de Siegel ff{n . On notera désormais pour z € f)n

. (A.)S(Z) = (Z %) 5
alors (Og(z) satisfait & (E3-E4) . Soit ["'(§) 1e groupe des matrices T

de degré 2n a coefficients entiers telles que 1'on ait

tTET:Ec

' =1
On vérifie facilement que le groupe ['(3) = &((1) %\/ frt (cl) g) ‘T c ["(&)}
est un sous-groupe de Sp(n , R) . Le groupe I (ln) est le groupe modulaire
Sp(n , Z2) . Soient 2z , z' deux points de Sn $ supposons qu'il existe une
A
matrice T de {'*(§) et une matrice M de degré n telles que

Mf_})g(z) = w‘S(Z')T .

On a alors

/1 o\! N o*/z 2" | _
o s) T sl ”tl

En posant

(\O 5 /‘ T \Q

1 o\ v [t 0} /a b>
§) =
ona Ue ") et
U(z) = (az + b)(cz + d)"1 =z',

Réciproquement, si 1'on a z' = U(z) pour un élément U de ['(§) , il existe

u élément T de ['(§) et une metrice M tels que

M (z) = q) (z1)T ,

9. les systémes analytiques de variétés a2béliennes.

Avec les mémes notations que ci-dessus, soit D.(z) wun lattice de C engendré
par les colonnes de la matrice we(z) sur Z « Ie fait que 2z est un po:Lnt
de 5!1 entrafne que C /D (z) aqune structure. de variété abélienne ; la matrice
alternée E définit une forme de Riemann sur \(13“ /DS (z) . On va donner une base

des fonctions théta correspondant & un multiple de cette forme.
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Soit W un entier positif, et solt g wun vecteur de R tel que les coor=-

ArA
-+ » o~ . o n J
données de |i»g soient entiéres. Posons, pour u €C, z¢ S'n ’
AN

ey,g(u , 2) = Zexp [2pY= 1(5 ‘dzd + “au)]

, . n ‘ot
ou la somme est étendue us les vecteurs d=a+g, aeZ , On vérifie
ANA

a to
< R2n
AANA

eiﬁ,g(ws(z)(x cw) , 2) =8 (odah) exp [any=T i + 2 Sn_ w7

_ I/Z 5 z O
B=-p o).’ Hoz'?*(o o °

H—tHzly.E .

. 2n
facilement que, pour x sy WEZT , ona

On a done

les © g sont donc des fonctions théte correspondant & la matrice PE 3

) o .
de plus, les 6 pour ptg = (e; eevc)), 0y« ¢S » forment une -base de

a2
1'espoce vectoricl des fonctions holomorphes sur c® satisfaisant & 1'équation
. AAA .
. . z £ . Z 0 ‘s
(8) ou. H=.= Y{o‘ O} s H-O = "?""{o O] s b =0 . Désignons par

6, a, 2) , eov, 8, z) ces & (u, z) . Fixons un entier tx>,3 . D'aprés

'8
le lemme 8 , 1l'application 6, () géfinie par

ez(u) = (@O(u y Z) .y eee GN(u , 2))

induit un plongement de. ACn/DD (z) dans un espace projectif PN o Soit

Ag(z) 1'image de cette iﬁ.ppﬁcaotion 3 faé:(z') est une variété abélienne. Dtapres
un théoréme de Poincaré, ou d'aprés le lemme 3 deé 1l'exposé, 18 , le degré de la
variété projective 4. (z) est n! (undetg « On voit ainsi que les fonctions
eo(u s Z) 4 see GN(<{1 , Z) sur ,E:l X.Sn satisfont aux conditions (S1-S3)

de 1'exposé 19. On obtient donc, en appliquant le corollaire 1 du théoréme 3 ,

des fonctions méromorphes “‘f’l (2) , eos ,{’K(z) sur f),n telles que l'on ait
C(A'\,(Z)) = (1 ,’yl(Z) y *°°s \P’K(Z))
chaque fois que les «"@'i(z) sont défiﬁis en 2 .

PROPOSITION 2. = Soit S*S(z) la_fanille projective de Ag(z) pour cheque

z . Alors, les variétis G’s (z) , pour =z €/‘?)n , sont toutes de méme dimensione.
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Soit 2z un point de ,.‘fSn , et solt £ une transformation projective qui envoie
AS(Z) sur lui-méme. Il existe alors un automorphisme £ de AS(Z) et un
point a de Ag(z) tels que f(x) ;E.x +a pour X e:Ag(z) . Soit X une
section hyperplane de Ag(z) ; alors X est linéairement équivalent a E,(X)a .
L'automorphisme £ conserve la polarisation CX) 3 il n'y a qu'un nombre
fini de tels automorphismes ¢ . De plus, comme £(X) est non-dégénéré, il n'y
a qu'un nombre fini d'é¢léments a de A&(z) tels que E(X)a soit lindairement
équivalent a X  onen conclut gu'il n'y a qu'un nombre fini de transformations
projectives qui laissent fixe Le(z) . Il s'ensuit de 1a que 'fs(z) est de
dimension (N + 1)2 -1, 00 N Oést 1a dimension de l'espace ambiant pour

AS (z) 3 ce qui démontre la proposition.

THFOREME 4, - Il existe un sous-ensemble analytique Y de ﬁn de codimension

1 ot des fonctions méromorphes ](1 () , ooo ,;ﬁ_{\fz) sur jouissant des

propriétés suivantes @

(mi) 1les ‘378(2) pour zE€ ;Evn - Y sont de méme degré ;

(mR) on a

0§ (2)) = (1, Yy () 5 wen s Ko@)

—

pour chaque point z< ,:\n -Y .

Les fonctions §’1 étant comme ci-dessus, soit W un sous-ensemble analyti-
gue de Sn de codimsnsion 1 tel que les ‘Q‘i sont holomorphes sur Sn -W,
et soit z, un point générique de Sn - W pour les ‘gfi par rapport & Q .

AN
Comme on a
A - - %
c A’E(Zo)) - (1 . 4—1(Zo) 9 *¢°o° ,QK(ZO)) ’

la variété AS(ZO) est définie par rapport au corps Q@ﬁ(zo)) , de sorte que
jﬂ"(\(zo) est défini par rapport 2 Q@“i(zo)) . I1 existe donc des éléments

+ < ) 2 \ . o

Gy s o0 ,E,'\. de EA@i( o’) tels qu'on ait

c(‘fg(zo)) = (1, él y ves ,EQ .

On obtient, au moyen de la spécialisation générique @fi) —> (\Fi(z o)) , des

éléments £y 5 oo s Fo du corps de fonctions 3,“(1:1) tels qu'on ait
File) =5y (Lei= s

les fonctions )Cj sont méromorphes sur :h ;s et 1l'on observera que la
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spécialisation ()(J.) — ()(j (zo)) est générique par rapport & Q . On sait
qu'il existe un nombre fini d'éléments a, , ..., a, de &9{3 (zo)) jouissant
de la propriété suivante : si (R , a! , ..., al) est une spécialisation de
@'S(zo) s 8 s wee s at) par rapport & Q et si a) £0 pour tout k, &'
est une variéte irréductible. Soit ¢, , pour chaque k , la fonction de '99()

'
1
a

correspondant & a, par la spécialisation générique (7(.3.) — ()(j (zo)) $
les o soht méromorphes sur ’Sn . On voit facilement qu'il existe un Ssous-
ensemble analytique Y de Sn de codimension 1 tel que les “1’1 )y les Y.,
et les f, soient holomorphes sur Sn - Y et qu'on ait (()k(z) £0 (l<k <t)
pour tout =z E.Sn ~Y . Soit z' un point de Sn - Y . Come 3z est générique

pour q.es Y, et come lss _)(j , les P sont contenus dans AC,Qm(@'l) ,
(ﬁ&(zo)-, E(j(zb) , &Pk(zo)) est une spécialisation générijue de (lfi R ‘)(J. R \Yk)
par rapport & Q . Il en résulte que (Yi(z') , ](j (z') , \?k(z')) est une

s . . N ! 3 \ ]
spdcialisation de (‘Ifi(zo) , /j (Zo) , \Qk(zo)) par rapport & &. Soit (A', ')

une spécialisation de (A%(zo) , Ts(so)) sur cette spécialisation. Comme on a
c(AS(z')) =, GE), o, ¥z,

on voit que 4' = Ag(z') . On peut en déduire que f?'" contient la famille
projective 6"8(2') de As(z’) . Comme & estﬂune spécialisation de QSPS(ZO) ,
W' o la méme dimension et le méme degré que :Fg(zo) ; par suite, &' a la
méme dimension que §&(z') . D'autre part, come on a kﬁ((z') # 0 pour tout k ,
la spécialisation &' de gi’g(zo) sur (ak) - (x?k(z')) est irréductible 3
on en conclut 53' = ‘3?8.(2') , de sorte que ‘S?S(z’) a le méme degré que yg(zo) .
C omme (’){j (z') , §S(Z’)) est une spécialisation de (j:j (Zq) , Sog(zo)) , et
comme on a cﬁg(zo)) =1, K@), ey };3(\20)) , on voit que

JGACIDENCI HC IS SCOUN
ce qui compléte la démonstration du théoréme 4 .

PROPOSITION 3., - Les notations étant comme ci-dessus, pour qu'on ait
@’8(2) = ‘ng (z') , il faut et il suffit qu'il existe wm lément U de [(§)
tel que 2z' = U(z) .

Soient 2z un point de 51'1 et U un élément de {'(§) . On a vu au n° 8
qu'il existe un é1ément T de [''(§) et une matrice M tels que
M(x)s(z) = wS(U(z))T . D'aprés ce qu'on a signalé au n°® 7 , les variétés abéliennes
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AS(Z) et Ag(U(Z)) , polarisées par les sections hyperplanes, sont isomorphes 3
il guit de 13 et du théoréme 1 de 1' exposé 18 | que AS(U(Z)) est transformde
de Ag(z) par une transformation projective ; on a donc 338 (z) = ?S(U(z)) .
Réciproquement, si l'on a Si (z) = ﬂog(z ) , on voit, en suivant le processus

inverse, qu'il existe un e,lunent U de ['(§) tel qu'on ait z' =U(z) .

Soit e 1le degré¢ des variétés projectives ﬁg(z) pour 2z €5n - Y ; et soit
15 l'ensemble des points 2z de '5n tels que le degré de C&)g(z) soit < e 3

YO est alors un sous-ensemble de Y . Soit x wun point de Sn - Yo , et soit

c({?’w(x)) g sve o b-) . On va démontrer que si bp # 0, les fonctions
;K (z)/} (z) sont holomornhes en x pour 0 < j<€ ™, ou 1'on pose ”f» (z) =
Supposons que X /)( ne soit pas holomorphe en x . D'aprés le théoréme 3 de
l'exposé 19 , :|.1 ex1ste un voisinage W de x et des fonctions holomorphes
q?i(z) sur W tels que 1l'on ait

clag(a)) = B (), wov , E ()

pour tout 2z € W ., les )(j sont des fonctions rationnelles des fonctions @i(z) L
Soit z, un point générique de W pour les @i par rapport a Q 3 on peut
supposer 2 é Y . D'aprés le méme argument que dans la demonstrat:.on du lemme 7 ,

on peut dc,montrer que (@i(x) , @) est une spécialisation de -@i(zo) , )Lq(zo)/%p(zc?)
par rapport & Q . On prolonge cette spécialisation en une spécialisation

-

@ () , X, (2 )/ x (2 >,n§<z> Fe(2,)) > @6, @, b5 .

On voit que A' = A$(x) , car on a c(4 (x)) = @ (x)) . Par suite, ' contient
la famille projective SS‘}(X) de 4 (x) Comme Tog(x) a la méme dimension

et le méme degré que S)g(z ) , ona %3)' = S(X) ; en d'autres termes, la
spécialisation

o(Fz)) = (f(z.))) ~ e(Flx) = (b))

est compatible avec la spécialisation )Q (z )/}(p( ) = o© 3 ce qui est
absurde, car on a bp #0 . On a pu ainsi démontrer que les )( // sont holo=

morphes en X .

Soit meintenant S' l'ensemble des points 2z de ’Sn tels que le degré de
@)g(z) soit e et que la O~iéme coordonnde de c(‘&"’%(z)) ne soit pas O 3
et posons Yl ’Sn - S' ., On aalors YD Y1 o Y . D'aprés ce qu'on vient de

démontrer, les }1 gont holomorphes sur Sn -Y, ctllona
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(G (2) = (1, K@), ey Xy(e))

pour tout 2z ¢ ﬁn - Y1 . D'aprés la proposition 3 , on voit que l'ensemble Yl

est invariant par le groupe [ (%)

TEE CREME 5. = Les fonctions '}(i du théoréme 4 sont invariantes par le groupe
paremodulaire ['(8) . De plus, 2z et z' étant deux points de ,31 - Y1 , 81 1'on
a )(i(z) :](i(z') pour tout i , il existe un élément U de C(s) tel que

z! = U(z) .

C'est une conséquence immédinte de la proposition 3 . Nous avons ainsi construit
des fonctions automorphes sur 5n par rapport au groupe paramodulsire ['(§)
au moyen des modules des veriétés abdliennes polarisées.

Ie systéme {Ag(z)\ZQS ! dépend du choix d'un entier W %3 . Désignons par

(g n.t
X.] ’ }*)

a

les fonctions Xi du théoréme 4 obtenues & partir du systéme correspondant

P On va dénontrer

. N g '
(s ) 2t = g )
pour tous W, H' Soit z un point générique de ff)n pour les )(és,ﬁ) et

les )C("’t‘) par rapport & Q. Soient .A (z) et Ag ,(z) respectivement

les plongements projectifs de C /D?(z ) donnes par les fonctions théta corres-
pondant a pE et a tuE . .lx.LOI‘u on volt facilement que les variétés abéliennes
8, p(z ) et AS o (z ). polarisdes pc&x('g 1e§= sections hypex(‘glanr;*s, sont isomorphes.,
Par suite, leurs corps de modules Q(’ﬁ ot (z )) et Q()( ¢ (z )) cofncident.
Comme 1z est générique, on a la relation (* *¥). On de51gnera par K(§) ce

méme corps de (* *) .

C. L. SIEGEL a défini une fonction modulaire comme quotient de deux formes
automorphes de méme poids ayent des dévelonpements de Fourier, et démontré que
toutes les fonctions moduleires sur ﬁ) forment un corps de fonctions de dimension
n(n + 1)/2 sur c . BAYILY a démontrd, au moyen de la compactification de Sateke,
que si n>1, toute fonction méromorphe sur f; invariante par [‘(ln)_ se
représente comme quotient de deux formes uutomorphes ayant des développements
de Fourier (cf. l'article signalé dans 1l'exposé 11). D'aprés SATAKE et CARTAN,
ce résultat est meintenant gendéralisé au cas de tout groupe commensurable au
groupe modulaire L (ln) (cf. les exposés 11 et 17 3 voir en particulier le
théortme fondemental de l'exposé 17). Nous supposons désormais n >1 et dési=

gonons par Ji(8) le corps des fonctions méromorphes sur ‘3 invariantes par
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[ (8) « D'aprés les résultats qu'on vient de signaler, TS§) est un corps de
fonctions de dimension n(n + 1)/2 sur C ; et 1'on a M(3) > K(§) . Le corps
AN

i)'m(ln) est le corps des fonctions modulaires de Siegel.

THEOREME 6. - Les notations étant comme ci-dessus, on a
nys) = C.x(@) .

De plus, les corps K(§) et C sont lindairement disjoints sur Q .

ANA

D'aprés le thloreme fondamental de l'exposé 17 , il existe des formes auto-
morphes fo(z) y ore fM(z) sur ‘Sn par rapport & ['(§) telles gque 1'appli-
cation

Z - f(Z) = (fO(Z) 9 oeo fM(Z))

induise un isomorphisme de l'espace quotient ﬁ)/p(g) sur un ouvert de Zariski
vV, d'ue variété algébrique V dans l'espace projectif P ., Soient )Qi les
fonctions du théoreme 4 , Alors il existe des polyndmes HO , Hi a ceoefficients

dans C , de méme degré, tels que 1'on ait
Xg(e) = 1y (6 (2))/8 (¢ (2))

Soit k un sous-corps dénombrable de C contenant les coefficients de HO ’
Hi s D2r rapport auguel V et V - Vo soient rotionnels. On va démontrer que
le corps k()(i) contient les fonctions fj/f‘ ., » Pour cela, supposons que

k()(i) ne contienne pas fp/fq . Soit z_ un point générique de Sn - Y,

pour les fj par rapport & k . Ailors k(;Ki(zo)) ne contient pas fp(zo)/fq(zo)
par suite il existe un isomorphisme & du corps k(f.(zo)) dans C tel que

Vo s : T _ oy . o ~
1'on =it }i(zo) _/ki(zo) pour tout i et fp(zo) / fq(Azo)Syé fp(zo)/fq(zo) .
Comme V et V - Vo sont rationnels par rapport & k , il existe un point
z! de 'Sn tel que fj (z') = fj(zo)g (0O<js M) . Ona alors

Fi2) = K =X (a)

pour tout i . Soit z, un point générique de 5n - Yl pour les ‘Pi et les

Fi par rapport a Q , ou les CP:L sont des fonctions sur unvoisinage de 2z' comme
! AAA

dans le théoréme 3 j soit (4' , ') une spécialisation de (Ag(zl) , gi(zl))
b

sur le Spécialisation

@, (2) s 5 (z) — @), KG) .

wo
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On vérifie alors 4' = Ag(z') et W'g%?g(z') . D'autre part, on a

o) = (g(=0) = () = c@ylz )

d'ol résulte ! =€§é(zo) ; ce qui entrafne que F' est irréductible. Comme

s et E?S(z') sont de méme dimension, on 2 &' :<§%(z') en vertu de la relation
S s 3‘."8 (z') « On 2 donc SeS(Z') = ng(zo) . I1 suit de 14 et do la proposition

3, qu'il existe un ¢lément U de £(§) tel qu. 3! = U(zo) ; ce qui est
absurde puisqu'on a fp(z')/fq(z') £ fp(zo)/fq(zO) « On a ainsi démontré que

k(}é) contient les fj/ﬁj, 3 ce qui démontre G(S) =’E:K($) . La derniére

assertion du theoréme sera dimontrée dans la section 11 .

10. Fonctions automorphes par raprort aux groupes de congruence.

Soit S = 1'ensemble dss points génériques de ﬁ% pour les ‘1& et les
ej(o , ) , par raprort & Q , oh les '@; sont des fonctions meéromorphes sur

5 telles que 1'on ait
C(AS(Z)) = (1 ,“?l(z) g e ’\’EK(Z))

chaque fois que les i&(z) sont définis en z . On fixe wn point z_ de S
et on considére une variété de Kumer (W, h) de ‘Ag(zo) jouissant des
propriétés (W1-W3) de 1l'exposé 18 . Ia variété W est définie par rapport

a ‘gf}j(zo)) , et la variété abélienne Ag(zo) et 1l'application h sont définies
par rapport i igﬁli(zo) , ej(o , zo)) . On supposera que W soit une variété
dans un espace projectif. Pour chaque point z' de SO , on obtient une spé-

cialisation générique
1 1
&, (=), 8,0, 2)) — (=), 6,0, 32

par rapport & Q . Soit (W', h') 1la spécialisation générique de (W , h)
sur cette spéciziisation. Alors (W' , h') est une variété de Kummer de
As(z') jouissant des propriétés (W1-W3) . On notera W' = W(z') et

h'(t) = h(t , 2') pour t € Ag(z') . W(z') est défini par rapport a
‘afﬁi(z')) , et h(x , z') est défini par rapport 2 i%pﬁi(z') R ej(o , z')) .

Soit b un vecteur de '3?n s on le considérera comme une matrice & 2n lignes
et une colonne. Soit S(b) 1l'ensemble des points géndriques de fin pour les
’fi , les ej(o , 2) et les Odeg( z)b, 2z) . On fixe un point z_ de S(b)
et on considere le point

h(@@oézo)b, zo), zo)
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sur W(zo) s ce point est rationnel par rapport au corps

QL& (z ) ej(ws(zo)b y 25) s Gj(O s 2))

it o
il existe donc des fonctions rationnelles Y 3 coefficients dans Q telles

que les coordonnées du point h(e(ukfzo)b » 2.) zo) soient les
q{d(ifi(zo) , GJ. (wg(zo)b , zo) , ej(o R zo)) (0 xgsy .,
Posons

E(z, b) =4 F(2) , 8,(@ (=), =), 8(0, 2))

pour chagque & ;3 les (z , b) sont des fonctions méromorphes sur o On
ot 7 n

vérifie facilement que si z' est un point de S(b) , on a
h(e(wg(z‘)b , '), z') = (go(z' N ) ,'ELSZ' , b)) .

THéOREME 7. - Les notations étant comme ci-dessus, soit U un élément de

s .‘_1 .
/1 O\ 1 o\
(§) et soit T =| ‘ %‘1( . On a alors
[ etsoit T={ () o 5+ oo

5, 00G) , ™)/5 @), ™) =8 (5, 0)/5(, b) .
Soit =z un point générique de f% pour les fonctions
¥, (), {(U0() , 8,00, 2), 8,0, 70@),3 (z,0) » 5, 0(z) , TD)

par rapport & Q ; on peut prendre 2z de telle fagon que 2z €& S(b) ,
AN
U(zo) € S(Th) + On définit un isomorphisme < du corps

FLARIACIERY

par

T = (W) , 8,0, 2 ) = 8,0, Ulz)) .

On a alors

A,(U(z)) = Ag(zo)"' , WUz ) =z F = (=)

et K(t) = h(t, U(zo)) pour t € A(U(zo)) , ou h désigne l'application
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x —» hix, Zo) . I1 existe une matrice M de degré n telle qu'on ait

(1) ng(zo) = mS(U(zO))T .

M donne un isomorphisme de C /D (z ) sur C /D (U(z )) 3 il existe alors
un iscmorphisme A de Aﬁg(zo) sur A%(U(z )) tel qu'on ait

2) A8, 2z)]=80n, Us))

pour tput u€ Ci1 . D'aprés la propriété (W3) de la variété de Kummer
(w(zo) , h) , ona

h(t, z) =hlt, U(z))

pour t 6A8(zo) . En vertu des relations (1) , (R) , on a

n(e(wg(z)b , 3.) , 3.) = h(6(WU( )T , U(z)) , Ulz )

Come sz est un point de S.(b) et comme U(zo) est un point de -S(Tb) ,

on a

-

o<o’

b)/§ {2, 5 b) = B,(0(z) , Tb)/§ﬁ(U(Z ), )

ce qui démontre le théoréme, puisque z, estun point générique pour les
fonctions %O‘(z , b), Zj,O((U(z) , Tb) .

Soit g un entder positif ;3 on désignera par [''(§, q) le sous=-groupe de
[v(§) formé des léments T tels que T =21, (mod q) , et par T"'({s, q

rip o¥t, /1o | |

le sous-groupe ¢ T lte U'(5, q) de (8. Soit MU, a)
Lo § 0 S

le corps des fonctions méromorphes sur 'Sn inveriantes par [ (& , Q) « Alors

(3, q) est une extension galoisienne du corps ") dont le groupe de

Galois est isomorphe & [ (5)/I(S, aq) . Nous allons maintenant démontrer que

le corps JG(§, q) est engendré par ’é,x(z , b) pour certaines valeurs b .

PROPOSITION 4. - Socient b, b' deux vecteurs de Rzp . Alors, pour qu'on

ait

§D<(Z , b)/gjb(z , b) = ga(z , b')/gﬁ(z , b)),

pour tous les o, Jy , il faut et il suffit qu'on ait b

i

+b' (mod Z2n) .
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Soit z, un point de S(b) ~ S(b') , générique pour les §°$z , b) et les
%wﬂz , b') por rapport & S+ Il n'y a pas d'automorphisme de .Aa(zc) autre

que x == ¥ x, puisque Ag(zo) est générique. Par suite, on a
— ]
h(t , Zo) = h(t' , zo)
si et seulement si t =12 t' , On en déduit que 1'on a
’ -— i 1
h(e(»g(zo)b )y 2.) z) = h(e(fog(zo)b s 2,) s zo)

si et seulement si A)t(zo)b =t (‘)§(Zo)b' (mod DS(ZO)) . En d'autres termes, pour
<O
qu'on ait
z . 1) /3 t
&z, b)/bﬁ(zo y ) =5 (2,0 )/gﬁzo , b'),
il faut et i1 suffit qu'on ait b = % b' (mod ZZn) ; ce qui démontre la pro-
N
position,.car z_ est générique pour les fonctions §~(z y b), gu(z , b') .

o
Soient a; (1=<1 ngn) les vecteurs de R" tols que
AN

-1 .
D'aprés le theoréme 7 et la proposition 3 , U &tant un élément de ['() ,
pour qu'on ait
§d(U(z) , ai)/éﬁ(U(z) , ai) = g(x(z y a‘i)/gbz , ai)

pour tous les & , {4 et pour tous les a5 il faut et il suffit que U soit

contenu dans © (3 » @) « On peut en déduire facilement le théoréme suivant

/ \
THEOREME 8. - Soit K(§, q) le corps engendré sur Q par les fonctions
——— AN
)(«i et les ~g(x(z , ai)/éb(z » 8;) pour tous les p et tous les a, .
On a alors

M8, a) = C.K(E, a) .

11. Corps de constantes des corps de fonctions automorphes.

Les systémes (ZAS(Z) |z e Sn} sont les plus grands systémes de variétés abé-
liennes polarisées. En effet, toute variété abélienne polarisée définie par
rapport a ‘8\ » st isomorphe & un membre de ces systémes. En outre de ces systémes,
il y a divers systémes de variétés abdliennes polerisées, qui engendrent aussi
des fonctions automorphes attachees & certains groupes de transformations. Mais

dans cet exposé, on va seulement démontrer yn théoréme concernant le corps de
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constantes,

Soit S un ouvert connexe de fﬁ? , et soit f wune application holomorphe de
S dans ,5n . On fixe un  § et on nose A(s) = 4 S(f (s)) . On obtient alors un
systéme {A(s)lseS} de variétésabéliennes polarisdes. Soit [i(s) 1a famille
projective de A(s) pour chaque s €S ., D'aprés le méme procédé que pour

AS(Z) , on obtient des fonctions méromorphes Vl(s) y ene ?K(S) telles que
olale)) = (1, 9,(8) , vee, g (6))

chaque fois que les %&(s) sont définis en s j de plus, il existe un sous=
ensemble Y' de S de codimension 1 et des fonctions méromorphes

?1(9) y eee 7u(s) sur S tels qu'on ait
c@(s)) = (1 ,"')1(s) yoeee s, (8))

pour 8 €5 - Y',

. Le systéme {A(s)lsé S} est dit

la condition suivante

Soit k un sous-corps dénombrable de C
complet par rapport a k s'il satisfrit a

84 étant un point générique de S pour les \¢; par rapport & k , si B est
une spécialisation de A(sl) par rapport & k , il existe un point s' tel

que les variétés abéliennes A(s') , B polarisées par les sections hyperplanes,

solent isomorphes,

THEOREME 9. - Supposons que le systéme {A(s)ls € S} soit complet par repport
& un corps dénombrable k . Alors, le corps k671 y oo ,'7y) est une extension

réguliére de k et 1l'on a

dim,_ k(?l y e ,v)y) = dm&gﬁ% y eee ,f%) .
On choisit ’911 y e s My de telle fagon que les ’91. soient algébriquement
r

indépendants sur C et les m olgébriques sur 0071 ) es "71 ) . On voit
AN Y AMA 1 T
facilement qu'il existe un sous-corps kO de C engendré sur Q par un nombre
A AN

) s

1
r

fini d'éléments, tel que les "); soient élgébriques sur koepi g see s n.
1

on a alors

d%o ko(ﬂ)l y aee ,/?2))= r = dimggh(’v)l y oo ,n)p) .
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Soit s un point générique de S pour les M, par rapport & 'EO , ou
T{'o désigne lo cl8ture algcbrique de k. Soit V le lieu de 0(53(30)) par
rapport 2 'Eo et soit k, 1le plus petit corps de définition pour V . Le corps

1
k, est un sous-corps de k_ engendré sur Q par un nombre fini d'éléments.

1 IV

On voit que (1, Moo e s ‘“D) est une spécinlisation générique de c@(so))

par rapport & 'EO » et donc par rapport & k, ; on en déduit

dimkl kl(w)l y oo ,’\’)D) =r= dijA(L\(’Y)l g eee ,ﬂ}‘)) .

En vertu du fait que k, est un corps de définition pour la variété V , on

voit que le corps k1 (’71 g ees ”’)v) est une extension réguliere de kl . Notre
théoréme sera donc démontré si nous foisons voir que k contlent k; . Dans ce
but, supposons que k ne contienne pas k, ; alors, K dJStant le corps composé

1
k.k, , il existe un isomorphisme ¢ du corps K dans C tel que ¢ soit

1‘i<1ientité sur k et qu'on ait V £ V9 , Soit s, un point générique de S

pour les ¢, par rapport a K ; on vérifie aisément que c & (Sl)) est un point
générique de V par rapport & K . Scit w un point générique de V par rapport
au corps composé K.KS . Il existe alors un isomorphisme T de Xf(c (‘Sf(sl)))

sur KS(w) tel que 1'on ait c(§(s YW =w et T=c¢ sur K . Prolongeons

T & un isomorphisme de Kf(c (A(s ))) que 1l'on désignera encore par T . Soient

B = A(s )T ot &t 1a famille prowectlve de B ; on a alors x *‘}?(s ,

c(@') = c@(’(s ))’ =w.Come T est 1l'identité sur k , B est une Spec:Lali-
sation générique de 11(s1) par rapport & k . D'apres notre hypothése, il existe
un point s' de S tel que les variétés abéliennes B et i(s') , polarisées par
les sections hyperplanes, soierit isomorphes. Il en résulte qu'on & ‘5?' :fi*a(s') .
On.voit, en vertu du corolleire 2 du théoréme 3 , que A(s') est une spécia-
lisation de 11(3 ) par ropport & K . Soit (A(s') ,‘;ﬁ") une specialisation

de (A(s ) ,f(’(s )) par rapport & XK ; on voit que %" contient la famille
progectlve a2 (s! ) de a(s') . Come ona &(s') =& = ﬁ(sl)’t , ‘33(8') a

la méme dimension et le méme degré que & (s1 , et par conséquent que G

d'ol résulte qu'on a &" =% , On a ainsi démontré que fF' est une spdcia-
lisation de ‘j(sl) par rapport & K ; en d'autres termes, w = c(¥') est

une spéciclisation de c@?(sl)) par rapport & K ; donc w est un point

de V ; ce qui est absurde, car w est un point générique de ‘Al par rapport

.

3 K.K9. Par suite k doit contenir k, ; ceci achéve la démonstration.

Ie systeéme {Ag(z)‘z € ’5n‘} est complet par rapport a &A, pour tout S .
En effet, solent z, un point de ‘vﬁ.n et B une spécialisation de As(zl)

o~
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par rapport a Ac;z“ Soient X et X' les sections hyperplanes de Ag(zl) et
de B, respectivement ; et soient E(X) et E(X') les matrices alternées
corresponddnt aux diviseurs X et X' , respectivement, par rapporta certains systémés '
de matrices coordonnées, On voit alors facilement que les diviseurs élémentaires
des matrices E(X) et E(X') sont les mémes, en considérant les représenta-
tions 1Z—adiques. I1 existe donc un membre Ag(s') du systéme tel que les variétés
abéliennes A(s') et B porlarisées par les sections hyperplanes, soient iso=-
morphes, comme on l'a signalé au n°® 7 . On peut donc appliquer le théoreme 9

aux corps Q &t K(§) . Le corps K(}) est alors une extension régulisre de

8., de dime;:;ion n{n + 1)/2 ; ce qui démontre la derniére assertion du théoréme
6 .




