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Séminaire He CARTAN 19-01
E.N.S., 1057/58
12 mai 1958

MODULES DES VARIETES ABELIENNRS POLLRISEES
ET FONCTIONS NMODULAIEES, II.

par Goro SHIMURA

Dans cet exposé on s'occupera d'un systéme analytique de variétés algébriques et
on démontrera que les coordonnées de Chow des membres du systéme se représentent .- .
corme des fonctions analytiques.

5. Quelques lemmes,

I1 est commode d'introduire la notion d'un "point générique" pour les fonctions
analytiques. Pour cela, on va d'abord démontrer le lemme suivant.

LEMME 5. = Soient U un ouvert comnexe d'un espace numérique complexe C

{f (z)} un _ensemble dénombrable de fonctions holomorphes sur U et k un sSous=-

corps dénombrable du corps C des nombres complexes. Il existe alors une réunion

©
dénombrable H = ;vé H), de sous-ensembles analytiques H, de U , de'dimension

n -1, tells que (.f.‘1 (Zo). s I, (Zo) 5 eee) SOit une spécialisatign générique de
(£, 5 £5 5 +oe) par rapport & k pour tout 2, € U ~H ; cela veut dire qu'il

existe un isomorphisme « du corps k(f1 » £5 4 ess) sur le corps
k(fl(zo) , fz(zo) y ese) el que fg = fi(zo) st &9 =a pour a€ k «

Nous choisissons et fixons, pour chaque entier positif N , un systéme
{fii y eee s fip} de telle fagen qus fil y ses y £; soient algébriquement indé-
: p
pendants sur k et que f1 s et fN soient algébriques sur le corps

k(fil » oot fip) « Soit F un polynfme en X, , «eo, Xp , autre que 0, &

coefficients dans k 3 soit H(N , F) 1l'ensemble des points 2z de U . tels qu'on

ait F(f; (2) 5 ese , £, (2)) =0 - Comme £, , o0, £, sont indépendants sur
1 i . 1,

b
k, HN, F) est un sous-ensemble analytique ds U , de dimension n = 1 . Soit
Hy 1la réunion de H(N , F) pour tous les F #0 . Si 2, € U~-H , ona
F(gy (2)) 5 eeey £; (z,)) #0 pour tout F £ 0, de sorte qu'alors
1 )2
fi () 5 oee sy £ (zo) sont indépendants par rapport & k . D'autre part, on voit
1 : P : '
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que (fl(zo) y see g fN(zo)) est une spécialisation de (fy , eee, fN) par
rapport & k o Si ZOGU-HN,ona'

dimk(fl 9 soe y fN) =p = dimk(fl(z ) 9 see fN(Z )) ;

par suite (f; (z )y eesy £y(3,)) est une spécialisation générique de
(i‘1 9 vee fN) par rapport & k j on vérifie alors facilement que 1l'ensemble

J e
H = =1 H‘N jouit de la proprieté du lemme.

les notations U, £, et k étant les mémes que ci-dessus, nous dirons qu'un

i
point Z, de U est un point générique pour les f__.L par_rapport a k, sl

(£, (z.) ’ fz(z ) 5 o) ost une spécialisation générique de (£, , £, ess) par

rapport & k o D'aprés le lemme 5, on voit que "presque tous" les points de U
sont génériques pour les f. par rapport & k o S1 3z est générique pour les

£; par rapport & k, (f (=) , fz(z') , ees) est une spéeialisation de

(fl(zo) R fz(zo) , ses) par rapport & k , pour tout point z' ds U .

LEMME 6. - Soient (u, 5 «+» , W) un systéme de n indéterminées et Ciu}
1'anneau des séries formellies en (u.1 y vee un) 4 coefficients complexes. Soit
{Mo(u) =1, Ml(u) R Mz(u) , } le suite de tous les monénes

e e, ©
Ut oeee , et soient = _¢

u pour 1 &/ 216 R
= AV v() ’ _ \A £r, r élémentsde g{u} Suppe-

9,
sons qu'il existe r +1 polynfmes G =1 +;ﬁlav Myw) , Gy= :b,\v »(‘1)

U<

€A
0
M = \ .
Gogcxv v(u) G, pour 1 €A <r .0Onaalors

&r) & coefficients complexes, premiers entre eux, pour lesquels on a

'ﬁ(al 9y ese ap » blo g eee bAl” o~o) =;E\.\clo g oee Oa’y’ 000) Iy

Q désignant le corps des nombres rationnels.
MA

o)
Comme on a (1 "},& a. M (u) )"'l =§: (—-éa D&(u))m , on voit facilement que

le corps Q( ) contient Q(c ) . Soit 6 un automorphisme de C qui
laisse fixes les elements de Cl(ca v) 3 & peut &tre prolongé en un automorphisme
du corps des fractions de G{u} que l'on désignera encore par ¢ , au moyen de
la formule 3

Q 0
6 6
(Eo d, M () = 3::_-_-0 dy M,()
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pour ;%o d, ¥, (u) e'ﬁ{u} « On a alors GA/Go = GC;/Gg pour tout A « Comme
Go ceey G sont premiers entre eux, il existe r nombres complexes hA tels
que Go et Aq h 5 G. A sont premiers entre eux. D'aprés la relation

Gog'ih?‘Gori = Go 7Eh)\ )

on voit que Gg est un multiple de Go « Comme Go et Gg s'expriment sous las
formes

— — G-
G =1 p&l M (u) , Gg_l +éavM»(u) ,

on a Go = Gg $ d'ol résulte qu'on a Gy = Gi{a pour tout A ; en d'autres
termes, € laissec fixes les a,, &t les bay o On en déduit que les a, et
les b appartiennent a Q(c,, ) 3 ce qui compléte la démonstration.

Ay aan AV

IEMME 7. = Soient U st V deux ouverts connexes rgpectivementv de qu et de

c™ ; soient F'A(u ’ y) y pour 1€A¢r , r fonctions holomorphes sur U x V,

M A
ot u et v désignend respectivement des points de U et de V « Supposons que,
pour chaqus v, €V, il oxiste r + 1 polyntmes G (u; V) s eee s Gr(u 3 vy)
en u satisfaisant aux conditions suivantes :

(a1) F](u , vl) Go(u 3 Vl) = G/\‘(u 3 vl) pour le?2&r ;

(R) les polyndmes Go(u 3V) 5 eee Gr(u 3 v;) sont premiers entre eux ;

(G3) le_polynBme Go(u 3 v,) est de degré d, d étant un entier qui me
dépend pas de vy €V o

Alors, il existe des fonctions H} >$v) sur V telles que l'on ait, pour chaque

t
G (u 3 vl) = 5(v1) Av(vl) M {u) (0sNgr),

o }{(vl) est un nombre autre que O et les M,(u) sont desmonSmes en u &
coefficient 1.

On va d'abord démontrer que G (u; vl) est partout # O sur U o D'aprds (GR),

il existe r nombres cemplexes c_A tels que G (u; vl) et f_',i ° Gh(u H vl)
soient premiers entre eux. On a, en vertu de (Gl)

r
G (s v) E LR vl) =I5 o, G vy) 3
r
la fonction ;\25 NN (@, v;) est holomorphe sur U ; ce qui démontre que

Go(u 3 vl) est partout £0 sur V.
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On peut se bormer & considérer le cas on U contient l'origins. Chaque fonc-
tion F~ admet alors un développement de la forme '

oo}
= 2=
Falu, v) = = f'\v(V) M, (u)
qui convergs dans un voisinage de l'origine pour chaque v €V, ou

{M@=1,1n0E,LE, e}

) e
est la suite de tous les monSmes ull vee u.nn ; on sait que les coefficients

fzv(v) sont des fonctions holomorphes sur V « Soit x un point générique de V
pour les f,, par rapport 2 Qo Il existe r+ 1 polynbmes

Go(u 3 X) p eeey Gr(u ; x) jouissant des propriétés (Gl = 3). Comme Go(u 3 X)
m'est pas nul & 1l'origine, lss G?su'; x) s'expriment sous la forme

gGo(u 3 x) =1 +v§ oM (),
q
§G,A(u 3 x) = J,E?; P tu) (1% Asr)

o g les ot les Py, SOnt des nombres complexese On &, en vertu ds (Gl),

£ ® ) ‘

() (1 I My(u))br_:::o fau (x) M (n) = )}::0 Py M, (u)

pour chaque A 3 d'aprés le lemms 6, on a Aﬁ;“(f?w(x)) =3.(°‘;; y {5?») o I1 e?ciste
donc des fonctions rationnelles R, S, & coefficients dans Q tels qu'on alt

Ol» - R)J(fij(x)) ’ P)uv':slv(fij(x)) .

S

Posons, pour tout v eV

av(v) =R)}(fij(v)) ’ bAv(v) =S)ﬁv(fij(v)) H

les av(v) et les ~b?w(v) sont des fonctions méromorphes sur V . Comme x est
générique pour les f, , ona
9

@ +£'1 a (V)M(u))g: £,.(v) M (u) = z:bA (v) My(u)
w=l ¥ ¥ vy=0 “Awp T u=o A TR

sur U x V , pour chaque 2 . Nous allons meintenant démontrer que les a,, et lss
by, sont holomorphes sur V . On peut supposer que ' |

{ ¥ () = ROy M () }

est 1l'ensemble de tous les mondmes v.ll ace unn de degré € d . Soit y un point

de V ; supposons que bi j ne soit pas holomorphe en y . Alors il exlste une
suite {yl » ¥p 5 see} do points de V qui converge vers y , et telle que
l'on ait

-]
1im b. . =0 .
, Um 1‘.](yh)
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Soit B le sous-annesu des éléments g(v) de Q(f,;w(v)) tels que

lim g(yh) oxiste et soit fini. Posons
h-> ®

¢ (g) = U gy,

pour g€ B ; alors Lf est un homomorphisme d¢ B dans C ; on a
AAA

¥ (f\)) = f (Y)
puisque les f, =~ sont holomorphes en ¥y o On voit ainsi que (f\ (y) , 0) est
une spécialisation de (fa »? b ) par rapport & Q o Comme x est generique
pour les £, , (f?w(y) y 0) est une spec:.allsation de (fav(x, » A ij) par
rapport & ‘9“ « On prolonge cette spécialisation onunc spécialisation

-l A P , ’
(fav(x) » ﬁij ’ (1 ’ Oﬂy, [‘)’2»)) - (fA},(Y) ’ 0 » (O(O ’ P(b 9./32})))
par rapport & Q , ol l'on condidére (1, Ay 9 pa») et (0('0 ) & /3%))) comme
AAA r i [4

deux ‘points de l'espace projectif de dimension p + +A§:1 q, * On vérifie faci-
/ ] ’ .
lement o( =0, car la spec:.allsatiozln (a, ’ /5)») —e (o(0 y X, 9 /SAv) est

compatible avec la spécialisation p =~ —0 .
ij
On a done, d'aprés la relation (%) ,

3
Ex ) 2 £ ) mw) = 2 AN

~ comms (o('o ’ 9(2: ’ /3'3>) est un point de l'espace projectif, le polynbme .

7,%0(;9 M, (u) n'est pas O . On a, en vertu de (Gl),

92
6 ) B A ) =0 1) A EW e
Comne G (s y) g cee y Gr(u 3 y) sont premiers entre eux, on voit que

E: o3, M, (u) est un wultiple de G (w; ) « Le polynfme G (u 3 y) est d'ordre

d, st & >, M (u) estun polynfme autreque O, d'ordre ¢ d; il en résulte qu'on
.R.

a 1 M (u) 7G (us;y), on Vi est un nombre complexe autre’que 03 ce
qui est absurde pu:quue G (0 3 y) n'est pas nul. Les fonctions b,‘“) sont donc
holomorphes sur V. On peut demontrer, de la méme maniére, que les a, sont
‘ holomorphes sur V . Posons

2 2.
B, v)=1+ 2 al) M, Hu,v)= 220 0o fv) K (w)
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pour lgAgr o On a alors

Ho(u y V) Fn(u y V) = H;\(u y V) (1£Agr)

I1 en résulte qu'on a pour chaque v, eV

Go(u 5 vy) H;\(u s V) = GA(U‘ 3 vy) Ho(u > V) (1£Agr) 3
comme Go(u 5V1) y eee G,(u 3 v)) sont premicrs entrc eux, on voit que

Ho(u s> v;) st un multiple de Go(u 3 v;) « Le polynbme Go(u 3 v;) est d'ordre
., st Ho(u » V;) est un polynfme autre que O , d'ordre 4 d ; on en dédult qu'il
‘existe un nombre X(vl) £0 tel que

“we

Go(u [ vl) = X(vl) Ho(u ’ Vl)

on a alors G,A(u 3 vl) = ){(vl) HA(u , vl) pour tout ‘N ; ce qui compléte la
démonstration du lemme 7.

6. Systémes analytiques de variétés algébriques.

Soient U et S deux ouverts connexes respectivement de ¢® ot ds OO 3 soient
AAA AAA
£, , 8) , pour O<i<N, N +1 fonctions holomorphes sur U x S, od u
et s désignent respectivement les points de U et de S . Nous considérons les

~ propriétés suivantes pour les fonctions £ ¢

( fo(u ’ S) fl(u ’ S) see fN(u ’ S)
5fo éfl afN .
ﬁ-(u » S) W(‘u ’ S) cee al-(u » S)
(Sl) On a rang 1 1 1 =n +1
of of of
Eo-(u , 8) Rll(u s 8) ees -é-dl-q-(u y 8)
n n n

N ’

partout sur U x S .
S'il en est ainsi, 11 n'y a aucun point (u, s) de U xS tel qu'on ait
fi(u » 8) =0 pour O%i<«N . Onpeut alors considérer
(£, (@, 8) , eeey £yla, s))

comme un point de¢ l'espace projectif PN de dimension N ; on le désignera par

.
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(S2) Pour chagque point s de S, il existe une variété algébrique V(s) dans

l'esgg ce_projectif o g dimension N +tel que l'ensembls
B(s) = {f(u sy 8)jue U}

soltun ouvert ds V(s) au sens de Zariski.

Dtaprds la condition (S1), la dimension de V(s) est n «

(83) Le_degré des variétés projectives V(s) ne dépend pas du point s €S .

On désignera ce degré par 4

THﬁORﬁPE 3¢ = Soient les notations comme ci-dessus ; supposons que les fi
satisfassent aux eonditions (S1 - 3)« Alors, pour tout point 8, de S, _i_l_l._
existe un voisinage W de S, et des fonctions holomorphes @ O(S) ) see ‘I’k(s)
sur W tels qus (P (8) , ..., & (s)) soit le point de Chow ds V(s) pour
tout seW,

Nous allons rappeler, avant de démontrer ce théoréme s la définition du point de
Chow d'une variété algébrique.

Soit V une variété algébrique de dimension n , ds degré d , dans l'espace
projectif PN de dimension N , et soit k wun corps de définition pour V .
Soient t“ gopour 1si<n, 0=j<N, ol +1) variablos indépondantes sur
k 3 soit L la variété lindaire de dimension N - n définie par les équations

N
) x -
j-‘:—%t ‘14 =0 (1=i1gn),

ob les X, désignent les coordonnées de PN + On obtient alors d points

(xo(i) y see xN(i)) | (1€1<d) comms les points de l'intersection V NL 3

on peut supposer que les (xo i s eos 5 Xy 1) ) sont lss conjugués algébriques
1

de (xo( ) y see xN(l)) sur k(t) non seulement comme points de P , mais

comme points de l'espace affine de dimension N + 1 . Soient t(o) ‘; » pour

0<jsN, N+1 variables indépendantes sur k(t) ; et Mp(t(o ) » pour

1 < ps«, les monbmes en (t(o) ;]) 3 coefficient 1, de degré d « On voit alors
facilement qutil existe un é1ément 3 de k(t(}) s sse o t(n)) tel que l'on
ait

N i R
g fi(}fo t(°)j xj(i) = E Fp(t@? ) vee s +®)) Mp(t(o)) ,

ou les Fp sont des polynBmes & cosfficients dans k , premlers entre euxe
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On peut démontrer que le polynfme >— F (t(l) s soe g t(n)) M (t(o)) est un

(i)

polyn8me homogéne en (% s vee t( ) ) de degré 4, pour chaque 1 . Soient

M (t) pour 0 < q€ p 1les monﬁmcs & cocfficient 1 en (t(o)o y soe g t(n)N) ’

(i) (1)

de degré d en (% y ses s b N) pour chaque i . On a alors

A
(1) ( (
r-gin(Jc ooy 81 (6 ?) =g=o % M) s

ol les aq sont des éléments de k ; 1o point (ao y vee gﬁ) de l'espace

projectif de dimension S ne dépend que de la variété V et non du choix de k
et de (t) « On appe;%fra ce point le point de Chow de V et on le désignera par

c(V) ; 1ls polynBme = aq'Mq(t) s'appellera la forme de Chow de V en les

variables (t(i)j) .

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 3. Nous désignerons par L(t)
la variété linéaire de dimension N = n définie par

N
— _
jﬂﬁtijxj_o (1 «i<n)

ou les tij sont des nombres complexes. Fixons un point 8, de S o Il existe

un  (t') tel que l'intersection L(t') f\V(so) consiste en exactement d points
Py » sse » Py do multiplicité 1 et que les p  soient contenus dans B(so) ;

on peut supposer, sans perdre la généralité, que la premiére coordonnée de B

soit #0 pour tout « . On fixe un tel (t') . D'aprés la définition de B(s) ,
il existe un point u}'é U tel qu'on ait P, = f(u1 ’ So) + Posons

N
?.(t,u,s)=;-=zo (u, s) (L<ign);

i ij j

on a alors tfi(t' ’ b s so) =0 pour 1€ 1i<n.Come p 6stun point de
ltinterssction L(t') N V(s) dc multiplicité 1, L(t') est transversal & la
variété linéaire tangente en p, & V(so) ; on peut en déduire, en vertu de la
condition (S1), qu'on a

<ien D

(9% 1
rang 53_(t' » W, 8 )
o 053<N
On obtient donc, d'aprés le théoréme des fonctions implicites, n fonctions
g (t , s) holomorphes en (t' , s ) telles que l'on ait

1 L)
ui:gi(t‘,so) (1lsi<n),
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N

jE:O lJf(g(t,S),S)"‘O (1(?151’1)0

dans un voisinage de (t' , s ) o Posoms
@]

hj(t,s)=f(g(t,s),s) (0£j<X) .

On obtient, de la méme maniére, pour chaque point Py » un systéme de N + 1
fonctions h( ) 3 (t 4 8) holomorphes en (t! , so) telles que l'on ait

Py = (h("‘)o(t' , so) y ovs o h‘p‘)N(t' s 5.0)

= 4 p® (t =

J=o t1j 3 y 8) =0 (1<i<n)

dans un voisinage de (t' , 8, ) « Désignons par Py (t , s) , pour chaque o ,

1s point de P dont les coordonnees sont b (t s 8) 5 eea y B2 nit s 8) s

B, (t y 8) o8t un point de 1'intersection V(s) ﬂ L{t) « Comme les - 'p, sont
Alstincts il existe un voisinage Y de (%' , so) tel que les pm('b , 8) soient
tous distincts pour chaque (t' , s) de Y . De plus, comme on a h(O%(t' , so) £0
pour chaque K , on peut prendre le voisinage Y de telle fagon que

h(")o(t' , 8) A0 (lsxed)

pour tout (t , s) de Y . Soient maintenant 35 5 pour 0£j<N, N+1
6 e
indétermindes et M&z) sy pour 0% 2 < r, les mondmes zoo ves ZNN de degré

d 3 on posera Mo(z) = zod « On a alors
)

N h( t

4

(L) _glr | = 5, » ©) = éF (t , ) M(2)
’ 0(‘:1 j=0"7 p ) (t , s) A=o A PO
o

ou les F'A(t s 8) sont des fonctions holomorphes sur Y j on a Fo =1 o Soient
T et W deux voisinages ouverts connexes regpectivement de t' et de Sy tels
quton ait T xWcY o Soient w un point d¢ W et k wun corps minimum

de définition pour V(w) « Soit x €T wun point tel que la spécialisation .

(FA(t s W) tij) — (F?\(x s W) xi‘j)

soit générique par rapport & k o En substituant (x , w) & (t, s) dans (1),
on a

(x) .
N W' (x, w) E
oﬁ‘l(z— 7 J = j-o ?\(x y W) M?‘(z) .

On peut considérer (xij) comme un systéme de variables indépendantes par rapport
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r .
3 k o Soit ?\EGR(X 3 W) Ma(z) la forme de Chow de V(w) en les variables
(zj ’ xij) . Comme les h(“)j(x , W) sont les ccordonnées des points px(x y W)

de l'intersection L(x) 0 V(w) , on vérifie facilement

r r
G, (x5 W) Folx, w) Mz) =3 Go(x 5 W) My(a)

d'ou résulte qu'on a Go(x 3 W) F?‘(x , W) = G.(\(x 3 w) o Comme les G{x 3 W)
sont des polynBmes 3 cocfficients dans k , et comme X est générique pour les
F}‘(t y W) et les by ] par rapport & k , on a

Go(t 3 W) F?\(t , W) = G,,\(t 3 W) (lengr)
dans T . D'aprds la propriété de la forme de Chow, les polynSmes |
Go(t 3 W)y eeey Gr(t ; W) sont premiers entre eux, et Go(t $ W) est dlordre
a® . on peut donc appliquer le lemme 7 & ces fonctions F?\(t , 8) 3 il existe alors
des fonctions holomorphes H?\»(S) sur W et un nombre X(w) # 0 pour chaque
wEW, tels qu'on ait

-~

h
A=0

Gt 5 w) = Y(u)
ou les M;)(t) sont des monfmes en t & coefficient 1. Alors, le polynfme

2 Hy ) M(0) dy(a)

donne la forme de Chow de V(w) pour chaque w & VW j par sukte les H%‘w) sont

H, ,(w) M (%) (0O£a<r)

les coordonnées du point de Chow de V(w) pour chaque w & W 3 ce qui démontre

1le théoréme 3.

COROLLAIRE 1, = Les notations et les hypothdses étant comme ci-dessus, il y a

des fonctions méromorphes W (s) , e, Yy (s) sur S telles que 1'on ait

C(V(S)) = (1 ’ 1'yl(f") 9 eoo0 o @k(s)) ’

(en changeant 1l'ordre des indices, s'il y a licu), chaque fois que les 1§£i(s)

sont définis en S .

Prenons un recouvrement ouvert { W 2} de S tsl que, pour chaque W4 , ily
ait des fonctions holomorphes C_Tzo(s 5 A) y eee a}k(s ;3 A) sur W. pour
lesquelles on a

c(V(s)) = (F (5 A)y eeey (s 5 AN,

pour tout s & W o On vérifie facilement que si @i(s ; A) est identiquement
nul dans W, pour un A, ¢ i(s 5 A) est identiquement mul pour tous les ‘A,



19-11
car S est connexe, On voit que la valeur
23085 2)/ ;05 5 A)

ne dépend que de s ct non de “A si éj(s 3 A) £ 0 . Supposons que Qo(s s A)
ne soit pas identiquement nule. On peut alors définir une fonction méromorphe

s

‘l'i(s) sur S par
) = B 5 R/ (s 5 A)

pour chaque 1 . Soit s un point do S tel que les 1*')."j_(s) soient définis
en s, « Il existe un ouvert Wy, contenant s . Commc les ‘;?i(so 3 )
donnent les coordomnées du point c¢(V(s)) , il existe un indice j tel que
@,j (So 3 A) £ 0 . D'aprds la relation

Fi(e, 5 A) = Bls; 5 ) F,08))
on a cﬁo(sO 3 A)#0; on en déduit que (1, 'l’ll('so) y voe «_{_r(so)) = c(V(so)) .

COROLLAIRE 2, - Les notations et les hypotheéses étant comme ci-dessus, soit k

un sous=corps démombrable de C + Soit s, point générique ds S pour les
M
\}ri(sb) par rapport & k . Alors, pour tout point s d¢ S, V(s) est une

spécialisation de V(so) par rapport & k .

On se¢ sert des mémes notations que pour la démonstration du corollaire 1, et on
suppose qus P _(s 3 A) ne soit pas identiquement nuls Soit s' un point de S,
et soit W un ouvert contenant s!' . Soit 8" un point générique de W pour les
P i (s 3 A) par rapport & k ; alors, c(V(s')) est une spé’cialisation de
c(V(s")) par rapport & k . Comme s" est générique pour 920(3 3 A),

430(8" 3 A) n'est pas nul ; donc les ‘I!i(s) sont définis en o" . Par suits,
si s est génériqus pour les \}"i par rapport & k , c(V(s")) est une

spécialisation de c(V(So)) par rapport & k , de sorte que c(V(s'!)) est une
spécialisation de c(V(so)) par rapport & k ; ce qui démontre le corollaire.




