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13 janvier 1958

GENERALITES SUR LES FORMES MODULAIRES, I.

par Roger GODEMENT.

On trouvsra dans un exposé ultérieur, dont il n'est pas encore possible de pré=-
voir le¢ numéro, la suite de 1l'exposé précédecnt (n° 6). Les résultats du présent
¢xposé ne reposent pas sur ceux de 1'Exposé 6 (sauf en ce qui concerne la défini-
tion du produit scalaire de deux formes modulaires, qui est de toute fagon trivia-

le), et ne supposent connus, de 1'Exposé 5 , que les dcux premiers numéros, rclatifs
aux représentations de GL(n , C) ,(1).

I+ Une généralisation de las notion de forme automorphe.

Soient [ un sous-groupe discret de Sp(n , R) et l: une représentation holo-
morphe dé GL(n , C) dans un espace vectoriel complexe Fp de dimension finie ;
on a défini @ans 1'Exposd 4 les formes automorphes d'espéce p pour (" comme

étant les applications holomorphes f£(z) du demi-plan de¢ Siegel dems FP qui vé-
rifient la relation

: a b
(1.1) f(Mz) = f(cz + d)f(z) pour M = ( d> el .
c

lous allons maintenant définir une notion un peu plus générale (qui d'ailleurs ren-
tre dans le cadre ‘des "facteurs d'sutomorphie" de 1'Exposé 4 , n° 1),

Donncge~ncus en plus de {7 une représentation linédaire
H—> p (1)

U groupe [ dans un espace vectoriel FV de dimension finie ; nous appelierons

elors formc .automorphe d'espéce (¢ , H) pour | toute application holomorphe
2= f(z) du demi-plan de Siegel dens l'espace (vcectoriel complexe dec dimension
finie)

Hom (F

hoe Fp)

(1) Convention d'éeriture. — Dans cet exposé, comme dans le précédent, exception-
zellement, les lettres soulignées d'un trait rectiligne ont la mfme signification
Jie les lettres soulignées d'un trait ondulé dsns les autrcs cxposés de cc
Séuinaire : ellesapparaitraicnt en caractéres gras en typographie.
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ies applications linéaires de Fk_A dans F{a , vérifiant la relation -

(1:2) £(Mz) = f(cz +d) o £(z) o r(M-l) pour toute Meir .
'espace vectoriel formé par ces fonctions f(z) sera désigné par

”3(*.(?4;(’).

Indiquons tout de suite la raison pour laquelle il est indispensable d'intraduire

la notion précédente. Soit [’ un sous-groupe discret de Sp(n » R) . oommensurable
2 [ ; on a donc un groupe

Lelnr’

qui est invariant et d'indice fini dans [~ et "' a 1a fois. lous allons montrer

! .
? pour | ', on peut construire
canoniquement une représentation Id de | et une forme automorphe d'espéce

(}4 ’ P ) pour | (et la représentation M sera d'ailleurs triviale sur [ 0) .

sue, pour toute forme automorphe f' d'espece

Considérons pour cela, pour chaque M € Sp(n , R) , l'opérateur L 4(M) défini
dans 1'exposé 6 , n®6 ¢ il ast défini dans l'espace des fonctions £(z)
dans FF s et donné par

3 valeurs

(1.3) L ?(M)'l : f(z) = f(cz + d)'l £(Mz) .

(n a pris f(z) — f(cz + d)-'l f(Mz) pour opérateur L (M_l) de fagon & ce que
le groupe symplectique opere & gauche sur les fonctions f (z) ; la convention adop-
tée ici est donc opposée & celle de 1'Exposé 6 , ce qui n'a bicn entendu aucune

importance). Puisque f' est une forme automorphe d'espeéce (J pour [ ', il est
clair qu'on a

(1.4) LP anfer = £ pour tout Me V',

Considérons alors l'espace vectoriel E ongendré par les fonctions

L (M)f:

avertu de (1.4) et du fait que [ est d'indice firi dans [T, i1 cst clair
me E est de dimension finie ; on a de plus une représentation linéaire ‘A de
[ dsns E en définissant

, Me.]";

[1.5) M) ¢ f —->Lr,(M)f pour f¢E,
¢t 11 est cleir qu'en fait P est une représentation du groupe fini [ /¥ o *

Cela fait, attachons a chaque point 2z du demi-plan de Siegel 1l'application
“indaire
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(1.6) u(z) £ — £(z)

de E dans F, ; on obtient ainsi une fonction holomorphe u & valeurs dans

Hom (E , Ff ) 3 calculons maintenant wu(lz) pour Me T ; on a par définiticn

(1.7) u(z)f = £(z) pour f ¢E ,
donc
u(Mz)t = £Qiz) = ploz +d) g (cz + )™ £(2)
= plos +a) p (7)0() = plos + dula) p G7)e

et coome f € E est arbitraire il vient

,

u(Mz) = r(cz +d) o ulz) , ‘\(M'l)

ce qui prouve que u est une forme automorphe d'espéce (]V\ 5 f ) pour le groupe

M 5 il est clair d'aprés (1.7) que la donnée de u permet de reconstituer f!' ,

3 1'eide du procédé général que voici.

Soit u wune forme automorphe d'espéce (r« 5 ( ) pour [ , et supposons que
P de T soit d'indice fini dans [ .,

Pour un vecteur a €F donné considérons la fonction

le noyau |y € | de 1a représentation

fa(z) =u(z)a ,

& valeurs dans FP 3 alors fa est une forme zutomorphe d'espece f pour \‘,\ s
comme on le vérifie trivialement.

Par la sulte nous nous intéresserons presque uniquement aux représentations

de |~ qui vérifient la condition précédente (on les appellera des multiplicateurs

du groupe | ). La nécessité d'cdmettre de tels multiplicateurs est bies connue
dans les cas les plus classiques ; pour obtenir unc théorie vrciment compléte on
devrait méme admettre des rcprésentations f "non uniformes" de GL{n , C) , de
fagon & récupérer la théorie des formes modulaires "de poids non entier" , étudiée

dans le cas clessique par PETERSSON, et qui se présente fatslement pour une fonc-

24 . n=+ .
1@ = \/D (z) = e TH/12] jp (1 - o* Ting)

n=.

tion telle que

cette fonction est une forme de peids 1/2 pour ,le groupe modulaire usuel, avec
un multisliceteur dont le détermination compléte est un probléme non trivial et
fort célebre (les valsurs du multiplicateur sont des racines 24-iémes de 1'unité).

Cependant nous nous borncrons sux représentations ? "uniformes" dans ce qui suit,
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pour des reisons de simplicité ; pour traiter le cas général il serait indispen-
sable de remplacer le groupe symplectique Sp(n , R) par son revétement simple-
ment connexe (comme HARISH-CHANDRA 1'a fait, & propos d'un autre probléme, dahs
les articles cités au précédent exposé).

Notons enfin que la méthode de passage de [ "a {7 exposée plus haut s'applique
en particulier au cas ob [~ est le groupe modulaire de Siegel et l“un groupe

paremodulaire ; il est raisonnable de conjectursr que ce procédé permet de déduire

trivialement les résultats relatifs aux groupss paramodulaires de ceux qu'on

obtiendra pour le groupe modulaire j mals bien entendu "on" n'ac pas vérifié cette
conjecture dans tous les cas |

2, = Définition des Spitzenformen. -

Dans ce numéro on désigne par M 1e groupe modulaire de Siegel Sp (n, &) e On
se donne une représentation holomorphe P de GL(n , C) dans un espace vectoriel

conplexe F de dimension finie, et une reprédentation ‘.« de ¥ dans un espace

vectoriel complexe F|, de dimension fink ; on supposera que ‘V( est équivalente
3 une représentation unitaire de | (ce qui est évideiment le cas lorsque le noyau
de tu est d'indice fini dans | ). Nous introduirons les notations suivantes : pour
1 n
M= > (n = n' entidre)
o 1

V(M) = '.;(n) s d'ol une représentation unitaire du groupe abélien dis-
cret des n dams Fy ; de m@me pour

on posera

u 0
M= ( _1) (u entidre unimodulaire)
0 u!

on posera \,\(M) = v(u) , d'oll une représentation unitaire de SL(n , Z) dans
Fr\ .

Soit f£(z) une forme modulaire dtespéce ( t‘ 3 f ) « On a la relation
(2.1) £(z + n) = £(2) , t((n).-1 3

or la représentation n —% p(n) , étant semblable & une représentation unitaire,
est somme directe de représentations de dimension 1 correspondent a des caractéres

de module 1 du groupe additif des n , autrement dit il y & une base (_e_k) de F‘«
formée de vecteurs vérifiant des relations

(2.2) ﬁ(n)gk = exp(2 T\'iTr(skn))_e‘k
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evee des s, = sl'{ réelles ; il s'ensuit que la fonction f(z) est elle-méme
sorme de fonctions fk(z) pour lesquelles on a

fk(z + 1) = exp(- 2TriTr(skn))fk(z) ,

ce qui veut dire que la fonction holomorphe fk(z)exp(ZTf iTr(Skz)) est de periods
1 , donc admet un développement cn série de Fourier ; en revenant & f(z) on trou~
ve finalement une série de Fourier

(2.3) £(z) = T ~(s)exp(27iTr(sz)) ,

ou la sommation est étendue & toutes les matrices s = s' réelles (pas forcément
demi-entiéres !) telles que le caractére

n — exp(RWiTr(sn))

intervienne dans la représentation n — Y (n) (cela veut dire en patticulier que

les s sont soumises & des conditons de congruence) ; les coefficients f(s) scnt
9

des epplications linéaires de Ftk dans F{s , assujetties & vérifier
~ _1 A
(244) f(s) o r\(n) = exp(2MWiTr(sn))f(s) ,

et que 1l'on calcule comme suit : pour toutc matrice s = s' réelle désignons pav
Fg(s) 1l'opérateur de projection (dans FH ) . sur le sous-cspace des vecteurs

a €F qui vérifient

(2.5) p (n)a = exp(~ 2TiTr(sn))a

7

N
éviderment ‘A(S) ne dépend que de la classe de s modulo 1 , et l'on a
(2.6) f£(s) = £(z) o F\(s)exp(m 2TMiTr{z7))dx (z = & + iy)
x mod 1

l'intégrale ayant un sens pour la raison que (2.1) et 1'identité
!

#(s)esp(= 2Wiv-(sn))

(2.7) ) o pt<s> = {«s) ° uln) =

nontrent que la fonction sous le signe j dens (2.6) est périodique (i.e. in-
variente p-r 2z —3 2z + n).

Tenons compte maintenant du groupe dcs matrices

u 0 -
M= ( _1) (u entidre wainodulaire) ;
0 u!

tout d'avord l'identité

R E A EE
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donne le relation
(2.8) Hemt) = j@) o @ o T

il s'ensuit aussitdt que l'ensemblc des matrices s qui interviennent dans la séric
do Fourier (2.3) est stable par s — usu! , et en explicitent le relation

(2.9) tlamt) = ¢ @) o 2(2) o r(url

on trouve imnédiatement

(2.10) flusu') = s(u) o #(s) o ("\(u') .
I1 résulte de la que le théoréme de KOECHER

(2.11) %(s) £ 0 inplique s 2 O

s'applique, si n > 1 bien entendu (Exposé 4 , n°® 3 , Thdoréne 1 ; dans le démons-

tration donnée & 1'Exposé 4 , l'hypoth&se que lo notrice s soit demi-entiére est

visiblenent sucerflue ; l'essentiel est d'avoir le relation (12) de 1'Exposé 4 3
bien entendu pour avoir (2.11) il faut appliquer le théoréme de 1'Exposé 4 en
prenant X =8SL(n , Z) , F = Hom(F,, , Fg ) , et pour recprésentation de Y dans

F celle qui se construit de¢ facgon dvidente & 1l'aide de }’) et de t,\ )e

Nous dirons par la suite que f£(z) est une Spitzenform si
(2.12) f(s) £0 inplique s »O0 .

Tout ce qui a été dit dans 1'Exposé 4 lorsque le nmultiplicateur est trivi-l s'appli-
que sans changement & la situation présente, commc lc lecteur le constatera facile-—
nent.

EXEIPLE., — Soient [ un groupe comuensurable au groupe modudaire et f' une
forne automorphe d'espéce f pour V' ; on en déduit, par le procédé indiqué au
mnéro précédent, un forme modulsire f d'espéce ( P s M ) pour une certeine
représentation ;-4 de [~ (F, n'est cutre que l'cspace vectoriel engecndré par les
‘onctions Lf (M)fr , MeU ;3 (M) cst llopérateur L, (). regardé dans F,, ;
st f(z) cst liapplication lindaire g — g(z) de Fy dons F. ) ; nous dirons

alors que f' est une Spitzenform pour ' si f est unc Spitzenform pour r 3

cela signifie éviderment que, pour tout M € {7, 1o série de Fourier de la fonc-

tion L . (M)£'(2) ne comporte que des termes 82 0 ; ca retrouve 2insi la défini-

tion de KOECHER pour les "groupes de congruences" , €n particulier pour les groupes
reramodulaires. Dens le ces classicue (n = 1) f' est une Spitzenform si et

seulement si f' est nulle en toutes les "pointes" du domaines fondamental de ™.
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REMARQUE. - Lorsque le noyau de lo représentation t'\ de T est d'indice fini
dens U (i.e. lorsque M est un nultiplicateur pour [~ ), lcs matrices s qui

interviennent dans les séries de Fourier considéréecs plus haut sont nécessaircment

rationnelles. En effet, ces s sont carcctérisédes par le foit que la représentation
n—> W(n) du groupe des translations entiéres contient le caractére

n — exp(= 2 MiTr(sn)) de ce groups ; mois si le noyau de B est d'indice fini,

on a évidiment w(n) =1 dés que n cst multiple d'un entier g convenable-
nent choisi, ce qui veut dire que exp(- 2TriTr(gsn)) =1 pour toute 'n entiére ;
donc la metrice qs est demi-entiére, cc qui établit notre assertion.

3, = Produit scalaire de deux formes modulaires.

Soient [~ un sous-groupe discret de Sp(n , R), f unc roprésentation holonorphe
de GL(n , _C_) dens un espace FP , et M une représentation de | dems un espace
Ff" 3 NOuS SUpposerons F? muni d'un produit dcalaire adapté a P (Exposé 5 ,
n® 2), et Fu d'un produit scalaire tel que la représentation H soit unitaire
(ce qui est une hypothése sur v\ eee)s Btant donné un hononorphisne

u s Fl“ ——)F(,

on a alors un honomorphisme adjoint
*

u ¢ Fg =T
P
défini par la relation
*
(3.1) (u(i),?_):(_a_,H(lg_)} (EGFH ,_b_C—Ff);
cecl permet de munir 1l'espace
F =

Hom(Fr‘ , FjD )

d'un produit scelaire en posant

(3.2) Lu, v

Tr(a o v*) = Tr(v* o u) e
Soient alors f et g deux formes automorphes d'cspéce ( M3 )
pour [ ; tenent compte du fait que les opérateurs ‘-I(M) , Me[ , sont unitaires,
on voit immédiatement (cf. Exposé 6 , n°6 ) que la fonction numérique
1/2 1/2 %
32) G o 2) 4 (6P o glad = ele(e)* )R

(on supprime le signe o quand sucune ambiguité n'est possible) est invariante

par [ .

Donnons=-nous alors un nombre p vérifiant
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nous poserons

Eﬁ?(}k; P) = ensemble des formes f € %r(/u;p)
(3.4) telles que

5\ I P(Yl/z) £(z) ||Pdz < +o
z mod [

si p est fini ; et

%FO(/L;_, P) = ensemble des formes f¢ /Zgr (p ;P)
(3.5) telles que

sup || 0D £(2) || < e

On définit naturellement sur 1'espace gﬂp( 3 ?) une norme

’
) e £ npdz) e
7z mod I

et une dualité (en général non séparée, sauf si p = 2)

(3.6) _ el

- _ 1/2 1/2
(3.7) <f, g>r— jz mod[_(f)(}f ) £(z) , P &lz)> dz

entre 3’1’(/& F) et K’;q(/x, P) pour 1/p +1/q =1 .Pour p=2, on a ainsi
un espace de Hilbert, et pour p quelconquc, un espace de Banach (le fait que ces
cspaces soient complets se démontre en utilisant les raisonnements usuels & la
Bergmann) .

IEMME 1. -~ Si le domeine fondemental de [ ost de voluwne fini on a les inclusions
(308) dp : p ° C l .
@(P,V)Cﬁr(r)’r) %r(’-‘:f)
Eour 1 é P é 00 e

Beweis klar.

THEOREME lo = 5if est le groupe modulaire de Siegel, ct si f est une Spitzen=-
form, la fonction

G p6H e

55t bornée pour toute forme modulzire g dc mlne cspece que f .

Cette fonction étant invoriente par [ , il suffit de prouver qu'elle est bornée



7-09
dens le domcine fondamental de {~ « Or dens un cuvert fondamontel contenu d=ns un
deni-plan ¥y » cel , on a des mejorations
() ] € cpomp(=eTr(y)) , lela)llecey
(Exposé 4 , n° 4) 3 d'autre part (Exposé 6 , lerme 1) on a une majoration
e < c4~exp(1/2czTr(y))det(y)a n

ol A est lc paremétre qui figure dans lc plus hout poids dc e (i1 va de #o0i qu'on
pourrait améliorecr de bezucoup ccotte dernkére mejoration 1) 3 il reste donc a faire
voir que pour Y >0 et o réel quelconque le fonction exp(- XTr(y))det(y)o(

est bornée pour y > c.l , cec qui cst trivial.

COROLLAIRE 1. -- Solent le groups mcdulaire de Sicgel st ' s 1l'cspace
\ " e group g Sf‘(l’\ 3 f) pa.
des Spitzenformen d'espéce ( \-L 3 \? ) pour [ « Ona

Ol p)C BR(ps )

pour tout D

COROLLAIRE 2. - Soit [ le groupe modulaire de Siegel. Le produit scalaire

<f’>=j <erH/? oyt
: v 7z mod |~ P(y ) £(2) (’(y ) g(z)> dz

converge dés que f est une Spitzenform.

COROLLAIRE 3 (Hecke). - Soit

f(z) =2 _ f(s) exp (27 iTr (s2z))
s»0

une Spitzenform d'espece (P ,),L) pour le groupe modulaire de Siegel. Alors

sup || p(/2) £0) I < v .
s» 0 _

Un a en effet 1z relation

A . 1/2 A .
(2.6) P(yl/z) f(s) = j ply / )£ (z) /u.(s)exp(—ZﬁlTr(sz))dx H

x mod 1

comme la fonction P(yl/z) f(z) est bornée dans le demi-plan de Siegel, et comme
le mltiplicateur m@ est unitaire, on déduit dc 13 une majoration de la forme

0 1/2 A . _

1 e £6) Il € o) expTIn(sy) 3
le corollaire s'obtient alors en faisant y = s-1 dans cette relation.

(La référence & Hecke dans 1l'énoncé est due au fait que pour n = 1 le corollaire

précédert, ainsi que son ingénieuse démonstration, sont dus & HECKE ;voir les
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articles cités dans la Bibliographie ; il feut noter que pour les coefficients de
fourier d'une forme modulaire
2(a) = b o 2T
n=0
3 une verieble, avec a, £0 s HECKE a aussi obtenu une majoration importante,
savoir

an -0 (nk-l +&.)

si £ est de "poids™ k ; dons le cas du groupe de Siegel, KOECHER a obtenu la
mjoraticn

l2(s)] < c(.’t‘)-de\‘:(sl)k

pour f de poids k (on note 8, la matrice >»0 de reng r qui se déduit

dc fagon évidente de & si s est de rang r) ; cetts majoration est moins bonne
que celle de HECKE ; la question n'curait guére d'importance si l'on ne s'intéres=-
sait aux séries de Dirichlet associédes aux formes modulaires : quand une série de
Dirichlet vérifieune équation fonctionnelle en s —k - s , il est préférable

de savoir qu'elle converge vour R(s) > k , plutdt que pour R(s) >k +1 ...

k ce sujet l'article de KOECHER cité dans la Bibliographieﬁcomporte apparemment une
lacune inportante. En ce qui concerne les majorations de f(s) dans le cas d'une
représentation (3 quelcongue, "on" ne peut rien dire pour le moment;"on!" espére
revenir plus tard sur cette question qui n'est nullement négligeable, pour la

raison expliqués ci-dessus : convergence des séries de Dirichlet associées aux
fermes modulaires).

I1 est reisonnable de se demander si le Corollaire 1 caractérise les Spitzenfor-

“en 3 on va voir qu'il en est bien ainsi lorsque X £0 .

Considérons en effet, pour le groupe modulaire de Siegel, unec forme f e‘S{;oro ( M \3)
°n a donc une relation

3.9) I f<y1/2>f<z>H <c.

Tornons alors la série de Fourier
£(s) = Y_ £(s)exp(2MiTr(sz))
s >0

de f ; les coefficients sont donnés par la formule

2.6) P = | £(2) f () exp(-2M4Tr (s2))ax
X mod 1
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1'oh
(0 E6) = empemer)) | e + ) Lo e s
il s'ensuit que l'on a (voir la démonstration du Corollaire 3)
(3.16) I f(yl/z)g(s)” € ceexp(RTTr(sy)) pour tout y »0 .

Posent pour sinplifier u = f(s) , homomorphisue de FH dans Ff , €t posant
y=g'g avec g €GL (n, R) , on donc une majoration

(3.11) Il ple)ull € coexp(@wTr((gse'))  pour g eGL,(n, R),

s étent unc natrice symétrique 2 0 indépendante de g ; et l'on doit déduire
de ldque u=0, si s n'est pas 70 .

Corme Hon(F oo Ff’ ) est obtenu en prénant un nombre fini de copies de Fp
on peut éviderment de romener au cas ou F, est de dinension 1 , i.e. supposer

qu'en fait u désigne, dens (3.11), un élénent de l'espace F, de la représenta-
tion f . On peut d'sutre part se ramener (en remplagent g par gk , k €0 +(n) ,

et u par f(k)u) au cas oh la matrice s est diagonale :

S=(§‘l"°"fn): 6

Examinons d'abord le cas sinple ou

1 70
f(g) = dot(e)®
prenant g diagonale, (3.11) stécrit encore
2
(Al XX )\n)koHuH $ C.GXP(ZW(fll\i + ee0 + 5n/\n)) ’

si 1'une des veleurs propres 6’i est nulle et si k #Z 0 il s'ensuit évidamment

que u =0 ; le résultat que nous avons en vus est donc établi dans ce cas.

Considérons naintenant le cas général en supposant s non définie ; on peut

H
jonc écrirc
/81 0
s = {
0 0

wee s, de reng T < n . Prenons alore dans GL,(n , R) une matrice de la for-
ne

1 <
(3.12) g =( ) (x quelconque, g, € GL (n =z, R) ;

0 g2
11 est clair que Tr(gsg') = Tr(s) ; donc on =
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I f(g)ull &£cy

constante indépendamtede g o Or pour tout v ¢ F? la fonction (f(g)u s VO
est un polynone en g multiplié éventuellement par une paissance du déterminant-de g;

une telle fonction ne peut &tre bornée sur le sous=-groupe (3.12) que si elle est
constante, et par suite il vient

(3.13) f(g)u =u pour g de la forme (3.12).

Or les u&FF qui possédent la propriété (3.13) forment un sous-espace de F-P )
qui est visiblement stable par le normalisateur du sous-groupe (3.12), donc en
particulier par le sous-groupe
b )
H
0

&2
comne celui~-ci contient le sous=groupe triangulaire de GL+(n ’ g) on voit que,

si (3.13) posséde des solutions non mulles alors le vecteur z_1_+ eFY appartenant
au plus haut poids

d=n,

) = ] A

1=
de f figure parmi ces solutions ; en prenant g diagonale dans (3.12) 11
stensuit donc que

o\r+1="’=o\n=o ¢
Donec ¢

THEOREME 2. - Soient | 1le groupe modulzire de Siegel, f une représentation
holonorphe de GL(n , C) , de plus haut poids

‘\T/,\im)“i avec o #0 .

Alors, pour tout multiplicateur lq de [ 4 ona la relation

%?Wf)z Seps p)

TFllRQUE. =~ Pour f(g) = det(g)k , 1'hypothése k # O est nécessaire pour
assurer la validité du théoréme 2 ; en effet pour k = 0 les formes modulaires
sont les solutions de

£0) = £(2) W00

comme H(M) est uniteire, et que f est de toute fagon bornée dans le domaine
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fondemental, on voit que dans ce cas
J 3 ] = 656 . .
%";(p,;) 2(1 5 0) 3
por contre S H f ) = 0 ; en effet une Spitzenform vérifie dens le domaine
fondemental de [ une indgelité de la forme
[1£(2) || € ¢y exp(= ¢, Tr(y))

avee  Cp > 0, ce qui permet de raisonner comme dens l'exposé 4 , proposition 4 ,
¢t A'appliquer le prineipe du maximum ; donc les Spitzenformen sont constantes, et
forcément nulles puisque nulles & 1l'infini. En conclusion le théoréme 2 ne peut
ttre valable que si r_( j s f ) =0, ce qui est parexemple faux pour p=1,
attendu qu'alors a-( M s il ) se compose de toutes les fonctions constantes.

le ces ot P est de dimension > 1 avec & =0 n'apas été étudié 3 on
ignore ce qui se passe. ‘

4y = Remarques sur les coeffcients des formes modulaires.

Dens ce numéro on désigne par [ le groupe modulaire de Siegel,par f une repré-—

sentation holomorphe irréductible de GL(n , c ) dans un espace Fy , et par >

wn nultiplicateur de | (n° 1). Le contenu de ce numéro est trivial si le repré-
sentation \9 est de dimension 1 .

Soit f(z) wune forme moduleire d'espéce (r\ 3 0 ) et dcrivons sa série de
Fourier

£(z) =% £(s)exp(RmiTr(sz)) ;
EEL
on a vu que les coefficients f(s) & Hom(Fr‘ , ‘E“J ) vérifient nécessairement 1l'i-
dentité
(2.10) flusu') = f‘(u)f(s)rt (ut)

pcur

ueU =5SL(n, Z) .

licus nous proposons d'cn ddéduire des restrictions importantes sur les valeurs pos—
~

sibles de £(s) (restrictions qui, on le verra, ne font intervenir que la repré-
sentation f )e

Comne M. est un multiplicateur les s qui interviennent dans
1z question sont rationnelles et positives. Posons
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(4.1) U(s) = ensemble des u € U telles que usu' =38 ,
1 sorte que U(s) est le groupe des unitds de s j il est clair que (2.10)
implique

(¢42) f(u)z‘(s)rx(u‘) = ’i\‘(s) pour u € U(s) ;

c'est de cette identité que vont provenir les restrictions cherchées dens le cas

ol la matrice 8 n'est pas définie.

Supposons en effet 8 de rang r < n . Corme s est rationnelle, on peut, au
besoin en remplagant s par usu' avec un u €U , supposer

0
(403) s = <51 )
0 0]

wee 8y » 0 et ratiomnelle de rang r o On vérifie alors trivialement que

u € U(sl)

u, X
U(s) : matrices u =( avec )X entidre quelconque
U u w, €U, =SL(n -r , 2)

L c8té de ce groupe discret (infini 1) nous allons introduire le groupe continu

1 X x complexe gquelconque
. y
G(s) : matrices g = avec

0 g g eGLn-r, C) .

4 N
THEOREME 3. - Soisnt ‘) une représentation holomorphe irréductible de GL(n , Q) ’
de plus haut poids

(x .
[Tam)
r le groupe nodulaire de Siegel, T)‘ up rultiplicateur de [ , et f une forme
modulaire d'espéce  ( ‘J\ 3 f ) « Pour toute matrice '

S

i}

8 0
(Ol O) avec §1 >0 de reng r <n,

on a la relation

?(g)z‘(S) det(gz)okn.%(s) pour g €G(s) ;

A
ic plus, on ne peut avoir f(s) # 0 pour une matrice s de rang

I

rdn=-1

me si l'on a




715

%*‘1: eee = 0(n_1=0 o

Pour faire le dénionstretion nous poserons

d\r*‘l + 26\1““‘2 + eee + (n —I‘)O(n = (n _r)Nr ;

on va d'abord établir que l'on a

N
(444) plela = det(g) Tua
pour tout vecteur de la forme a = f(s)b (b GF(..L) .
D'aprés (4.2) et le fait que le multiplicateur tg est unitaire il est clair que
(4.5) sup || pwlall < + oo ;
uecl(s)
c'est de 13 que nous allons déduire (4.4).

Considérons d'abord dens G(s) 1le sous-groupe abélien

1 X

X ¢ matrices x =( ) complaxes.

0o 1
L'application x —2 f (x)a de X dans F, est polynomiale, et par hypotheése

bornée sur les matrices x entiéres ; elle est donc constante, ce aqul prouve
(444) dans ce case

Considérons waintenant le sous-groupe
1 0
G, : matrices 8> =(

) avec g, € SL(n -, C)

0 g

L'applicotion g, — V(gz)g_ est encore polyncmiale (cer g, st de déterminent
1) et bornée sur les g, € SL(n - r , Z) . En considérent les matrices de la

forme g = 1 +n avec n nilpotente supéricure, on en conclut par le méme
reisonnement que ci-dessus (un polynome sur un espace vectoriel complese, qui est
borné sur l'ensemble des points entiers, est constant) que a est inveriant par
les g, unipotentes supérieures ; et aussi, bien entendu, par les g unipotentes
infériemres ; or le sous-groupe de SL(n - r , C) engendré par les matrices
unipotentcs inférieurses et supérieures (2) est SL(n - r , C) tout entier ; ceci
établit (4.4) pour G, .

Il reste & examiner les matrices de la forme

22) La démonstration qu'on vient de donrer revient éviderment & prouver que
SL(p 4 C) est l'enveloppe algébrique du (i.s. le plus petit groupe algébrique
complexe contencnt le) groupe OL(p 5 4) o
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1 6]
t = ( T avee t complexe # O .
0 t.d
n-r

xsignons pcr F, (s) 1le sous-espoce de F. formé des vecteurs a qui vérifient
f P -

1 X
(4.6) F(g)z: a pour g = ( ) , gZQSL(n -r,0);
0 g5
swus devons nontrer que
(n-r)Nr
(&.7) f(‘b) =1 .1 sur FP (s) .

Or i1 est clair que F . (s) est stable par le normalisateur du sous-groupe (4.6)

jans GL(n , C) ; en particulier F p (s) est stable par le sous-groupe

g 0

G, : matrices g, = { 1 avec g, € GL(r , G) .

1 1=, 1 ¢
n-r

lontrons tout d'abord que induit une représentation irréductible de G, dans
1 1

F 5 (s) « Comme la représentation de G, dans F (s) est en tout cas semi-simple

(parce que ratiomnelle), il suffit de prouver que. le sous-groupe de G

1 formé des
matrices pour lesquelles g, est triangulaire admet dans F_, un seul vecteur

propre & un facteur constent prés (car il y a autant de composantes irréductibles

que de vecteurs appartenant & un "plus haut" poids de la représentation copsidérée,

en vertu du fait que le plus haut poids d'une représentaticn irréductible est de
mltiplicité 1) ; mais si un sous-espace de dimension 1 de F, (s) est stable

par f(gl) pour g triangulaire il est clair <n vertu de &.6) qu'il est aussi
stable,par le sous-groupe de GL(n , C) formé des maprices unipotentes supérieures ;
il appartient donc au plus haut poids de la représentation &9 de GL(n , g) ,

dans FP , et par suite notre assertion est établie. "

Cela étant, puisque la représentation f de G dans F (s) est irréductible,
tout endomorphisme de F . (s) qui commute & cette représentation est un sca-

laire, Par suite (t) rest un scalaire sur F_ (s) , st pour calculer la valeur

de [)(t) dans F, (s) il suffit de prendre le vecteur a appartenant au plus

zaut poids de la rsprésentation de GL(n , C) ; on vient de voir en effet que

¢s vecteur est nécessairement dans F. (s) . Mais alors
¥
i=n A5
?(t)é_: ‘; [ Ai(t) 8
i=1

:L comme on a
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»Ai(t)=1 pour 1gigr

Ag®) =t , A )= 2, e, A (t) = "7
il vient

O(r_’_l +2O(r+2 + ...+(n-r)&n

f(t)fi_ =1 a

ce qui établit (4.7) et donc (4.49.

Pour établir la seconde assertion du théorime, on utilise le fait que si
PP (s) #0 (ce qui est slrement le cas pour f{s) # 0) alors Fg (s) contient

le vecteur a appartenant au plus haut poids de E comme on l'a vu ci-dessus, et
de plus on a

N
f(g)g_: det(gz) r._ai pour g € G(s) «

10
e=( )
0 h2

avec hy diagonale ; comme & appartient au plus haut poids de r il vient

i=n s
f(g)g =g | ] Ai(g)ml
i=1

Prenons alors

d'ou en comparant avec la relation obtenue précédemment,

N
Ar+l(hz)(x i e %-1(1’12)0\11-1 An(hZ)OKn = Qn(hZ) Y 3

comme
- n-r-1.
M= Ay * a7 % * o P T T T %
on obtient la condition X4 = ees = & 4, =0 si r<n-1.Le théoréme 3

st donc entiéremsnt démontré.

COROLLAIRE. - Supposons Ap >l pour un indice r4&n -1 , Alors ona

f(s) =0 pour s de rang 4r

vour toute forme modulaire < d'espece (}A 3y ) .

Par exemple, si Al >1 , alors les séries de Fourier des formes modulaires
itespece  ( Ros P ) » quel gue soit le multiplicateur arithmétique {5 ne peu-
vent feire intervenir que des matrices s de rang n -1 ou n , ce qui veut

iire que
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videmment, il n'y a pas de résultat anslogue dans le cas classique ou ? est de
iimension 1.

Indiquons pour terminer qu'il n'est pas certain qu'on ne puisse améliorer le
:héoréme 3 et son corollaire.
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