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5-01

OÙ L’ON GÉNÉRALISE UNE INTÉGRALE

étudiée par C.L. SIEGEL, et généralisant la fonction ~

par Roger GODEMENT,

Séminaire H. CARTAN
1957/58

16 décembre 1957

On rencontre, et nous rencontrerons, en divers endroits de la théorie des formes

nodulaires (convergence des séries d’Eisenstein, produit scalaire de deux fomes

nodulaires, etc.) des intégrales étendues à l’espace des matrices y = y’ ~0 ,
(N.B : on note y’ la natrice transportée t ~ intégrales dont il est essentiel

,

de savoir si elles convergent ou non ? dans le cas classique où l’on considère des

facteurs d’automorphie de la fome det(cz + (cf. l’exposé précédent), il
s’agit d’intégrales de la fome

"

j

s étant une matrice synétrique positive donnée et,  un paramètre variable ; ces

intégrales ont été étudiées depuis longtemps par C.L. SIEGEL, qui en a fourni
la valeur exacte (nous la retrouverons plus loin). Si l’on veut étendre la théorie

classique aux formes d’espèce y on est naturellement amené à examiner des in-
tégrales plus compliquées faisant intervenir, au lieu de la fonction det, une

représentation p de dimension finie du groupe

des matrices réelles de déterminant > 0 . LE but de cet exposé est de donner
des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence de ces intégrales.
On donnera dans les exposés suivants les applications aux séries d’Eisenstein et

aux Spitzenforment.

Dans les deux preniers numéros de cet exposé, on rappellera quelques résultats

classiques sur les représentation de GL+(n , R) , résultats qui seront de toute
façon indispensables par la suite. On étudiera ensuite les intégrales auxquelles
on a fait allusion plus haut.

. (1) Convention d’écriture. - Exceptionnellenent dans cet exposé, les lettre sou-
lignées d’un trait rectiligne ont le mène signification que les lettres soulignées

! trait ondulé dans les autres exposés de ce Séninaire : elles apparaîtraient
/ en caractère gras en typographie.



1. Les représentations irréductibles de le plus haut poids_, clas-

sification, existence.

Nous allons tout d’abord introduire dans R) = G des sous-groupes qui
se rencontrent aussi dans tous les groupes de Lie (resp. groupes algébriques) semi-
simples.

LEMME 1. - Pour toute natrice g d’ordre n , posons

(les 0394i (g) sont donc les "mineurs principaux" de g). Pour qu’un GL+(n , 
puisse s’écire sous la 

il faut et il suffit que l’on ait

la décomposition (2) de g est alors unique, et la natrice h est donnée par

les relations

Pour faire la démonstration, iJ- vaut nieux écrire (2) sous la forne

tout revient alors à déterminer les paramètres (u) de u+ de telle sorte qu’on
1J

~ï*

ce qui en fait s’écrit



d’où, pour chaque j , un système linéaire en les . (k  j) , ce qui conduit
immédiatement au .

LEMME 2..- Soit y une reErésentation continue de T+ dans un es ace vectoriel

complexe F de dimension finie ; il existe dans F’ un sous-espace de dimension 1

stable par T~ ~

Il est clair que T+ est résoluble ; stil était de plus connexe, le résultat
précédent se réduirait au théorème bien connu de Sephus Lie. Soit alors T+ la

,.. , + , , , 
. o

composante connexe de l’identité dans T 9 évidemment on a

où Ho est l’ensemble des h E H avec 0 pour 1i n . Vu le théoréne

de Lie, il existe un hononorphisne

tel que le sous-espace F(03B1+) des vecteurs a 6. F vérifiant

ne soit pas nul. Or il est clair que oC+ est égal à 1 sur U+, groupe clés 

mutateurs (le T + ; conne le commutateur de deux éléments de T + est

aussi clans U ! il s’ ensuit immédiatement que le sous-espace F(03B1+) est stable

par T+ , et (que les opérateurs 03C1(t+), t+ ~ T+ , commutent deux à deux dansp 
, 

a q p , ~’ 
~.

F ( 03B1+) ; ils ont donc un vecteur propre commun dans F(03B1+) , d’où le 

3. - Tout homomorphisme (X, + de T + dans le groupe multiplicatif C*
s’obtient comme suit : on a

où les p~~ sont des paramètres complexes arbitraires et où les ~~ sont égaux
à 0 ou 1 .

Beweis klar : tout homomorphisme de R* dans C* est de la forme x ~ x2014 ;
il faut ensuite tenir conpte des diverses composantes connexes de H .

Ces préliminaires étant acquis, considérons une représentation irréductible P de



G= GL-(n , R) dans un Espace vectoriel complexe F de dimension finie ; on no-

tera F* le dual de F  a a* la forme bilinéaire canonique sur F x F* ,
et u* l’ endomorphisme de F* transposé d’un endomorphisme u dE F ,

Appliquons le théorème de Lie (lemme 2 ) à la représentation de T+ dans F ; on

trouve un vecteur non nul a+ ~ F et un caractère 03B1+ de T+ tels que

de même appliquons le lemme 2 à la représentation "contragrédiente" g ~

dans F ~ et au sous-groupe T~ ~ on trouve un vecteur non nul &#x26; 2014 61 F * et un
caractère ot 

w 

de T~ tels l’on ait

1

en particulier on aura les relations suivantes :

, 1 
.

Considérons maintenant sur G la fonction continue (et même analytique : toute

représentation continue d’un groupe de Lie est analytique)

vu (9), il vient trivialement

cr les éléments u- hu+ sont partout denses dans G (lemme 1 ) ; donc déter-

mine 0 à un facteur constant près ; plus précisément, les relations (4) et (6 )
donnent

a un facteur constant près.
Or la fonction (10) n’est pas identiquenent nulle, sinon a- serait orthogonal

aux transformes donc à F puisque est irréductible. Par conséquent
nous devons exprimer que la fomule ~l~ ~, valable seulement lorsque les mineurs de
g sent tous / 0 , définit une fonction analytique sur G out Entier. On voit

aussitôt que, pour ce faire, on doit exprimer que la fonction

la variable réelle .. ~ 0 est encore analytique en x = 0 ; d’où immédiatement



~+ ~ ~+ _ entier positif pair
1 l

Par suite, le caractère «+ a nécessairement forme

où 03C3 est un parauètre complexe (inévitable à cause du centre de GL+ (n , JR) ! )
et où les i G n-1 ) sont des entiers positifs.

LEMME 4. - La représentation p contient une seule représentation cxf de dimen-

sion 1 de T . Les vecteurs a qui vérifient

forment un sous-espace de dimension 1 dE F . Deux représentations irréductibles

de qui contiennent la même représentation de dimension 1 du sous-
oupe T+ sont équivalentes.
En effet corme la fonction 3 n’est pas identiquement nulle, la relation (11) exige

comme ces deux cpractères ont été choisis indépendamment l’un de l’autre, il s’en-

suit bien que la représentation f contient une seule représentation de dimension
1 de T+ ("unicité du plus haut poids")
Soient maintenant ~* et a+ deux solutions de (7) ; alors les fonctions

vérifient toutes deux la relation (11), et sont donc proportionnelles ; donc il
~ a une conbinaison linéaire non (le ~ + pour laquelle on a
( f ~ë)~L ~ = 0 ; mais les transformés forment un sous-espace de F

invariant par f , auquel 0 est crthogonal ; ce sous-espace est donc nul

est irréductible, d’où la seconde assertion du lemme.

Si deux représentations irréductibles possèdent le même t~+ ~ les fonctions 8

correspondantes sont proportionnelles ; mais deux représentations irréductibles

ayant un coefficient commun sont équivalentes ; d’où la troisième assertion.

Nous appellerons dorénavant le caractère (13) le plus haut poids de la représen-
tation f ,et nous l’écrirons 03B1(h) au lieu de 

THÉORÈME 1. - Soient 6’ un nonbre complexe et m. (l i  n-1) des entiers



positifs donnés ; il existe une représentation irréductible et une seule de
GL (n ~ ~) dont le plus haut poids est

Considérons sur le groupe G la fonction

et soit F l’espace vectoriel engendré par les fonctions de la for~e

corme e(g) est le produit de det (g) par un polynôme homogène en les éléments
de g , il est clair que F est de dimension finie. On a une représentation 03C1 de

G dans F en définissant

pour toute fonction x E- F . Notons a+ l’élément de F qui est défini par la

fonction e(g) il est clair, par constructicn même de ® ~ qu’on aura

il suf f it de vérifier que © ~ gt~ ) ~ 0 ~ g ) ~~t+ ) , Il reste donc à vérifier que P

est irréductible. Or soit un sous-espace invariant non nul ; d’après le

théorème de Lie, celui-ci contiendra un vecteur non nul ao pour lequel on aura

une relation dE la 

comme les transformés de a+ engendrent, par construction, l’espace F tout en-

tier, tout revient à prouver que a est nécessairement proportionncl à a+ , au-
trement dit que la seule fonction 03B8o ~ F vérifiant une relation de la forme

est 8 à un facteur constant près* Or on aura aussi

cette relation étant vraie pour e l’est en effet pour toutes les fonctions

appartenant à F ; ceci implique, puisque 03B8o n’est pas identiquement nulle, que

cu(h) = 03B1 (h) ; finalement on a
o .



à un facteur constat près, ce qui achève la 

COROLLAIRE (de la dénonstrnticn !). - Toute représentation irréductible de dinen-
sion finie de GL+(n , JR) est de la tonne

où la représentation Est polynomiale (i.e. a pour coefficients des polynomes en
les coefficients g.. de g).

Les méthodes développées dans ce numéro s’étendent évidemment aux

représentations holonorphes de GL(n , C ) ; d’ailleurs une telle. représen-
tation est entièrement déterminée par sa restriction à GL (n ,R) tout revient

à chercher à quelle condition une représentation irréductible p de GL (n , R)
se prolonge en une représentation holomorphe de GL(n, C) ; le résultat est
évidemment que 1’exposant ,~~ de det (g) dans le plus haut poids de f doit être

un entier, et alors le corollaire précédent uontrc .que toute. représentation holo-

morphe de GL (n , C ) est rationnelle (pour la structure algébrique complexe de

GL(n , Ç ) ) .
Renarquons en passante ce résultat nous sera utile plus tard, que si une repré-

sentation holomorphe 03C1 de GL(n , C) est polynoniale (ce qui veut dire, en ce

qui concerne son plus haut poids, que f’ est un entier positifs ), alors on peut
définir P (g) pour toute conplexe g , inversible ou non autrement dit

l’application holomorphe g ~ f (g) de GL(n , Ç ) dans l’espace des endomor-

phisnes du vectoriel F de la représentation P se prolonge analytiquement à .

M(n , G) , espace des matrices complexes d’ordre n (le groupe GL(n , C ) est un

ouvert de cet espace). Eviderment la. relation

sera encore vraie dans C ~ .

Pour n = 1 il est bien connu que la fonction est holonorphe à l’origine
dès que (et seulement si) k est un entier positif ...

2. Produit scalaire adapté à une représentation.
Soit P une représentation irréductible de GL~~n , R~ dans un espace vectoriel

complexe F . Supposers F rjuni d’une structure d’ espace de Hilbert, i.c. d’une
forme hermitienne positive non dégénérée que nous neterons a , b > ; pour
tout endomorphisme u de F, on a alors un adjoint u* (à ne pas



confondre avec le transposé de u défini au nunéro précédent !!!) défini par la
condition

*

Nous dirons que le produit scalaire considéré sur F est adapte à P si l’on a

la relation

~

pour tout GL+(n , R) . Pour qu’il existe un tel produit scalaire il est évi-
demment nécessaire que le plus haut poids de 03C1 soit réel (i.e. que le paramètre
6 du théorème 1 soit réel) ; nous allons démontrer que cette condition est aussi
suffisante.

Comme on ne modifie évidemment pas le problème on multipliant pr une puissance
réolle du déterminante on peut supposer que le plus ha ut poids de p est une

fonction polynôme sur GL + (n ~ R) , auquel cas tous les coefficients de ~~’ sont

des polynômes en les coefficients g. , de la matrice générique g ~.- GL (n , R) .
Il s’ensuit immédiatement qu’on peut prolonger f en une représentation analy-

tique complexe (et même rationnelle ... ) du groupe GL(n , G) .

Considérons alors sur GL(n ~ C) l’involution

qui prolonge g ~ g’ ; ses points fixes forrnent le sous-groupe compact

U(n) de GL (n , C ) . toute représentation d’un groupe compact est semblable
à une représentation unitaire, il existe sur l’espace F un produit scalaire (et
du reste un seul si P est irréductible) pour lequel on ait la relation

alors, les applications holomorphes

coincident sur U(n), donc sur GL(n, C) , et en particulier sur ce

qui établit le résultat annonce.

L’utilisation d’un produit scalaire adapta à une représentation f est justifiée
par les propriétés suivantes. Tout d’abord il est clair que

g unitaire unitaire

g hermitienne implique ((g) hermitienne.



~e plus
’ 

g hermitienne positive implique positive

pour la raison qu’une matrice hermitienne est ~~ 0 si et seulement si c est le

carré d’une matrice hermitienne. Faisons à ce sujet la remarque suivante : étant

donnée une matrice g hermitienne ~~ 4 y on peut définir pour tout s réel une

matrice 0 (si g a pour valeurs propres des ~i . , gs s’obtient en élevant
1

les ~ , 1 à la puissance s ) ; cela dit on a toujours

En effet on peut se borner au cas où g = ~ i~ , ... , est diagonale ; il

existe alors une base de F pour laquelle est diagonale aussi ; on aura

alors nécessairement une relation

où les 03B1i sont des caractères du groupe des matrices diagonales ("poids" de 03C1 ) ;
il reste alors à vérifier qu’on a

pour tout caractère 03B1 du groupe diagonale ce qui est trivial.

En particulier on a toujours P(g ) = pour g hermitienne ~0 .

Prenons maintenant une matrice C) quelconque ; on ~, une décomposition

(il suffit de prendre = (g’ g) 1/2 ) ; ce qui précède montre aussitôt que

3 , L’intégrale de Siegel généralisée.

Considérons une représentation irréductible 03C1 de GL+(n , R) dans un espace

vectoriel complexe F de dimension finie ; nous supposerons le plus haut poids de

r réel (ce qui n’est pas une restriction comme on le verra immédiatement) et
choisirons sur F un produit scalaire adapté à P $ on a alors sur F une norme ( ~

( ) Le choix sur F de cette norme particulière a pour seul but de simplifier
certains calculs ; il "a de soi que la nature de l’intégrale (15) est indépendante
du choix de la norme sur F , en vertu des théorèmes généraux bien connus (N.
BOURBAKI [1], chap. I, paragraphe 3, Corollaire 2 au théorème 1 ).



donnés une matrice réelle s == s’ t et un exposant

on se propose d’étudier l’intégrale

où dg est la nesure invariante sur GL (n ~ R ) = G .

Voici le résultat que nous allons démontrer ( )

THEOREME 2. - Soit

le plus haut poids de P (03B11 , ... , 03B1n-1 sont donc des entiers positifs. et 03B1n est
réel quelconque).

a. Pour que (15) converge pour au moins un vecteur a ~ 0 il f aut que l’on

ait s >> 0 .
b. Si l’intégrale (15) converge pour un vecteur a ~ 0 et pour une matrice 0 ,

elle converge pour tout vecteur a et pour toute matrice s ~ 0 ;
c. L’intégrale (15) converge si et seulement 

, Indiquons dès maintenant la raison de l’hypothèse (14) en démontrant le

LEMME 4. - Pour s donnés, les vecteurs a 6 F tels que

forment un sous-espace vectoriel de F .

Considérons en effet sur G la mesure positive

la relation (16) signifie sinpienent que l’application continue

~j ~ On verra dans le prochain Exposé que ce théorème reste valable si, dans
(15), on se borne à intégrer sur les matrices g dont le est inférieur
~ une constante donnée.



de G dans F est dans l’ensemble

des fonctions de puissance ~ -iène intégrale pour H (N. BOURBAKI ~~ ~ ~, Or
1 cet ensemble est en réalité un espace vectoriel celui de

l’intégration, pas celui des formes quadratiques ... ) ; d’où le lemme.

Bien entendu le lemme 4 s’applique à des situations bien plus générales, à sa-
voir à toute intégrale de la forme

~ 
étant une mesure positive quelconque sur G .

Pour obtenir le point c a du théorème, nous nontrerons que le sous-espace du
lemme est invariant par 03C1 , comme f est irréductible, ce sous-espace est 0

r . F " et pour décider entre ces deux alternatives il suffira de tester un vec-

tcur a bien choisi (à savoir le vecteur appartenant au plus haut poids de f ...)

4r L’assertion b, du théorème.

Montrons d’abord que pour a ~ 0 donné la convergence de (15) ne dépend pas
de la matrice s >> 0 ~ On a en ef f et des majorations

où co(s) et ci (s ) les valeurs propres extrêmes de s (J.DIXMIER [3], p* 104,
théorème 7), Il suffit donc .examiner

Mais on peut alors effectuer le changenent do variable

en sup posant 03BB >0 ; ce q.u. évidemment permis ; conne f est irréductible 
on

aura

l’intégrale (17) se ramène donc immédiatement à l’intégrale analogue avec A == 1 ,
d’où le résultat.

II reste à faire varier a  Soit F le sous-espace des a &#x26; F tels que

Is (s . a.)  * oc pour s >>0 ; comme on a, par un changement de variable évidente



la relation

on voit que Fo est invariant conne P est irréductible, il vient

0 == 0 ou F , ce qui achève de démontrer la partie b. dE l’ énoncé.

5. L’assertion c . du théorème.

Pour décider de la nature des intégrales consi dérées lorsque s » 0 , on va
étudier l’intégrale

appartient au plus haut poids de G ; introduisant le sous-groupe résoluble
connexe T défini au numéro 1 ; on aura donc

avec

Or considérons dans le G le sous-groupe compact maximal

formé des rotations de détermiint positif ; la fonction de g figurant sous le

signe  dans l’intégrale I 03C3(s , a) est invariante par g ~ kg (r. cause
du choix du produit scalaire sur F : les opérateurs sont unitaires).
D’autre part il est bien connu que

et qu’on a une formule d ’intégration

ÔÙ d t Est la mesure invariante à droite du sous-groupe T+ . suite 

grale I03C3(1 , a+) se réduit à l’intégrale

Pesant corme au numéro 1

! on voit par un calcul trivial de nesures de Haar que (18) n’est autre que l’intégrale



Calculpns d’abord

Posant u = 1 + v (avec v nilpotEntE ) il vient

comme on a facilement

il vient

attendu que

Par conséquent

et comme on a

on voit que (19) est égal au produit des n intégrales



lesquelles convergent si et seulement si l’on n

pour 1 ~ i ~ n ; nais corme 6~ et les ~. 1 (1 ~ i ~ sont positifs il
suffir d’exprimer la condition relative à i = n pour que les n - 1 autres

canditions soient automatiquement remplies, et l’on parvient ainsi à la condition

annoncée dans le théorème 2. 

6, La condition s >~ 0 .

On va voir que ~~. ~ ) ne peut jamais converger si s n’est pas définie posi tive ~

Soit k = G le sous-groupe des rotations de déterminant positif . Effec-
tuant dans (4) le changement de variable

on voit que

on peut donc supposer s diagonale ; écrivons alors

avec s 1 ~,, 0 , diagonale r et s~ ~" 0 , diagonale d’ordre n - r ~ 1 si

s n’est pae ; 0 .

Considérons dams G la sous-groupe

GL+(r) , h2 ~ GL (n - r) , x quelconque r x n - r) ; comme

ut comme la fonction sous le signe  est invariante à gauche par K (à cause
4u choix du produit sca,la.ire ), il est c].air aua

où d t Est mesure invariante v droite sur T , Or on a évidemment une relation
r 1

de f orme



(dx nesure euclidienne) avec des exposants ni et r~ qui importent peu. De plus

Enfin, corme p est le produit d’une représentation polyncniale par une puissance
du déterminant, il est clair que, pour hl et h2 donnés, on a une relation

où P~x~ est un polynone en les non nul 0 .

Appliquant le thécrème de Lebesgue-Fubini on voit que, si Id (s , a) converge,

on aura

pour presque tout couple comme 6 /2 * 0 et corne est

une forne quadratique positive ou nulle en les variables on aboutit à une

contradiction.

Il est clair que les raisonnenents précédents s’appliquent encore si,
au lieu d’intégrer sur G tout entier dans (15 ), on se borne à intégrer sur la

partie de G définie par une relation de la forxe

A étant une partie (nesurable et de nesure non nulle) de R7.



APPENDICE.

Méthodes de calcul des mesures invariantes.

cn afe.i t usage dans cet exposé (le formules d’intégration dont on aura cer-

tainement encore besoin par la suite, on se propose de rappeler ici un certain nombre

de théorèmes généraux sur les mesures invaria. tes dans les groupes et espaces

Soit G un groupe localement compact ; il existe sur G une mesure positive

drg invariante par les translations g ~ gg , et une mesure positive d g in-

variante par les translations g -~.~ elles sont uniques à des facteurs cons-
tants près, et on peut toujours supposer que .

~ ’

De plus il existe sur Ci une fonction 6G(g) continue et positive telle que l’on

ait les relations suivantes :

On dit que G est unimodulaire si drg = d g f i.e. s’il existe une césure in-
variante à droite et à gauche sur G . Exemples : groupes compacts~ car toute so-
lution positive de (A 3 ) est alors égale à 1 ; groupes de Lie semi-simples, car toute
solution de (A 3) est égale à 1 sur le sous-groupe des commutateurs de G .

Soient G un groupe localement compact et X un sous-groupe fermé de G .

Considérons l’espace homogène Z = G/X (sur lequel G opère à gauche) ; on no-
tera g ~ g l application canonique de G sur G/X . Supposons G dénombrable

à l’infini (i.e. réunion dénombrable de compacts).

nesure positive dn(z) sur Z = G/X est dite quasi-invariante si, pour

tout g ~. G . les nesures c1q(z) et dn(gz) sont équivalentes, i.e. pcssèdent
les mènes ensembles de mesure nulle ; il revient au mène (LEBESGUE-RADON-NIKODYM)
de dire qu’on a une relation

~û ;,~(g ~ z) est, pour g donné, une fonction positive et localement intégrable



de z. i 
_.

On démontre (DIEUDONNE) qu’il exista toujours une mesure quasi-invariante sur
2 = G/X , et que deux telles mesures sont équivalentes. De plus, si une partie de

Z est de mesure nulle pour dn(z) , son image réciproque dans G est de 

nulle pour d/~g (ou d r g) , et inversement c On construit comme suit une nesure
on reuplace la nesure di g par une nesure bornée qui lui soit

équivalente (c’est possible si G est dénombrable à l’infini) et on prend pour
dn(z) l’image de dm (g) par l’ a pplication G ----~00FF Z (voir la notion d’iage
d’une nesure dans N .. Chap. V , paragraphe 6).

Inversement, soit une mesure quasi-invariante sur Z ; il existe alors

sur G une nesure dn(g) telle que l’on ait, pour 03C6 continue et à support

conpact sur G ~

s’obtient en plaçant sur la fibre de g da ns G le nesure invariante à

à gauche de X, et en intégrant par rapport à la famille de mesures ainsi

définie sur G ; cf. N. BOURBAKI [2], Chap o V , paragraphe 3 , n° 1). Cela dit,
la nesure dn(g) est équivalente à la mesure de Haar de G ~ et lA formule (A 7)
subsiste pour toute fonction ’ (g) (appliquer le théorème
de Fubini généralisé : N. Chap. V , paragraphe 3 , théorème 1 , p. 24 ).

la pratique, on est souvent dans la situation suivante : il existe dans G

un sous-groupe ferlé Y tel que :

a. ~ !~ Y se r é duit à 11 élérlent neutre de G .

b. G == Y.X à un ensemble de mesure nulle près.

L’hypothèse b. permet alors d’identifier G/X à Y (module un ensemble de mesure

nulle), donc la mesure quasi-invariante de G/X à une mesurc dm (y) sur

le sous-groupe Y ; comme le plongèrent de Y dans G/X est évidemment corpati-
ble avec les opérations de Y sur lui-même et sur G/~ ~ on voit que possède
forcément la propriété suivante : les translations y ~ yoy trnasforment

en des mesures équivalentes. G~~ cette propriété caractérise les mesures
équivalentes à Appliquant (A 7) on voit donc qu’il existe sur Y et sur

~ dos fonctions positives et localement intégrables et telles que

l’ on ait



( intégrable sur G par à dm(g) =  (g) d b .
Reprenons l’espace homogène Z = G/X sans supposer l’existence du sous-groupe

1 "supplémentaire" de X . on dit qu’une mesure dm(z) sur Z est relativement

invariante si, au lieu de ~~~ 6 ~ i on a uno relation de la for~e

i.e. si se reproduit à un facteur constant près oC (g) par z ---~-~ gz ;

si 03B1(g) = 1 pour tout g on dira naturellement que est invariante.

Pour qu’il existe sur G/X une nesure relativenont invariante il faut et il

suffit que l’homomorphisme

de X dans le groupe multiplicatif R* ûïsse se prolonger à G. Plus précisé-
Dent, étant donné un de G dc..ns l’équation (A 9)

une solution non nulle si et seuleme nt si l’ on a

et alors (A 9) admet une seule solution (à un facteur constant près ), donnée par
la formule

r .~ - 

/

Il est naturellement toujours possible de résoudre (il 11) si le sous-groupe X

est uninodulaire : dans ce oas il y a donc toujours une mesure relativement in-

variante dn(z) sur G/X , et même une nesure qui se transforme suivant la for-
nule

attendu que "== C~~ (g)*" est une solution de (A 11 ) ; étant donné que

on voit que dans ce cas la formule (A 12) s’écrit

De ntne, si l’on a

et dans ce cas seulement, il existe sur G/X une mesure invariante, donnée par la

formule



Cette situation s’applique notamment au cas où G et X sont unimodulaires.

Supposons maintenant qu’il existe un sous-groupe fermé Y vérifiant les condi-

tions a. et b. énoncées plus haut, et soit dm(z) une solution de (A 9). Le plonge-
ment de Y dans Z permet d’identifier dm(z) à une mesure dm (y) sur Y ~ et
en écrivant la relation (A 9) pour g = y E Y ~ il vient

on a donc nécessairement

àun facteur constant près, il suffit de constater que la mesure dm(y)
est invariante à gauche, et alors la formule (A 12) s’écrit

~pn ~~y ~ .déduire le résultat suivant :

G un groupe localement compact. X et Y deux sous-groupes fErmés de G ;
cnfait les hypothèses suivantes 

" " ~ ’

a. X n Y est compact ;
b. G = Y.X plus un ensemble de mesure nulle ;
c. X est unimodulaire ;

alors, en normalisant convenablement les mesures de Haar, on a la relation

si de plus le Y est invariant dans on a les relations

et la formule

Ces résultats s’obtiennent comme suit à partir des précédents. Posons K = X 

sous-groupe compact de G par hypothèse. Puisque X est unimodulaire la formule

(A 15) donne

G/X = Y/K plus un ensemble de mesure nulle ;



on peut donc identifier la mesure dm(g) sur G/X à une mesure sur Y/K ;
et comme (A 13 ) indique comment G transforme dm(g) ~ on aura (faire g = y) la
relation

autrement dit m est une mesure relativement invariante dans Y/K ; appliquant
la formule (A 12) à Y , K et Y /K , il vient :

d’autre par l’identifioation de dm(g) et de dm~00FF) transforme (A 24) en

comme X contient le sous-groupe compact K , il est clair que

-2014- - r .

si dk est choisie de masse totale 1 ; donc (A 26) s’écrit

d’après (A ~5 ) appliquée à la fonction y ---~ ~p I ~~ ) ; d’où la formule (A 21 ) .
Les relations ~~~ 22) et (A 23) s obtiennent facilement en examinant le comportement
des deux membres de t~~ 21) par g~--~ xg et g -~--~ gy .

Les formules (A 21 ) ~ (A 23) couvrent pratiquement toutes les situations qu’on
rencontre dans la théorie des espaces homogènes. Dans les questions plus techniques
on a parfois besoin de deux autres formules, dont les démonstrations sont infiniment

plus compliquées que celles des formules précédentes.

Soit G un groupe de Lie semi-simple ayant up centre fini. Soit K un sous-

groupe compact maximal de G. Désignons par et ~ les algèbres de Lie réelles
de G et K. Cn sait (Papa CARTAN-IWASAWA-MOSTOW) qu’il existe alors un antiauto-
morphisme involutif .

de l’algèbre de Lie  telle que

désignant par p le sous-espace vectoriel (ce n’est ps une sous-algèbre) de C.
défini par Inéquation



on a alors une décomposition

en sonne directe. n est de plus trivial que

On peut démontrer que l’application

de K dans G est un isomorphisme de la variété analytique K p sur la

variété analytique G (intuitivement, les exp (X ) , X C , sont des éléments
"symétriques positifs" de G relativement à l’involution g r---~ g’ qui induit

X ~ X’). Considérons maintenant dans lG sous-espace P de C( une sous-algèbre
de dimension maximum ; h est évidemment abélienne, et

l’application X ~ exp (X~) identifie un sous-gru:.e abélien fermé et

connexe H do G . On a alors le résultat fondamental que voici :

le sous-groupe H est entièrement déterminé module

tout g ~ G s ~ écrit d’une f~çon et d’une seule sous la forme

il existe sur H une fonction 0394(h) telle que l’ on 

enfin la fonction ~(h) s’obtient comme suit :

le produit étant eitendu à tous les caractères de H , autres ’que l’unité pour
lesquels il existe un élément non nul de la complexification dey tel que
l’on ait

ou encore : pour h E H et X~g posons

soient n le sous-espace invariants par les opérateurs Ad (h) ; alors



(ncter que opère de façon naturelle dans l’espace quotient 4 /Jt) 
’

Ces résultats sont démontrés dans p. 614-626). Sans le cas
du groupe le résultat est dû à GELFAND et ce livre contient

les traductions de mémoires remontant à 1950 ; Gelfand et Naimark ont toujours

affirmé que leurs méthodes fonctionnaient pour tous les groupes com-

plexes ou réels, mais ne l’ont jamais démontré, ce qui n’est pas surprenant quand
on sait que les groupes réels se comportent de façon beaucoup plus compliquée que
les groupes complexes . «.)

Explicitons {~i ~7~ et (A 28) pour le groupe

ici K = matrices orthogonales y H est le groupe des matrices diagonales
~ 0 ; si l’on pose

on trouve, calcul trivial, la formule

Il ne serait pas très surprenant qu’on ait besoin de cette formule la suite

de ces exposés, quand bien même les spécialistes de la théorie des fonctions mo-
dulaires ne l’auraient jamais utilisée ...

Voici maintenant la seconde formule à laquelle nous avons fait allusion. Soit

G un groupe semi-simple réel ayant un centre fini ; si K est un sous-groupe

compact maximal de G et si T est un sous-groupe résoluble connexe maximal de
G on sait d’une part que

la formule (~ 21 ) s’applique ici, et d’autre part que, si G est

complexe, auquel cas T est aussi complexe, on a

("toute matrice complexe non dégénérée peut, dans uno base orthonormale convenable,
se mettre sous la form0 triangulaire"). Soit d’autre U le sous-groupe des commu-

tateurs de T ("matrice unipotentes") ; il existe un sous-groupe abélien complexe
H de T tel que

avec unicité ("matrices diagonales") et de plus presque tcut élément de T est de



la forme avec un nombre fini de possibilités pour h et pour u 

matrice dont les valeurs propres sont distinctes est équivalente à une matrice

diagonale") .. Il s’ensuit

Cela dit on a une formule

et le facteur D(h) s’obtient conne suit : soit g l’algèbre de Lie (foroément
complexe) de G ; disons qu’un caractère 03B1 (h) du sous-grou pe H est une racine

par rapport à H s’il existe non nul tel que

et si 03B1 est distinct du caractère unité de H (noter que 03B1(h) est foroément

fonction analytique complexe de h) ; cela dit on a

Voir la démonstration dans 

Il existe certainement une formule analogue à (A 30) pour les groupes semi-simples
réels (le cas du groupe SL(2 , R) peut sE traiter directement), nais la situa-
tion est beaucoup plus compliquée à cause du fait qu’il y a alors plusieurs types
tout à fait différents de classes d’éléments conjugués dans G, même si l’on

néglige les ensembles de nesure nulle. Le résultat est sûrement le suivant x tout

d’abord on sait [7]) qu’il existe dans G un nombre fini de sous-

groupes abéliens H. (1  i  r) tels que tout g E G soit conjugué d’un élé-
ment d’un Hl bien déterniné ; de plus, en 8tant au besoin de G un ensemble

de mesure nulle, on peut supposer que les 3i sont des sous-groupe de Certan,
donc abéliens connexes maximaux, de G ; cela dit, la généra,lisa tion cherchée de

(A 30) est nécessairement

où dg est la mesure invariante sur l’espace homogène G/H.. L’existence
1

de cette formule est claire, vu les théorèmes généraux sur la "décomposition des

mesures" ; mais le calcul explicite des jacobiens D. (h. ) pas encore été1 1

fait, bien que ce calcul ne soit sans doute guère plus difficile que dans le cas

complexe.
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Bien entendu seuls interviennenet effectivement les H. pour lesquels
est de mesure >0 dans G , 

1

Il est pratiquement certain que la formule (A 32) devrait intervenir dans toute

généralisation imaginable de la célèbre "fomule des traces" de Selberg ; 
pourquoi il ne senble pas absurde de faire allusion à (A 32) à propos de fonctions
nodulaires ..
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