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FORMES MODULAIRES

par Henri CARTAN.

Séminaire H. 
E.N.S., 1957/58.

9 décembre 1957

1. Facteurs d’automorphie, formes automorphes.

Soit G un groupe d’automorphismes d’une variété analytique complexe ‘~ . Soit
d’autre part F un espace vectoriel sur ,C~ 3 de dimension finie ; on note GL(F)
le groupe des automorphismes (linéaire-complexes) de F . On appelle facteur d’auto-

morphie une fonction R~M ~ z) définie sur le produit G x ~ ! à valeurs dans GL (F) ,
holomorphe en z E: ô ~ et telle que

Soit f une fonction holomorphe sur ~ ~ à valeurs dans F ; on dit que f est

une forme automorphe (relativement au groupe G et au facteur d’automorphie R) si

Ces formes automorphes constituent évidemment un espace vectoriel complexe.

On s’intéressera au cas suivant : ( est l’espace de Siegel Sn (cf. Exp. 2 et 3)
et G est un sous-groupe du groupe symplectique Sp~n ~ R) . Considérons d’abord
le cas où F = ~ à chaque matrice

de Sp(n , R~ ~ et à chaque z E. ~‘ ~ associons

On vérifie aussitôt que c’est bien un facteur d’automorphie.

Soit maintenant F un espace vectoriel complexe, et P une représentation (ana-

lytique-complexe) GL ~n ? (3 ) --~ GL(F) ; alors

est un facteur d’automorphie pour G .

Le cas classique est celui où F = (~ ~ et où

Les formes automorphes correspondantes s’appellent alors formes de poids k.



Revenant au cas d’une représentation f quelconque, supposons que G soit le

groupe modulaire Sp~n ~ les formes automorphes f (à valeurs dans F) satis-

faisant à

pour Sp(n , Z) , prennent le nom de formes modulaires d’espèce P . Plus gé-
néralement, si G est un groupe paramodulaire le (cf. Exp. 3, p. 3-11)~ on par-
lera de formes paramodulaires d’espèce f .
Soit f une forme modulaire. Le groupe modulaire SL(n . Z) opérant dans Sn

contient le sous-groupe des translations

correspondant au cas où a = 1 , b = h ~ 
. 

c = 0 ~ d == 1 n ~ alors 1 (cz + d) = 1
(élément neutre de GL(F)), donc on doit avoir

(4) f(z + h) = f(z) pour h symétrique entière.

Toute fonction f satisfaisant à (4) sera dite périodique à périodes entières.

Plus généralement, si f est forme paramodulaire, on doit avoir f(z + h) = f(z)
pour toute matrice symétrique h telle que soit à éléments entiers. En

particulier ’ on aura f(z + h) ~ f(z) pour toute h symétrique dont les éléments
sont des multiples d’un entier fixe.

2. Généralités sur les fonctions holomorphes à périodes entières.

Ce qui précède nous amène à étudier les fonctions f(z) holomorphes dans l’espace

de Siegel 1l ~ et périodiques à périodes entières.
L’espace ~ est un cas particulier des un tube T ~ dans un espace.~ n ---~..

est un ouvert stable par toutes les translations z ~ z + h , où h est

réel. Soit f(z) une fonction holomorphe dans T , et telle que f(z + h) = f(z)

chaque fois que h est à coordonnées entières. Au point z = (zk) associons le

point de Cp de coordonnées

L’image du tube T par cette application est un ouvert H stable par le groupe de

transformations t. ( 
, 

03BBk| = 1) ; autrenent dit, H est un "domaine de

Reinhardt". Dans H existe une unique fonction holomorphe g(t) telle que

f (z~ ~ puisque f est périodique à périodes entières. Il est clas-

sique que, dans H ~ g(t) admet un unique" développement de Laurent"



qui converge normalement sur tout compact de H (les entiers ... , jp sont
p

0 ou  0). Donc admet un unique développement dE la f orme

qui converge normalement sur tout compact du tube T .

C’est un développement du type Fourier, dont les coefficients sont donnés par les
formules (où zk = Xk + iYk’ Xk et y k réels) :

dX désignant le volume eUclidien dans l’espace des Variables xk.

Revenons à l’espace de Siegel Sn ; alors p = n(n + 1 )/2 , et l’indice k par-

court l’ensemble d,es couples d’entiers  1 , m> tels que :, 1 $ m $ n . La
somme ~ ~k ~k devient

où la matrice symétrique s == (s~ ) est telle que 2 s~. et s soient des entiers Une’ 

’ ’ ’ ’ " -..- 

~ 

~m ~m min 20142014.2014~2014 

°

telle matrice symétrique s est dite demi-entière ; on notera que les matrices demi-
entières ne sont entres que les matrices (symétriques) s telles que la produit
scalaire ( su , u> soit entier pour tout vecteur u à coordonnées entières.

Ainsi~ le développement d’une f(z) holomorphe dans ~ n et à périodes entières
s’écrit

la sommation étant étendue à toutes les matrices s symétriques et demi-entières ;
cette série est normalenent convergente sur tout compact de _) ~ et ses coefficients
dont donnés par

On notera que, puisque la série converge absolument en tout pointa et en particulier
au point z = i 203C0 1n , on a

~ 

j~ n

où le nombre K > 0 est indépendant de s ; la notation |a(s)| désigne la norme

de a (s) (point de l’espace vectoriel F ~ qu’on suppose muni d’une norme).



REARQUE. - Si f(z) holomorphe dans Sn est invariante par les translations

d’un lattice réel ^ , on a un développement analogue à (7), la sommation étant
cette _:~is étendue aux s symétriques réelles telles que le produit scalaire

 su , u ~ soit entier pour tout 

3, Le théorème de Koecher.

On doit à Koecher un théorème qui, sous sa forme la plus générale, peut être énon-
cé comme suit

/ ~

THEOREME 1. -Soit ) un sous-groupe du groupe SL(n , Z) , d’indice fini ; soit
P une représentation de y dans GL(F), . F désignant un espace vectoriel com-

plexe de dimension finie. Soit f(z) une fonction holomorphe dans l’espace de Siegel
~ 

, à valeurs dans F ~ à périodes entières.. et telle que

Alors, si ri ~ ~ ~ les coefficients a~s ~ du développement (7) sont nuls lorsque s

n’ est pas 0 (i.e : positive au sens large).

DEMONSTRATION. - Dans (7) , remplaçons û par uz et observons que

remplaçant usu par s , on voit que

pour que (10) ai~ ’. lieu, il faut et il suffit (compte tenu de l’unicité du dévelop-

pement (7)) que

Supposons qu’il en soit ainsi. Si dans (9) on remplace s par tusu , on obtient,
compte enu de (11),

où j P (u) j désigne la norme (le la transformation linéaire P(u ) de l’espace F .

Or on va voir que l’inégalité (12), valable pour tous les u d’un sous-groupe V
d ’ indi ce fini de S L (n , Z) ~ la nullité de a (s) lorsque s il’ est pas

~0 .

Soit donc s une matrice symétrique demi-entière et non 0 . Il existe un vecteur
3: tel que le produit scalaire  sx , x > soit 0 ; on peut même supposer



x ~ Zn . Notons (e. ) la base canonique de Zn ct soit x = ~ x ~3. avec
~ 1 M^ ’ 

~ 

n
par exemple 0 . Puisque 2 , on peut définir un endomorphisme v de Z
en posant :

Alors v(x) = 0 , et, pour tout y v(y) est un nultiple de x. On a donc
vz = 0 , et il est immédiat que Tr(v) = 0 ; De plus

où c est un entier>, 0 . Soit alors

on a det(u) = exp(Tr(v)) = 1 . Puisque 10 sous-groupe 03B3 est d’indice fini dans

SL(n ~ /~* Z) ~ il existe une puissance uq qui apparti6nt à ~ . ~ On a uq = 1 + qv ;

remplaçant v par qv ~ on peut donc supposer que u ~. ~ . Alors, pour tout entier
p ~ 0 ~ ona uP = 1 +pv, d’où

l’entier c étant ,0 . Portons ceci dans (12), où u serait remplacé par uP ;
il vient

Lorsrue l’entier p augmente indéfiniment~ le second membre tend vers zéro! d’où

a (s ) - 4 . C.Q.F.D.

REMARQUE. - Lc théorème est évidemment en défaut pour n = 1 , car alors l’hypothèse
(10) est trivialement remplie pour toute f(z) holomorphe à périodes entières.

EXEMPLES d’application du théorème 1. - Il s’applique dans le cas où f(z) est

une forme modulaire d’espèce P (f étant une représentation holomorphe de 
.

GL(n , C) dans GL(F)). Plus généralement, soit 039303B4 un groupe paramodulaire, et

soit f(z) une forme paramodulaire d’espèce p ; il existe un entier q tel que

f(qz) soit périodique à périodes entières ; prenant pour V le sous-groupe des
u ~ SL(n , Z) tels que 

’

. .

/ ,

on peut appliquer le théorème 1 à la fonction f (qz), et on obtient donc un dévelop-
pemment



la sommation étant étendue aux matrices s symétriques demi-entières et 0).

Est également justiciable du théorème 1 le cas envisagé explicitement par KOECHER :
q étant un entier, on note f(q) le sous-groupe des M ~ Sp(n , Z ) telles que
M =± 1 (mod q) j! soit K un groupe tEl que C K C et soit v

un caractère de K égal à 1 sur Si f(z) satisfait à

le théorème 1 est applicable à la fonction f(qz) , et par suite. f(z) admet un

développement de la forme (13).

4. Diverses majorations.
Dans ce numéro on étudie les fonctions f(z) holonorphcs à périodes

entières, qui admettent un développement (normalement convergent sur tout compact)
de la forme

la sommation étant étendue à toutes les matrices s symétriques, demi-entières et
~ 0 .

PROPOSITION 1. - Soit c une constante > 0 ; lorsque c.1 ~ reste

borné, et la série (14) est normalement convergente (y désigne toujours la partie
imaginaire de z).

En effet, la série (14) converge absolument pour z = de plus, si

on a

car les relations y’ - y ~ a ~ s ~ 0 entraînent

ce qui établit la proposition. (On s’est appuyé sur le résultat suivant : si s et



y sont des matrices symétriques 0, on s, Tr(sy) 0 . Pour la voir, on écrit

y = v2 , v étant symétrique 0 ; alors Tr(sy) = Tr(vsv) ; or vsv est syné-

trique et >.o ? donc sa trace 

Le proposition 1 adnet une réciproque. Si f(z) est holomorphe dans

Ç’ et à périodes entières, et si |f(z)| Î est borné pour y c.1n (pour un c > 0),
alors f(z) adriet un développement de la forme (14). Il suffit de nontrer que, dans
le développement (7), tous les coefficients a(s) relatifs aux s non 0 sont

nuls ; or si a ( s ) ~ 0 , la formule (8) montre que exp(- est borné

pour y  c.ln ; or ceci n’est possible que si s 0 , car soit u une matrice

orthogonale telle que u su = S soit diagonale ; on a

et si y  c.1n , on a aussi c .1 ; puisque y) est inférieure-
nent pour y  c.1n , la matrice diagonale 8 doit avoir tous ses termes 0 .

Ainsi s 0 , comme annoncé.

COROLLAIRE de la proposition 1. - Dans tout ouvert fondamental .C~(u) pour le

groupe modulaire (cf. Fxp. 3 ?P 3-07), toute f(z) de la forme (14) reste bornée

en nodule.

PROPOSITION 2. - Supposons que, dans le développement (l4-)j, ,tous les coefficients
a (s) relatifs aux s non »0 soient nuls. Soient c et. et des constantes ~-0

supposons que z = x + iy varie dans ~ de manière que :

1~ les termes diagonaux y.. restent ) c ~ 1 ; 

2° y ... , ou [y11 , ... , ynn] désigne la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont ceux de y. Alors on a

où la constante K ne dépend ue de f , c et ct .

f

DEMONSTRATION. - Sous les hypothèses faites sur y , on a

Si s ~ 0 , tous les enti:rs s.. sont 1 ; donc l’expression précédents est

majorée par



et si on somme par rapport aux s ~~0 , on trouve

|f(z)|  exp(203C0ncc’)(  |a(s) | exp(-203C0cc’ Tr(s)).exp(- 203C0c Tr(y)),

ce qui établit ~15 ~ .

COROLLAIRE. - Si z reste dans un ouvert fondamental .Q.(u) (cf. Exp. 3, p. 3-07),
toute f(z) holonorphe dans Sn , à périodes entières, et dont tous les coeffi-
cients a(s) sont nuls pour s non ~0 , satisfait à une inégalité de la forme

(15) (avec des constantes c et K convenables) ; en particulier, une telle fonc-

tion est de carré sommable dans le "domaine fondamental" du groupe modulaire.

5. Propriétés asymptotiques.
Toute matrice symétrique demi-entière s (à n lignes et n colonnes) s’écrit

,.~ ~ B

où s~ est une matrice symétrique demi-entière à n - 1 lignes et n - 1 colonnes,

2u est une matrice entière ~ n - 1 lignes et une colonne, et s~ un nombre

entier. On dira que s est spéciale si u = 0 , snn = 0 . De tout z E Sn
est de la forme

où z C- ,,~ w ~ ~0 ~ et où W ~ satisfait notamment aux

inégalités

THÉORÈME 2. - Soit f(z ) holonorphe dans Sn et admettant un développement de
la forme (14). Si z varie de manière

(i) y (c constante > 0) ~
(ii) z. tende vers une limite~ z~ ~

(iii) lin y~ = ~ 0153 , 

’

alors f(z) la fonction (holomorphe pour z’ 6. 



la sonnation étant étendue aux s spéciales. La convergence est uniforme vis-à-
vis de z’ (la constante c restant fixe).

~

DEMONSTRATION. - D’après la proposition 1, la convergence de la série f(z) est

nomale. Il suffit donc de montrer que chacun des ternes a (s) exp(- 203C0 Tr(sy))
tend 0 lorsque s n’est pas spéciale. Cela va résulter du

LEMME. - Si z varie de manière que y coln (c constante > 0) ,

y, = In(z.) restant borné, et Ynn tendent vers + 0153 . alors

chaque fois que la matrice s (symétrique, demi-entière et % 0) n’est spéciale.
En effet, avec les notations ci-dessus, on a

en vertu de (16)~ on en déduit que (17) a lieu si s J> 0 . Donc si (17) n’a pas
lieu, on a s 

nn 
= 0 ; comme s 0 , ceci exige u = 0 , et par suite s est

spéciale.

Le théorème 2 conduit à associer à chaque f(z) , holomorphe dans Sn et adnet-

tant un développement de la forme (14 ), la fonction 03A6f = holonorphe pour
z’ =. ~ i . définie par r~. 1

L’application 03A6 est évidemment linéaire. Le théorème 2 dit que f(z’) est la

limite de f(z) lors que Zl tend vers z’ et que y nn tend vers + ~ , y

restant c.1n .

COMPLEMENT au théorème 2. - Sous les hypothèses du théorème 2, supposons de plus
que l’on ait

P étt une représentation de SL(n , Z ~ dans GL(F) . Pour que f soit dans

le noyau il faut et il suffit que a(s) = 0 chaque fois que s n’est pas

~> o .

En effet, on sait déjà que a(s) = 0 quand s est spéciale. Soit maintenant s

non ~0 ; il existe un x é non nul tel que le produit scalaire

x: ~ = 0. On peut supposer x primitif (i.e : le p.g.c.d. de ses coordonnées
est égal à 1 ). Alors il existe une Z) telle que u(x ) = e 

n 
(dernier



vecteur de la base canonique de Donc tusu a son n-ième terme diagonal qui
est nul, et par suite tusu est spéciale, d’où

Or l’hypothèse (18) entraîne a(s) = a(s) = 0 , ce qu’il
fallait démontrer.

Le "complément au théorème 2" s’applique notamment à toute forme modulaire (pour
n ~2).

On sait (Exp. 3, p. 3-11 ) que chaque matrice diagonale ~ (à n lignes et n

colonnes, les terrées diagonaux étant des entiers > 0) définit un sous-groupe

039303B4 du groupe symplectique Sp(n , R) . Considérons l’injection canonique q :
Sp(n - ~ SP(n , R) qui, à chaque =a1 b1, associe
M = (ac 

bd )
, avec

Si à la matrice diagonale 03B4 on associe la matrice diagonale §’ obtenue par

suppression de la dernière ligne et de la dernière colonne, il est clair que l’in-

jection Lf : i Sp(n - 1 , R) --A Sp(n , R) applique 039303B4’ dans Fg . D’autre
pa.rt, pour chaque nombre " > 0 nous avons une injection J, : Sn-1 -e Sn ,

Î~i ° ’ r1n- ’~

qui envoie zi dans Les injections 03C6 et sont compatibles.

dans le sens sui vant :

Considérons alors un facteur d’automorphie R(M y z) pour le groupe paramodulaire
n 03B4 , et supposons que R( 03C6(M1) , JB (z. )) soit indépendant du paramètre 03BB
lorsque M. 6. J r/ et z1 ~- Sn-1 . Alors ceci est évidemment un facteur d’automor-
phie R1(M1 , z. ) pour le groupe J (.) .
Soit a.lors f(z) une fonction holomorphe dans Sn et admettant un développe-

nent (le la forme (1.3) (avec un entier q convenable) ; en vertu du théorème 2

applique à on a~ pour z. 



avec =  a(s10 J Tr(s, 

Si f(z) adnet le facteur d’autonorphie z) , alors un passage à la limite dans
la relation

donne

Ainsi la fonction limite f1(z1) admet _lc facteur d’automorphie R1 (M1 , z1) .
Ce qui précède s ’applique aux formes paramodulaires d’espèce fi ; en effet, si

? est une représentation GL(n, C) ~ GL(F) , soit 03C11 la représentation

GL(n - 1 , C ) -U GL(F) égale à 1 a compo sée de 1 ’ inj e ction GL (n-1 , C ) -fl GL(n,C)
, 

a - .-

(définie par z1 ~(z10 01 ° ) et de ( . Si on pose R(M, z) = f(oz + d) , ,
alors

ceci est indépendent de À . D’où le

~ ~

THEOREME 3. - Si une forme paramodulaire f(z) d’espèce f (relative au groupe
admet un développement de la forme (13), alors la fonction 03A6f = f1

dans une fome paramodulaire P. (pour le groupe JT( )
, Nous terminerons par une propriété particulière au groupe modulaire 

PROPOSITION 3. - Soit f(z) une fonction holonorphe dans É et invariante

par le groupe modulaire Supposons de plus, dans le cas n == 1 , que
f(z) ( soit borné pour In 25 ~1 . Alors f(z) est constante.

Il suffit de le prouver pour une f à valeurs scalaires. On procède par 
rence sur n , l’assertion étant triviale pour n = 0 . La fonction f(z) étant

à périodes entières admet un développement de la forme (7) ; les seuls coefficients

a (s) non nuls sont relatifs aux s ~ 0 : pour n = 1 , cela résulte de l’hypo-

thèse selon laquelle jf(z) Î est borné pour Im pour 2 , cela résulte

du théorème l* La fonction ~f est une fonction holomorphe dans ~ ~ et

satisfait aux hypothèses de peur n - 1 ; d’après l’hypothèse de ré-

currence, c’est uno constante. En retranchant de f cette constante, on voit que
f est dans le noyau do l’application 03A6 ; donc (complément au théorème 2) on a
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Il en résulte (corollaire de la proposition 2) que, dans le domaine fondamental,
f(z) satisfait à l’inéglité (15). Si f(z) n’était pas identiquenent nulle,
la borne supérieure de dans le domaine fondanental serait atteinte en un

point à distance finie? parce que l’ensenble des points du donaine fondanental
où Tr(y) est ( à un nonbre donnée est compact. Comme f est invariante par
le groupe nodulaire, 1 atteindrait son maximum en un point intérieur 
ce qui contredit le classique ~~principe du 

On laisse de c8té, pour des exposés ultérieurs, les théorèmes d’existence rela-
tifs aux for~2es d’espèce ~’ ~ et la majoration de la dimension de l’espace vec-
toriel des formes d’espèce P .
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