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25 novenbre 1957

OUVERTS FONDAMENTAUX POUR LE GROUPE MODULAIRE

par Henri CARTAN

1. Opératiens du groupe symplectique dans l'espace de Siegel.

On reprend en partie la fin de l'expasé précédent. avec quelques nmodifications
Jans les motations ; on désire notamment que le groupe symplectique spbre & gaushe
dang 1l'espaae de Siegel, conformémont” aux habitudes.

Le groupe symplectique Sp(n , B) est le sous-groupe des matrices M € GL(2n , R)
qui conservent la forme bilindaire alternée

— 2’-—_ -
Ix, ¥) = 1€3¢ n *1Vnei ~ Vi%nes 0
0 ln . . .
forme dont la matrice J est . La condition qui exprime que M est
‘ -1 0
symplectique est n
(1) YoM =g

Utilisant les minuscules latines pour désigner les matrices & n lignes et n co-

lonnes, és-‘vons

a b
l‘/l = .
c d
Alors (1) se traduit par
(2) Yoo = ea , tpa = tdb , Yad - tcb =1 °

n
Pbservons que det (M) =1 si M est symplectique. De plus, si M est symplec-—

. T Lo .
tique, M 1'est ; donc les relations (2) sont équivalentes aux suivantes (obtenues

en remplagant M par tM) :

+
Ya,ca=a% ,a%a-p%=1_.

(21) a =1
On s'intéresse au quotient du groupe G = Sp(n , §) par le sous-groupe compact
maximal X = Sp(n , ”}3\) No(2n , AI}) , formé des matrices orthogonales et s;mplectiques
(précisons que ce quotient G/K se compose des classes & gauche MK , ou M par-
court G). Pour que M appartienne & K , il faut et il suffit que 1l'on ait, outre

(1) , 1a relation JM = MJ (qui exprime que M est linéaire-commplexe pour 1-
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structure complexe définie par J sur R?n). On trouve ainsi les M de la forme

a b)
-b a
ob a et b satisfont aux conditions

(3) tab = tba , Yaa + tbb =1 5

qui expriment que a + ib est unitaire. Ainsi K s'identifie & U(n) .

A chagque M GSp(n, R) associons M O , qui est symplectique, symétrique et po-
sitive non dégénérée ; pour que M et M!' aient méme image, il faut et il suffit
que M et M' scient dans la méme classe & gauche suivant K ; comme toute ma-
trice symplectique positive P est de la forme M tM , avec M symplectique (ce
qui se voit en réduisant P & la forme diagonale par une transformation symplecti-
que) , on voit que 1l'espace homogéne G/K se réalise comme l'espace des matrices
P symplectiques et symétriques positives ; G opére & gauche dans cet espace par

M, P) = MP tM .
Dire qu'une P synétrique est symplectique, revient & dire que (PJ)2 = - 12n .

Done PJ définit une structure complexe sur Efn . Le complexifié gfn de E?n

est alors somme directe de deux sous-espaces vectoriels (complexes) V et V',
de dimension (complexe) n , conjugudés l'un de l'autre, V é&tant défini par

(4) X €V gm=y PIx = - ix

Si x et y sont dans V , la forme bilindaire synétrique P";(x » ) est égdle

3 la forme alternée iJ(x , y) , donc est identiquement nulle ; et puisque P~ est
.1 -

»0,omna P(x,X)>0 pour x €V, x#0 ; d'oh finalement

(5) Jx,y)=0 pur xeV, yeV ; iJ(x, X)>0 pour x €V, x#0.

Réciproquement, soit V un sous-espace vectoriel de dimension n de gfn , satis-
faisant & (5). Alors l'intersection de V et de son conjugué V' est réduite & O,
car si x €V O\V' , cn doit avoir J(x , X) = O . Définissons une matrice réelle

P par la condition (4) ; alors (5) exprime que P est symétrique et 350 ,; et
puisque (PJ)2 =-1, , P est symplectique.

Ainsi G/K s'identifie maintensnt & l'espace des sous-Gspaces vectoriels de di-
mension n  de ,g?n qui satisfont & (5). Pour définir un tel sous-espace V , don-
nons-nous une application (C-linéaire L :‘QP —_— gfn ayant V pour image ; L
est déterminée par V , sauf que L peut &tre remplacée par Lk , ou k est une
matrice inversible & n lignes et n colonnes. On voit immédiatement que si L

est 1'une des matrices attachées & P , la natrice ML est 1l'une des matrices
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attachées & MP "M . Les conditions (5) donnent, pour L , les conditions nécessai-

res et suffisantes

(6) YL =0, 1 %130,
u

Explicitcns,. en écrivant L sous la forme ( ) sy u et v étant des matrices
v

(complexes) & n lignes et n colonnes ; (6) devient

(61) Yav = Y R i(tﬁv - tw'?u) >0 .

La Seuxilme relation (6') oxprime que la partie imaginaire du produit scalaire

hernmitien des vesteurs ux et vx est >0, quel que soit le vecteur non nul

x é'gwn . Il en résulte que ux # 0 et vx #0 pour x£0, autrenent dit on

e dot (u) £#0, det (v) £0 . Donc la classe de la matrice L =< ) est caracté-
v

risée par uv"1 , qui est une natrice complexe z . Les relations (6) deviennent

(7) ts

z , Im(z)>>0 .

En définitive, 1l'espace homogéne G/K s'identifie & 1l'espace de Siegel Sn »
formé des natrices complexes sysnétriques z (& n lignes et n colonnes) telles
que In(z) D0 . Explicit.ogs les opérations de G sur S/n t si M est une ma-

a

trice symplectique ) s On a vu quc M transforne L en ML , donc opéere
c d
sur u et v coune suit :

(8) u —3 au + bv , v =y cu + dv .
Dory sur z = wv ™ s M opére par
(9) z — (az + b)/(cz + d)_l .

I1 est facile d'expliciter la correspondance entre les points z€3'n s, et les

matrices P synplectiquecs, symétriques et positives. D'aprés (4), on a
z
PJL = - iL , avec L=(l ) .
n

En séperant le réel et l'inaginaire, et en posant 2z = x + iy , on trouve

1 ' 0 1 0
N S T
0 1 0 v x 1

ce qul donne aussi -1

(101) - 0) Y O\)(Vln N
01 P =
-X 1 0 v 0 1 )

n
On voit en néme tenps que la matrice P syplectique et >0 1la plus générale a
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a b t
la forne ( ) ~ ot a ¢t d sont symétriques >0, c= b, ac =ba,
c d
ed = db , e b2 = ln {cos conditions ne sont pas toutes indépendantes) s si P

est une telle matrice, la matrice 3z associée est

(11) z=bd L 4447 .

by

En particulicr, &3 P = 12n corrcspond la matrice 3z égale a i.ln s le sous-
groupe compact K de G est lc groupe de stabilité du point 1z = i.ln « Cherchpns

s . N < . . : v .
les élénents de G qui cpeérent identiquenent  dans rs'n 5 ce sont les netrices

a b
( telles que

-b a

az + b = z(~bz + a) pour téut z .

Ceci exige b =0 (remplacer 2z par Az , A étant un scalsire rdel) ; de plus
a doit cimruter aec tout 2z , donc a est de la forme )\.ln , 6t pulsque

t + ; , gt
a a= ln , On a X = -1 ., En résuné, les opérations de G = Sp(n , BJ dans ~521
définissent une recprésentotion fidéle du quoticnt de G par le sous-groupe & 2 é1é-

ments forme de 12n et '12n o

2. Autre nodéle pour 1l'cspace de Sicgol.

Par la transformation de Cayley
. -1
W o= (ln + iz)(ln -iz)

,5; se transforme dans 1l'ensemble des n-natrices conplexes et synétriques w ,
b o 3 1

telles que ww Qéln , ensenble qui est éviderment un ouvert borné de M?(n+ )/2 .

Le groupe symplectique se transforme dans un groupe transitif d'automorphismes de

cet ouvert, & savoir
W ———=3 (aw + b)(bw + 5)_1 ,

ol a ot b sont des matrices complexes satisfaisant a

tba = tab ’ tag - tbﬁ = 1n .

Le groupe de stabilité du point w = 0 est

(12) W > aw Ua , Ou a est unitaire.

Sous cette forme, ce "donaine borné honogéne" avesit été indiqué par E. CARTAN

<7 . ~A . z DY ,s__ 2
((1], Partic 1, vol. 2, p. 1293 : "Type IV"). Il résulte d'un théoréme général de
la théorie des espaces syadétriques (loc. cit.) que ce domaine n'admet pas d‘autre

automorphisme que ceux du groupe précédent. On peut d'ailleurs le vérifier : c'est
un doneine cerclé (i.c. stable par les homothéties de rapport ele ), et l'on sait
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que tout autonorphise d'un doneine cerclé borné, qui laisse fixe l'origine, est une
transformation linéaire sur lcs variables complexes ; il reste seulement a vérifier,
par un calcul élémentaire, que les seules transformations lindaires qui laissent
stable ww &1, ont la forne (12).

Revenant a l'espace de Siegel ,EL s, on voit qu'il n'admet pas d'autre autonor-

phisme analytique-complexe que ceux définis par la forrulc (9).

3. Invariants différentiels.

On va cherches,dans ,s; , des expressions différentielles invariantes par le
groupe G = Sp(n ,’52 . Un calcul immédiat nontre que si z' = (az + b)(cz + d)"1 :
oma (Sz et Sz' désignant les différentielles de z et z')

(13) Szt = t(cz + d)ﬁl(gz)(cz + cl)-1

(14) In(z!) = t(cE + d)-l(Im z)(cz + d)"1

b

a
Etant donné 2z = x + iy , les matrices(’ > qui transforment 2z dans le point
c

d
i.ln sont celles de la formne

/ -
N 12 -1/ X)
| /2
: J

e a v O )
ou a - ib est la natrice unitaire la plus génerale. La formule

(15) Szt = Ba - 1)y 12 (5o P e - am)

indique alors comment la transformation considérée applique l'espace des covecteurs

tangents au point 2 sur l'espace des coventeurs tangents au point i.ln « On
en déduit

($a .87 = RS ey (SE R

¢t le second mer re est cussi égal & Tr(y_1(<£z)yr1(<52)) . Ceci prouve que la for-

ne différcntielle (ouadratique hermitienne)
-1 -1, -
Tr(y ™ (S2)y™ (§2))

est invariente par le groupe G . Elle ne peut &tre nulle que si la forme

y L2 éZ)y‘1/2

est nulle, ce qui exige éz = 0 . Donc l'cxpression (15) définit un d32 hermi-
tien, défini positif, inveriant par G . On va veir que cc d32 est méme vghlérien.
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. . .. 2
Pour celn, on considére la forme quadratique extérieure $2 associée au ds” ,

& savoir
Q = 211*' el Sz Ay EE) = e Sy y A Sx)
or y"'l('by)y"l = - é(y-l) s de sorte que
(15) Q = SASG™) .
I1 s'ensuit que 92 =0 : le ds® st bien kihlérien.
Si x = (xij) et y'l =y};s ona
Q= 5 A Sy w2 i<3

en élevant L1 2 1a puissance extéricure d'ordre

éx/@y' H

n(n 1)
2

Sy‘

est inverientepar G (le symbole 11 désigne un produ:Lt extérieur). Nous avons

, on voit que la forme

extéricure

b S /\
(:féjéxij) 1<J

ainsi trouvé, dans l'espace hY n? 1'¢lénent de volune invariant par G , lequel,
comie on sait, est bien définiwm facteur constzant pres. On voit que cet €lénent de
volune invariant est le produit des éléments de volume euclidien de l'espace de X

et de l'espace de y"1 (en .posant toujours z = x + iy).

4. Sous—groupes rouarguabless

Dans G = Sp(n , R) , on considérera, outre K =Sp(n, R)N 0(2n, R) , les sous-

groupes suivants :
a b

\d ’ . .
T : sous=—groupe des ( ) tels que ¢ = les transformationsde "Sn définies

o
e

c d
par T sont les suivantes

z =———> a(z + 8) ta , & inversible, s symétrique.

Le groupe T posséde un sous-groupe invaris,t U , formé des matrices
1 8
n ) , OU s est synétrique ; les transformations de U sont les translations
0 1
n
z —> 2z +85 .Le groupe T est prodult direct crcisé de U et du sous=groupe

H forné des transformetions

z ———» az ta y & inversible.
a b /a! b!

Pour que deux natriccs ) ( ) appertiennent 3 la néme classe a
‘e dl

droite suivant U , il faut ct 11 sufflt que c=c¢!', d=4d.
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Le groupe nodulaire r se conpose du sous-groupe de G forné des matrices

a b
( \/" 4 éléuents enticrs. Il possédc les sous-groupes suivants :
c d

TN définit les transformctions z —~——> a(z + s)ta , o0 s est symétrique a

¢lénents enticrs, ct Z o ost uninodulairc & coefficients entiers (en effet, a et
t -1
d="a

sont A coefficients entiers)

UN [ gérinit les trenslotions z ——) 2 + 8 s S synétrique entiere ;
H N U aéfinit les "honothétiecs" z —3 az by s OU 2 a est unimodulaire entiére

Si 2! est trensforné de z par une transfornation de T O ' , on a, d'aprés
(14) 3

(16) In z' = a(In z)ta , d'od  det(Im z') = det(In z)

5. Définition dtune famille d'ouverts fondamentaux.

A chaque nombre réel u >0 associons ltouvert <1(u) de 5’n défini comme

suit : étent donné gz = x + iy , notons x,, les élénents de la natrice symétrique

- Jx
X , et nettons y ! sous la forne twdw , ou d est une natrice diagonale (3 é1é-

nents 4, > 0)y ot w une metrice trirngulaire au sens strict, c'est=a-~dire

wiizl, wij=0 pour j <1

(cfe Exposé 1, pe 7-8). Llors, par définition, S$l(u) se compose des z = x + iy
satisfaisant aux inégalités (en nombre fini) :

(1) lxjkl <u
(i) 0<di< ud, ; pour 0 <idnm
11 w..| <u
1]
(1i1) 0 < d <.

(Les indgelités (ii) exprinent que y_1 & S'(u) , avec les notetions de 1l'exposé
1 8)
s De 8)e

-~ ~
THEOREME. = Pour u » O assez grand, l'ouvert SM(u) est un ouvert fondgmental

pour le groupe nodulaire [ . D'une facon précise (cf. les conditions *(M) de

1'Exposé 2, pe 1) 3

(2) pour tout u >0 , la mesurc invariante de Qé;(l) est finie ;
(notation de 1'Exposé 2, p. 1)

il n'existc qu'un nonbre fini de Mie 7 telles _que Mi..Q.(u) rencontre M. {u) ;.

'

(b) si une netrice symplectique M appartient a
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(¢) si u >0 est assez grand, l'espace de Sicgecl est réunion des transfornés de

Li(u) per les M €& r.
L'assertion (a) est presque évidente : les inégalités (i), (ii), (iii) entrafnent
en effet que l'inage de L (u) dans 1l'espace (x , y-l) est bornde ; donc cette

inage a un volune cuclidien fini.

N
On va dénontrer (b)e. Obscrvens d'abord que [7 est 1e groupe des natrices symplec-
tiques & coefficicnts rationnels. On a wu (paragraphe 1) que l'application qui, &
chaque 2z = x + iy€ S , associe la natrice P~ -1 définie par (10'),est um honéomore’
phisne de ,.SV n Sur 1'<,Space GD des matrices symplcctiques, symétriques et 0 .
Le groupe = Sp(n , R) opére sur @ par

M, Q) — Gl Mea, qe ® .

Soit A(u) 1'ouvert de ‘/9 , inage de 42(u) par 1thonéonorphisre ,S’ — @
Dens 1'espace de toutes les 1.1atrlces réelles, synétriques ct »0 & 2n lignes

et 2n colonnes, considérons les ouverts S'(v) (notation de 1'Exposé 1, p. 8)e

Soit N 1la natrice uninodulsire

o)

n
ou (en)l ' 5“ ,n+l- (syrmbole de Kronecker)e. On = )“l = t‘}"(’ = §U, On voit
s
fac:Llement que les 1nega11tes (i), (ii), (iii) exprinent que si z € $2(u) , la ma-

trice P™' définic par (10') satisfeit &

TCPY e 51 (v)

pour un v > O convenable (dépendent sculcnent de u). Or si Mg i , i1 n'existe
qu'un nonbre fini de Mi (uninodulaire & coefficients entiers) telles que Mi St(v)
rencontre M.S'(v) ¢ ccla résulte du théorénec de Siegcl (cf. Exposé 1, p. 8).

L'assertion (b) de 1'énoncé en résulte.

-~

Il reste & prouver 1'assertion (c) de 1'énoncé. Elle va résulter d'une suite de

propositions.

PROPOSITION 1, = Etant donné =z €5n , 11 cxiste un Moé el que

det(In(Mz)) € det(In(M z)) pour toute M& I .

D'apres (16), det(In(Mz)) ne dépend que de la classc & droite de M suivant le
sous-groupe T  .1ia proposition 1 risulte alors évidemmnent de la
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PROPOSITION 2+ = Pour tout <« >0, il n'y a qu'un nombrc fini de classcs & droite
suivant TN U , jouissant de la propriété que det(In(dz))z X pour les M d'une

telle classc.

Pour prouver la proposition 2, on observe d'abord que, dans chaque classe suivant
TN [, on peut choisir M de menidre que la matrice positive (Im(Mz))-1 soit
réduite au sens de Minkowski : car si on pose pour un instant Mz = z' , on peut,
grice au groupe des honothéties H M C s renplacer 2z' par eaz' a, ou a est
uninoduleire entiére ; si y! désigne In z! , y‘m1 est renplacé par

byl -l ,

qui, pour un choix convensble de a , cst réduitc au sens de Minkowski.

On voit alors que la proposition 2 résultera du

a b
LEMME, - 2 ehl;; étant donné, considérons les M = (

)ef“:os_l_lsique
c d

(In(Mz))™!  soit réduite au sens de Minkowski, ot que det(Ir{Mz)) Z&X > 0 . Alors

¢ et d rne peuvent prendre qu'un nombre fini de valcurs.

Nous adnettons provisoirenent ce lerme, qui sera établi plus loin. La proposition
1 nous dit alors que chaque point ;?h est congru, nodulo y , & un point 2z tel

que
(17) det(In(tz))  det(In z) pour toute M&l .
Observons que, d'aprés (14), la condition (17) équiveut a
(17+) l[det(cz + d)| > 1 pour toute matrice <a :) e .
(¢]

PKOPOSITION 3. - La relation (17) entrafne iz | %1 .

En offet, on cpplique (17') dans le cos ou

1 0 0 0 0 0 1 0
a = ( n-1 ) , b ={ n-1 > , c= ( n-1 ) , d= K\n 1 )
0} 0 -1 0 1 0 0

0
/1 N o \
On 2 alors cz +d =1 n= ) , et par suite (17') entrafne |z
\ O 2z

nn
. . . R t
Cela étant, considérons un z satisfaisant & (17). Rerjlegant 2z par az a (a

nn

N "1 s .
unirodulaire entidre convenable), on peut supposer que (Im z) est réduite au sens
de Minkowski, sens que (17) cesse d'8trc vérifiée. On peut ensuite, en remplagant
z par z #s8 (s ratrice synétrique réelle, & coefficients entiers convenables),
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feire en sorte que la partie réelle x du nouvceu z satisfasse a lxjkl £1/2

ccei ne modifie pas (In z)m1 , et (17) rcste vérifide. On 2 donc prouvé la

PROPOSITION 4. = Tout point de rS’ n est congru, nodulo [ s 2un point z de
1'ensenble % n ("donaine fondanental®  de Siegel) défini par les conditions sui-

ventes ¢

1° det(In(Mz)) € det(In z) pour toute Me I ;
20 (Im 2.')"1 cst réduite ou sens de Minkowski ;

30 lxjkl‘< 1/2 y OU X = (xjk) désigne la partie réelle dc 2

Nous sormes nmaintenant en mesure de prouver l'assertion (¢) du théoréme. I1 suffit
de montrer que les conditions 1°, 2° et 3° de la proposition 4 entrafnent les condi-
tions (i), (ii), (iii) du théoréne, dé= aque u >0 est assez grand. Or on sait (Ex-
posé 1) que la condition 2° inplique que (Im z)—lé St(u) pour un u convenable,
autrement dit : 2° entrafne (ii). Il est trivial que 3° entraine (i) pour uw> 1/2.
Enfin, 1° et 3° entrafnent (d'aprés la proposition 3)

la 021 et [x [€1/2, daton ynn;sf‘z,

)—l

' tepa s 2
ot comme d = (ynn , (111) est vérifide lorsque u > <5 -

Ainsi la dénonstration du théoréme est achevée, & cela prés qu'il reste & établir
le lenme qui a été provieciverent admis. Pégong Ms =z' , Imz=y , Imz'=y'.
4 1l'zide de (14), on vérifie que

-1 - t

v =(cx+d)y1(xtc+td) +Cy C o

Soient wuy, les éléments diagonaux de y’-l 3 on a

_ -1, t t t
(18) u, = (cix + di)y (x c; + di) L T ARG
en notant ¢, et d, les i-iémes lignes des matrices ¢ et d ; chacun des deux
termes du second rembre est 20 . Lorsque M parcourt le sous=—groupe discret _r N
les u,, sont minorés par un nombre >0 fixe (une fois 2z donné) : car, y étant
20, cy tc est minoré par un nombre >0 fixe lorsque ¢ # O (puisque c¢ est
2 élénents entiers) ; et pour ¢ =0, d(y'_l )t'd est minoré par un nombfe >0 fixe
lorsque d # 0 est & <1léments entiers. Si mgintenant on suppose que v est ré-

duite au sens de Minkowski, le produit des u est najoré par un nombre fixe, puis-—

ii
que det y’"l < o(-l par hypothese. De 1& résulte que chacun des u,. est najoré ;
neis ceci implique, d'aprés (18), que c; et d, ne peuvent prendre qu'un nombre
fini de valeurs (car dés que l'une des composzntes de s est assez grande, ey ¥ tc:.L

est grand ; et si les composantes de s rcetent bornées, et que l'une au moins des
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-1 t t
conposantes de di est grande, (c:.L X + di)y (x c; * di) est grand).

Le lerme est donc dénontré.

6. Les groupes rarancdnlairesg.

Sur 1l'espace ,lf %, coneidérons un lattice /\ , et, au lieu de la forme alternde
J(x , y) dun®1l, considérons une forme alternée non dégénérée F(x , y) , & va=
leurs entidres sur /\ . Soit Gf le groupe des nmatrices réelles qui conservent
F, et U P le sous-groupe des matrices transforment /\ en lui-mbme. On sait,
par la théorie des diviseurs élémentaires, qu'on peut choisir une base de maniére

que N soit le lattice des points & coordonnées entiéres, et que F prenne la

forme cenonique

< \
et A .
<icn Si(xiyn-t-i V5%, +1) , les éi Stant entiers #£ 0 .

Supposons donc que F ait cette forme, et que N soit le lattice des points entiers;

par le changement de variables
! = = £
X T X X Sl *ni (1€ ign),
la forme F devient & nouveau la forme J du paragraphe 1, et G:f devient donc
le groupe symplectique G = Sp(n , .,.) Quant au sous-groupe discret 1 £ il
devient le groupe des matrices Symplectiquesl M tglles que A M A ait ses

éléments entiers, en notent A la matrice | s) o & désigne la matrice
0
diagonale ayant pour élérents les entiers § ;e Aingi ,r;, devient le sous-groupc
a

FB du groupe symplectique forné des matrices ( ) telles gque les matrices
d

a bg-ly SC’ gdg_l

soient & élénents entiers. Un tel groupe F S s'lappellera un groupe paramodulaire.

I1 résulte des zonsidérations générales de 1'Exposé 2 qu'un tel groupe paramo=-
dulaire est minkowskien dens Sp(n , R) , c'est-a~dire satisfait & la condition
(M) (Exposé 2, page 1). Mais il ne semble pas qu'en générel il existe dens § n
un ouvert fondamentel (pour le groupe l"é considéré) dans lequel y"1 soit borné,
corme c'était le cas nour le groupe modulaire.
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