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RÉDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES,

d’après MINKOWSKI et SIEGEL

par André WEIL

Séminaire H. CARTAN
E.~~.~. ~ 1957/58

4 novembre 1957

La théorie s’insère dans le schéma suivante dont on rencontrera d’autres

exemples par la suite. Soit G un groupe do Lie semi-simple ; soit .~ un sous-

groupe discret de G ; classiquement, on se propose de trouver, pour ~’ dans G,
un "domaine fondamentale c’est-à-dire un système de représentants dans G pour

possédant des propriétés sympathiques (par exemple, d’être réunion de variétés

plongées dans G ) . Si K est un sous-groupe compact de G, G opérera sur

l’espace homogène H = G/K (notation : on fera opérer G à droite sur H ;

H est donc l’ensemble des classes à gauche, Kx, suivant K dons G ) ; il e~ t

immédiat que, si 1 est discret dans G , f y en que sous-groupe de G,

opère sur H d’une manière "proprement discontinue" (ce qui v~ut dire : quelle
que soit la partie compacte X de H, les ~;~ tels que sont

en nombre fait, on prend toujours pour K un sous-groupe comoact

maximal de G ; il résulte de la th éorie des groupes semi-simples que K est

défini par là d’une manière unique, à un automorphisme intérieur près de G ;
autrement dit, H est défini d’une manière unique à un isomorphisme près. Sans

restreindre essentiellement la généralité des problèmes qu’on se propose de

traiter, on peut supposer que G n’admet pas de sous-groupe compact invariant ;
H = G/K est alors, au sens de CARTAN, 1 ’"espace riemannien symétrique" associé
à G. -

Du point de vue théorique, il est commode de prendre G semi-simple au sens

strict (non seulement au sens infinitésimal, mais au sens c’est-à-dire

de contre réduit à l’élément neutre (et non pas seulement de centre discret).
Du point de vue des calculs explicites, il est souvent commode de calculer avec

des matrices, ce qui conduit à écrire des groupes, infinitésimalement simples

ou semi-simpJs,;ayant un centre discret (par exemple le groupe linéaire spécial
sur R , SL(R,n) , dont le centre, si n est pair, est - 3. , où 1 1 est la

matrice unité). D’où maints abus de langage, dont on s’excuse d’ avance.

Dans la théorie de la réduction forres quadratiques au sens classique, on

part du groupe PL (partie connexe du groupe projectif réel à n

variables"homogènes" = quotient du groupe linéaire L jn) à n variables,



de déterminant >0 , par son centre = quotient du groupe linéaire spécial
SL(R,n) , à ..n variables, de déterminant 1, par son centre), et du groupe di.scret
0393o , image dans G du groupe multiplicatif [*’ des matrices de déterminant ± 1

à coefficients dans Z. Un sous-groupe compact maximal de G est l’image K 
0

dans G du groupe orthogonal spécial (matrices orthogonales de détermi-
nant 1).

Soit P l’espace des formes quadratiques positives non dégénérées à n varia-

bles :

(un vecteur x ~ ~ en notation mtricielle, sera toujour s conçu comr~e matrice à n

lignes et 1 colonne). On écrira ~ ~~ 0 pour exprimer que la matrice symétrique
k est celle d’une forme positive non dégénérée. 0 Le groupe opère sur

P par la loi (A,X) où A s: P et X est un élément de écrit

comme matrice. Toute forme de P s’écrivant comme somme de n carrés (de formes
linéaires en les x,) , le groupe opère transitivement dans P ; l’élément 1
de P (c’est-à-dire la forme "standard" 03A3x2i étant invariant par le groupe

orthogonal O(R,n) , P s’identifie à l’espace homogène 

Dans l’espace vectoriel (de dimension n(n + ~)~2) de toutes les formes quadra-
tiques dans ,~ (ou, ces formes étant exprimées au moyen de la base canonique de

dans l’espace des matrices symétriques à n lignes et n colonnes P est
défini par les inégalités P (x ) ~ 0 C ) et forme donc un cône convexe ; on

vérifie immédiatement que ce cône est ouvert ; sa frontière est l’ensemble des

formes positives dégénérées. Par passage a.u quotient par la relation d’équivalonce
dont les classes d’équivalence sont les rayons ("demi-droites" ) issus de 0, P

détermine une partie convexe P 0 d’un espace projectif de dimension n(n + 1 )/2 - 1.

Par passage au quotient, le groupe projectif Go = PL(R,n) opère dans il

résulte de ce qui précède qu’il y opère transitivement, et que Po s’identifie

à espace "riemannien symétrique" associé à Go . La théorie de MINKOWSKI
conduit à la détermination, dans Po’ d’un domaine fondamental pour le groupe
-discret 03930 , qui est un polyèdre convexe (plus exactement la réunion de l ’inté-
rieur d’un polyèdre convexe et d’une partie convenable de sa frontière).

Soit d’abord n = 2 ("formes binaire s" ~ 9 on écrit

P est le cône déterminé par a > ~ , ac - ~~ ~ 0 (intérieur de l ’une des nappes



d’un cône 4u seoond de~ré dans R~ ~ ; P est, dans le plan proj ectif, l’inté-

rieur de la conique ac - b 2 == 0 . Comne X est une représentation du

groupe linéaire dans l’espace des formes symétriques A, il s’ensuit, par passa-

ge au quotisnt, que les opérations de Go dans Po sont das homographies ou

automorphismes du plan projectif ambiant, conservant la conique frontière de

Po ; Po étant pris comme "modèle cayleyien" de la géométrie plane hyperbolique,
G induit donc, sur un sous-groupe du groupe des automorphismes de cette

géométrie ; on vérifie sans peine que c’est même exactement la partie connexe
de ce dernier groupe (c’est-à-dire le "groupe des déplacements non-euclidiens").
La correspondance entre la "modèle cayleyien" et le demi-plan de Poincaré

s’obtient comme suit : à toute forme P on fait correspondre, d’une part le

point f 
? 
qu’elle détermine dans P , d’ a utre part celle des racines de l’équa-

tion az~ + 2bz + c = 0 dont la partie imaginaire est > 0 ; la correspondance

f ~ z est une correspondance biunivoque entre Po et le demi-plan supérieur
de la variable z ; les ooérati ns do G dans ce demi-plan sont évidemment

celles du groupe homographique réel de déterminant >0 (groupe d ; s déplacements
non-euclidiens dans 1L modèle de Poincaré).

Pour déterminer un point de P , on pout, au lieu la se donner une forme qua-

dratique Rn , se donner une forme quadratique F, positive non dégénérée,
de ns un espace vectoriel 3 de dimension n sur R , nt une base (e1 , ... , on)
de cet espace. ost le produit scalaire dans F 9 associé à F de la.

manière habituelle, les données en question déterminent la forme quadratique
dans Rn donnée car

Posons A’- ~) , a.. = Le. , (3. ~> 3 ~~ un élément du
.. -*J 1~ ~- J -"j

groupe linéaire n) ; par définition, la transformée de A est

A’ =1 ce qui s’écrit aussi

Dire que X est à coefficients entiers do déterminant - 1 équivaut à dire que

les "lattices" (sois-groupes discrets de rang n de engendres par

(e1 , ... , on) et par (e’ , ... , coïncident. L’ensemble forme car A

et tous ses transformés car le groupe 0393 est donc l’ensemble des matrices
A’ = el , lorsqu’on fa it parcourir à tous



les systèmes de n générateurs du lattice engendre par e. ~ ... ~ Supposons

qu’on ait choisi, dans P ~ un système de représentants lî pour la relation

d’équivalence déterminée par les opérations du groupe 0393o sur P ; convenons

momentanément de dire qu- ]a matrice A d’une forme quadratique? est

"réduite" si le po~nt qu’elle détermine dans P 
0 appartient à ~ ~ et aussi

qu’une base ... , de l’espace E est "réduite" pour une forme qua-

dratique F dans E si la matrice A des e.. e. > est réduite. Il résulte

de ce qui précède qu’étant donnés une forme F et un lattice A dans E , il

y a au moins un système de générateurs de A qui est une base réduite pour F ~
et que deux tels systèmes déterminent nécessairement la même matrice A , donc

ne diffèrent l’un de l’autre que par une transformation du groupe orthogonal de

F . Choieir un système de représentants Mo revient donc "à peu près" à énoncer

une loi qui, à tout couple formé d’une forme quadratique F et d’un lattice ^ ,
permette d’associer, avec le moins d’ambiguïté possible, un système de générateurs
de A . On va, d’après MINKOWSKI, formuler une telle loi.

Soit d’abord 
’’ 

~ =2 ; on prendra pour e. un vecteur ~ / 0 du lattice À dont

la "longueur" F(e.) ’ " soit la plus petite possible, cuis pour e~ un vecteur

dont la longueur soit la plus petite possible parmi ceux qui ne sont pas de la

forme te Il est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de vecteurs e
satisfaisant à la le condition, et qu’il y en a au moins deux ; des considérations

géométriques élémentaires (et évidentes) font voir qu’il y en a exactement

deux, sauf dans les cas suivants : i (a) lattice de Gauss (points à coordonnées

entières dans le plan muni do la forme x + y ) ~ (b) lattice hexagonal
(engendré par les vecteurs (1,0) et (l/2 ~ /3/2) dans le plan muni de

x + y ) . Il s’ensuit que, dans tous les cas, les divers choix possibles de 
-

el si déduisent les uns des autres nar une rotation A invariant

(rotation d’angle TT dans le cas générale d’angle rcsp. m03C0/3 , avec
m entier~ dans les cas (a) y respo (b) ). Quant au second vecteur e~ ~ on constate

non moins aisément qu’il est déterminé d’une manière unique au signe près (une
fois qu’on a choisi sauf dans le cas d’un lattice engendré par deux vecteurs

(l~C) et (l/2 ~ y ) , avec jy) ~ ~3/2 ~ dans le clan muni de x + y . On
lèvera l’indétermination de signe~ autant que possible~ en convenant de prendre

e2 tel que e1 , e2>0 ; il se trouve que, lorsque cette règle laisse subsister

une ambiguïté, le lattice /B admet la droite pour axe de et les

choix possibles de e~ sont symétriques l’un de l’autre par rapport à cet axe.

Une base (e1 , e2) du plan muni d’une forme quadratique F sera dite réduite



si elle possède les propriétés énoncées ci-dessus, par rapport au lattice qu’elle

engendre et à la forme F . Une forme quadratique F _ ax 
2 

+ 2bxy + cy 
2 

dans R 
2

sera dite réduite si la base canonique de R2, formée des vecteurs (1,0) et

(0,1) , est réduite par rapport à cette forme. Si on écrit les inégalités

on obtient immédiatement les conditions a ~ c , ~~b ~ ~ a , qui sont donc nécessaires
pour que F soit réduite (avec bien entendu a > 0 puisque F doit être positive
non dégénérée). La condition subsidiaire imposée à e~ s’écrit ici b ~ 0 . Donc :

Réciproquement, ces inégalités cntraînent, d’abord que F est positive non dégé-
nérée (c’est clair ) , puis que F est réduite (c’est facile à vérifier). Elles

détorminent, dans P , dans l’intérieur de la conique ac - b 2 = 0 ,
un triangle Îv,y , ayant un sommet sur la conique. Puisque, étant donnés un lattice ,
et une forme, la règle ci-dessus permet toujours de construire au moins une base

réduite, il s’ensuit que Mo contient un système complet de représentants pour
le groupe 0393o opérant dans P . Du que, pour F et /B donnés, les divers

choix possibles do la base réduite se déduisent tous les uns dos autres par une

rotation ou une symétrie conservant on conclut que M 
o 

constitue même un tel

système de représentants  Il s’ensuit que Po est réunion de et de tous ses

transformés ("pavage" du plan non euclidien par les transformés du domaine
fondamental). Naturellement, ces transformés ne sont pas deux à dcux sans point
commun ô cela tient justement aux cas d’ambiguïté possible dans le choix d’une

base réduite, ou, ce qui revient a u môme, au fait que 0393o n’opère pas sur P o
"sans point fixe". L’analyse détaillée du pavage on question est classique, n’offre

pas de difficulté, et est sans intérêt pour ce qui suit. On notera que si, au lieu

de partir du groupe 1 des motrices entières de déterminent - 1 , on était parti
du sous-groupe i de 0393 formé des matrice s de déterminant 1 , on aurait été

conduit naturellement à un domaine fondamental deux fois Dlus grande correspondant

à la noti;n d ’"équivalence propre" des form.es quadratiques lieu de 1 ’ équivalence
ou impropre" qui a servi ci-dessus) ; pour l’équivalence propre, une forme

sera dite réduite si elle satisfait à 0 ac, |2b|  a ; ce sont les conditions

classiques de Gauss, correspondant, dans le demi-plan de Poincaré, au domaine
fondamental classique pour le groupe modulaire (déterminé par |z|  1 , 1/2)
Passons au cas général. Dans un espace vectoriel ’4 de dimension n sur R ?

une base (81’ = .. , en) , engendrant un latt; cc n , sera dite réduite



Par rapport à Une forme quadratique F (positive non dégénérée) si elle satisfait

aux deux conditions suivantes :

(1) . Pour chaque 1, soit Ei l ’ensemble des vecteurs ee /l tels que

(Ci , ... , ei- i , e) fasse Partie d’un système de n générateurs pour A ; ei
est a,lors un vecteur de longueur minimum parmi ceux de E..

(11). On a e~ , e~~~> > 0 pour i  1 £ n - i .

Gomme ci-dessus, la condition (ii) sert à se débarrasser, dans la mesure du

possible, d-i l ’ambiguïté de signe inhérente i,u choix des e. i quand F et l’i sont

donnés. Si on s’était laissé guider par le cas n = 2 , on aurait, dans (1) ,
pris pou,r E. l ’ensemble des vecteurs de À qui ne sont pas dans l ’espace vectoriel

engendré Par Ci , ... , avec Cette condition plus forte, il n’aurait Pas

été vrai que tout lattice possède une base réduite par rapport à une forme F

donnée, d’où nécessité de modifier assez fortement l’éncncé des résultats ulté-
rieurs (il est à noter que, dans les généralisations de la théorie, par exemple
aux corps de nombres algébriques, on ne peut éviter ces énoncés d’aspect plus
compliqué). On notera que, pour que e e Z. , il faut et il suffit que l ’image
de e dans le quotient 4 de A par le lattice engendré p:ir

... , ei-1 soit un élément "primitif" de ce quotient (c’est-à-dire non
divisible par un entier> 1) . Il revient au même fle dire que Ei est l’ensemble

des vecteurs 03A3j x , e où x , ... , x 
n 

sont des entiers tels que le plus

grand commun diviseur (xi , ... , xn) de xi , xi+1 , ... , xn est égal à 1.

Par sui te, pour qu’une forme quadratique positive non dégénérée F (x) = Ù a.. x, x.
soit réduite (ce qui veut dire que la b,ase canonique de flà est réduite par
rapport à la forme), il faut et il suffit qu’elle satisfasse ùux conditions:

(i). ° ° ° ° ’ xn) à aii pour tout système d’entiers °° ° ’ xn) tels

que x. , ... , x > = 1 ;
1 n

ii> . ai,i+1 >° pour i  1,  n - i .

Il est clair d’ailleurs que la condition (1) , jointe à aU N 0 (resp. 0)
suffit à entraîner que F est positive non dégénérée (resp. positive) .

Si on remiarque Qu’,nvec ’ les notations ci-dessus on a e . j El E. et e . j oloo e, i fi E.
chaque fois que 1  j , on en conclut que (1) entraîne les inégalités :

(I ) . ll~ ..  ? .. (i / j ) et

(II) , 12a.. i  a.." (i é j ) .
ij 11



De plus, un théorème fondamentale dû à Minkowski, affirme qu’à tout n correspond

un C n > 0 tel que (i) entraîne aussi l’inégalité :

(III). a11 a22 ... .

Soit M la partie de P définie par les conditions (i) et (ii) ; soit

M son image dans P . L’ensemble M étant défini par une infinité d’inégalités
linéaires et homogènes par rapport aux a.. , il est évident que c’est un ensemble

convexe "positivement homogène". Comme il est évident que tout lattice possède
au moins une base réduite par rapport à une for~«e donnée, M contient un système
de représentants de P par rapport au groupe L . On peut donner à ce sujet des
énoncés beaucoup plus précis (voir plus lcin), mais ils ont peu d’importance du

point de vue des applications. Les résultats vraiment importants sont liés à

l’introduction de deux familles d’ouverts dans P (resp. P ) qu’on va définir

maintenant.

Pour chaque t > 1 , soit S(t) la partie de P définie par les inégalités :

Le théorème de Minkowski montre que ~~ ~- S(t) pour t > 1 (c ’ est principalement
sous cette forme qu’on a à Il est clair que les S(t) forment une

famille, croissante avec t, de parties ouvertes de P ~ dont P est la réunion.

On notera S (t) l’image de S(t) dans P . t .

D’autre la réduction d e l’a forme quadratique F à une somme de carrés par

la méthode des algébristes babyloniens (méthode connue également, dans la littéra-

ture, sous les de "méthode de Jacobi" et "méthode d’orthogonalisation de

Schmidt" , à moins qu’ il ne convienne plutôt de l’attribuer à quelque savant

russe...) permet, d’une manière et d’une seule, d’écrire :

ou encore, en termes matricials, A = où D est la matrice diagonale

ayant dl’ ... ~ d n pour coefficients diagonaux (et 0 partout ailleurs), et
T la matrice triangulaire (au sens strict, c’est-à-dire ayant 1 partout dans la



diagonale principale) dont les coefficients sont les tij pour i  j , et les

~ij (1 si i=j , 0 sinon) Par 
_..

que los cl  t.. sont des fonc -ions rationnelles des a.. , à dénominateurs 

~ 0 dans P r

Cela posé, soit S’ (u) , pour tout u > 1 , l’ensemble des ceints de P de la

ferme A = où D est une matrice diagonale, à coefficients diagonaux

d 1 f , .. ; d  3 et T une matrice triangulaire au sens strict, à coefficients

t.. pour i L j , sa tisfaisant aux inégalités : .

-"J

(B) a~d. 3. ~ud. 1+ ~. (l~â.çn-~ 1) ; (l ~r i ~ j ~ n) .

D’après ce qu’on vient de dire, il est clair que les S’Cu) fomenta eux

aussi, une croissante d’ouverts de P 9 dont la réunion est P . Des

calculs triviaux de vérifier que tout S(t) est contenu dans un

S’ (u) , et réciproquement. Il s’ensuit évidemment que 1.i est contenu dans S’ (u)

pour u assez grrnd, On notera S’ 0 (u) l’image de S’ (u) dans P .
on doit à le très important résultat suivant (pour l’énoncer commodément,

on conviendra: pour toute partie S de P, et toute matrice inversible X, 
’

de noter le transformé de S par X t i.e. l’ensemble des X.A.X pour

A ~ !3 ) . ? -a . 
! 

-. 
> ’ . J - .. 

’ .. - ’.- ;’

Quels que soient t > 1 et m entier ~ 0 , l’ensemble des matrices X à

coefficients entiers, d;; déterminant m, telles que S(t) /~ S{t) ~ ~ ~ est fini.
Il s’ensuit naturellement qu’on peut en dire autant pour S’ (u) . Comme M ~ S(t) ,

on en conclut en particulier, en prônant m = ± 1 , que, pour tout t > 1 , S(t)
est contenu dans la réunion de r~ ot d’un. nombre fini de transformés de M par

des éléments du groupe ~..

on peut vérifier, par exemple par calcul explicite, que, dans Po consi-

déré comme espace riemannien symétrique G /K , chacun des ensembles (non compacts)
S (t) est (le volume fini, pour le volume "naturel" défini da ns l’esDQce P
(volume qui est naturellement invariant par G , et cette condition détermine

d’une manière unique a un facteur près). Compte tenu de ce qui cela

équivaut à -lire que est de volume ou encore que l’espace

homogène G est volume total fini. La détermination du volume de ce dernier

espace (l’ élément de volume invariant dans Go étant choisi explicitement une fois

nour toutes) est due à 

Pour on ajoute ce qui suit, dont 1’intérêt est d’ordre historique et
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esthétique mais dont en réalité on ne semble guère avoir à faire usage. En premier

lieu, l’ensemble convexe défini par les inégalités ~1} et (ii) jointes

à l’inégalité a.. ~> 0 , ist en réalité une pyramide convexe ; autrement dit, il
suffit pour le définir d’un nombre fini d’inégalités prises parmi celles qu’on
vient de mentionner. On en a vu ( sans démonstration, mais la démonstration dans ce
cas est facile) un exemple, pour n = 2 ; pour n = 3 et n = 4 , on connaît

un système explicite d’inégalités définissant rien de tel n’est connu nour

n quelconque. De plus, est l ’adhérence, dans P, de son intérieur. Enfin,
non seulement P est réunion de M et de tous ses transformés h par les

éléments X du groupe 1 (ou, plus précisément, par les transformés de par

un système de représentants, dans fi, des classes suivant le centre 1n}
de  : car ce centre opère trivialement sur P ~ , mais encore ces transformés
forment une triangulation ou un "pavage" de P , au sens suivant : leurs intérieurs

sont disjoints ; l’intersection de deux quelconques d’entre eux est une pyramide
convexe de dimension plus petite : tout compact n’a de points communs qu’avec un

nombre fini de ces transformés.
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