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Sérminaire H. CaRTaN

10-39
2.N.S., 1957/58

Exposé 10 bis

RECTIFICATIONS
3 1'Exposé 1 du Séminaire 1953/54

Dans mon Séminaire consacré i la Théorie des fonctions automorphecs et des espaces
analytiques (annde 1953/54, exposé 1), j'ai formulé des théorémes concernant 1'exis-
tence de séries de Poincard qui admettent des développements limités donnés cn des
points donnés (théorémes 2 et 2 bis, 3 et 3 bis); ces théorémes ont ét# uti-
lisés & plusieurs reprises dans la littérature, mais leur démonstration est incor-
recte, comme me 1l'a signalé récemment R. GODEMENT. Les énoncés des théorémes sont
néanmoins corrects ; je me proposc d'en donnecr ici une dAémonstration, d'ailleurs

valable pour un cas un peu plus général que dans 1'exposé cité.

X désigne un domaine borné (connexe)} de 1'espace numérique complexe ﬂgﬁ , et G
an groupe discret d'automorphismes (analytiques complexes) de X . Soit Jg(x) un
factecur d'automorphie : pour chaque g € G, Jg(x) est une fonction holomorphe
st nen nulle de x € X, et on a

(1) Jgg'(x) = Jg(g'.x) Jg,(?‘ pour g, g' €G et x€X.

Plus généralement, scit F un espace vectoriel complexe de dimension finic ; on
considére un facteur d'automorphic g?g(x) , qui pour chaque g & G , o¢st une fonc-
tion holomorphe de x &€ X & valeurs dans le groupe GL(F) des automorphismes

(1indaires complexes) de F , et satisfait &

Y - - '.
(2) }: gg! (x) ‘-—’g(g x) ?gf (x) ’
oti, dans le sccond membre, lec produit désigne la composition des automorphismes

de T . Une fonction £ holomorphe (resp. méromorphc) dans X , & valeurs dans

T, cot vac Zorme automorphe (relativement au groupe G et au facteur d'automorphie

(
‘ —
(3) T (gox) = ilg(x).QP(x) identiquement, pour tout g &G .,

Dans cc qui suit, nous supposerons qu'il existe un cntier my > 0 tel que les

deux sdéries <
L (3 ) ot L— (3. p (x)7
g < g I 8

e X . Alors, pour tout entier m Z_mo ’
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L(h 3 n) = geG (J (x))™ h(g.x)

(h holomorphe dans X , & valcurs scalaircs, et bornée)
- 5 -1

(f holomorphe dans X , & valeurs dans F , et bornee)

sont des fonctions {w(x) et F(x) , holomorphes dans X , qui satisfont &
(4) ) = G N™ b,
(5) T (gx) = (3,NT" p .16

Donc L(f ; {©, m) est unc forme automorphc (holomorphec) relativement au facteur
d'autonorphie (Jg(x))—'m &Dg(x) , et le quotient L(f ; £ o n)/L(h 3 m) est une

forme automorphe (méromorphe relativement au facteur d'automorphie S (si 1le

dénominatecur n'est pas identiquement nul).

Pour chaque point a & X , notons “a 1l'anneau des germes de fonctions holo~
morphes (scalaires) au point a , et Aa(F) 1l'cspace vectoriel des germes de
fonctions holomorphes & valeurs dans F . Pour tout entier p 2 0 , soit 1P
1'idéal de A (resp. Ii(F) le sous-espace vectoriel de Aa(F)) formé des
germes de fonctions qui s'annulent au point a ainsi que leurs dérivées d'ordres
£p . Soit Dp 1l'anncau quotient A4 /Ip , et Dp(F) 1'espace vectoriel quotient
A, (F)/Ip(F) , qui est un nodulc sur D‘ . Pour chaque h holomorphe au voisinage

de a , on notera p(h) 1'image canonlque de h dans Dg ; de méme si f est
holomorphe & valeurs dans F , on écrira - p(f) & DP(F) %}i(f) est le déve-~

loppement 1limité d'ordre p de la fonction f ; il s'identifie & un polyndme de

degré p en x —a .

Soit G(a) 1le groupe d'isotropie du point a (sous—grouve des g & G tels
que g.a = a) ; il est fini ; on notera k(a) son ordre. On notera A 2 le
sous-espace de DS(F) , formé des germes de fonctions & qui satisfont & (3)
modulo IE(F) , pour tout g & G(a) . Pour chaque cntier m , on notera ﬁlp(m)
le sous~e;pace de Dg(F) , formé des germes de fonctions ’f’ qui satisfont a (5)
modulo Ig(F) , pour tout g € G(a) . I1 est clair que si 35 est une forme
automorphe relativement au facteur d'automorphie o , et si 3; e¢st holomorphe
cu point a , t& g(ﬁi) appartient a Zlg s de mém%, si a@ ost une forme auto-
morphe satisfaisant & (5) , G g(ﬂi) appartient 2 ilg(m) .

Dans tout ce qui suit, on se donne un ensemble fini de points ay & X, tel que,

vour 1 # j , ay et aj ne soient pas congrus suivant G . On se¢ donne un entier

L 2 O une fois pour toutes.
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LEMME 1. ~ Soit h unc fonction holomorphe (scalaire) bornée dans X , telle
que ¢

h(e,) = 1 en tout point a, ;
i i

h(c) = 0 cn tout point ¢ distinct des 2y et de la forme g.ay (g étant
un élément de G tel que |J (a )l . (Comme ces points c¢ sont en nombre
fini, il existe une tellec h 3 on puut mdme prendre pour h un polyndme). Alors,

pour tout entier n»0 assez grand et multiple des ordres k(ai) s la fonction

holomorphe L(h ;3 m) ost #0 aux points a;
7 -
DEONSTRATION. - Posons L(h ; m) =7k

s

.

L0 = Zm5)) Uglep))® nleay) + I (a0 hlguay)

la seconde sorme étant etendup aux géeG tels que ]J (a )I < 1 . La premiére

somme est égalc A k(a ) 5, et la scconde somme tend vers O quand m tend
vers + 00.

LETME 2. — Pour tout nombre u tol que 0 < u<« 1, il existe une partie finie

HC G et, pour chague point a; » un voisinage V. de a. , jouissant de la

propriété suivante : pour x & V et g fFH s On a IJ (x)l .

Cela résulte aussitdt du fait que la série g%:é (J (x))" converge normalement
au voisinage dc chacun des points ag . )

Fixong désormais u (par exemple : u = %-), d'ou H .

/2 ~
THEOREME 1. - Soit h une fonction holomorphe (scalaire) bornée dans X , tello
que @

E>§ (h) = 1 pour tout point ay 3
i
E;g(h) = 0 pour tout point c¢ distinct des ay et de 1la forme g. a; 5 avec

g € H . Soicnt donnés d'autre part, pour chaque a; , un é1ément, cL t Aﬁ

’
et soit f unc fonction holomorphe (& valeurs dans F), bornde dans X, e% telle

que

SP(g) = c(i ’ < g(f) = 0 aux noints c¢ ci-dessus. dlors, pour chaque

i

point a; s onc

(6) lim <P L(f; ; , m) ,
m—o i L ; n 1
n=0 (k)

oL k désigne le plus petit commun nultiple des ordres k(a.) .
i
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/
DR ONSTRATION. — Observons d'abord qu'il existe toujours une h et une f

satisfaisant aux conditions de 1'énoncé r exemple des polvndmes convenables.
2 p p o

D'autre part, le premier membre de (6) a un sens pour m assez grand, puisque

la fonction L(h ;3 m) est # O aux points a; s d'aprés le lemme 1 ., Fixons main-—
tenant le point a, considéré, et posons

-

L' (f ; [ m) = >QG@ )(J(Xn p(xrddfgx)s
L'(h 5 m) =>—~GGW (7 ) Blgx)

L"(f; . l é—Z—-(J (=)" \ () 7Le(gx)
L"(h

) ‘ZT (7,))" n(g.x) .

e

Puisque E,E(f) =0, QQP(h) 0 pour les points c¢ définis dans 1'énoncé , on a
g,g L(f H i;‘f 5 m) = (bg. L' (f H “, s m) + gg L (f 3 ? , m)
i _ i i
gg.ﬂh;m)z&g.LWh;m)+gg.mﬁl;m .
1 i i
De plus ’ )
p [ ] . - — cp m _ p \ .
%ai L (f 5 ‘> s n) —Z—g(—:GTai—; ( ai Jg(x)) o(i = (g&i L'(h ; m)) «i

puisque, par hypothése, G(i appartient a iﬁi . D'autre part, on a

i
Ccp _ - 4
L.ai Jg(x) = t‘g + Pg(x ai) oour g & G(ai) ,
oi % _ est une constante, racine k(ai)—iéme de 1'unité, et P_ est un poly-

ndme de degré p sans terme constant. Puisque m est un multiple de k(ai) , on a

(g:g. Jg(x))m = (1 + Qg(x - ai)m pour g & G(ai) ,
i

ol Qg désigne un polyndme de degré p sans terme constant.

On a donc
m 5% L P o, = 67 (o L6F L o) < (B2 1 (ym) ety ]

84
et pour prouver (6) il reste A montrer que le second membre de (7)

quand m —3 + © (cn restant multiple de k) .

tend vers O

Dens le voisinage V, de a; , ona IJg(x)] 4 u pour g ¢ H , donc la fonc-—

tion holomorphe L"(f ; P , m) est, dans A majorée par
m-T10 g -1 Som
DI - |J_(x X JSLlg.x Mo
Z:g’wlg NP o G hs (g | g
ol M ne dépend pas d¢ m . Résultat znalogue pour la fonction L"(h ; m)
apoliquent les inégalités dc Cauchy aux Aévelopvements limités “e ces fonctions,

. N e : . a
on voit que g'f L"(f ; > , n) et S L"(h ; m) , considérés comme volyndmes-—
[y . a.
i i
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. . . . rn
fonctions en x - a5 sont, dans un voisinage fixe de =a., , majorés par M.u

=Y

oi N est indépendant de m .

I1 reste, dans (7) , & najorer g_p (-ETH———-T—) , qui est un polyndme en

X —a, « On a d'abord
i —

¢p . ._> mn_ P 1 .
OaiL(h,M)—gFG(a)(l'#Q) +biL(h,m)
=RO+R1 ce e +Rp’
ou chaque Rj est un polyndme horogénc de degré j en x - a; » qui dépend de m .

Quand m—) + @ , R, tend vers k(ai) , tandis que, pour 14 j(p, ona
]le < Ko au voisinage de a; (K désignant un nombre fixe).
En calculant 1l'inverse de g;g‘ L(h ; m) dans 1'anneau DE. , on trouve
~p ;3 1 i
Oui(m) =-R—o-(1 8+ ee 4 sp) ,
ol chaque Sj (1 L3 & p) est un volyndme homogéne de degré p , majoré dans

un voisinage fixe de a; par Kl.mJ (K1 : constante indépendante de m). On voit

finalement que le second membre de (7) est majoré par
N, .mP u'  (§, indépendant de m) ,
et ceci établit la relation (6) ; le théordme 1 est démontré.
CONSEQUANCES du théoréme 1. - Prenons des systémes (o(i) en nombre fini, for-

mant une base de 1'espace vectoriel T:F llxz . Pour chaque élément (oL{) de

cette base, choisissons un polyndme ft cdmme il est dit dans le théordme 1 .

alors, pour chaque i et chaque t , ona

- t . 5
un 62 ML Lo m -l
m—) =i ’
m=0(k)

Donc, pour tout multiple m assez grand de k , l'application

L )
(gp. (L(h ) n) )

. t —_—
envoie les f  sur une base de l'ospnce vectoricl \f A

Ainsi :

7/ \
THEOREME 2, — Les points ay et 1l'entier p étant donnés comme ci-dessus,

soit h unc fonction holomorphe comrc Aans le théoréme 1 . I1 existe un entier

m(p , ai) jouissant de la propriété suivantc : pour tout entier m multiple des
ordres k (ai) et > nlp, ai) , et pour tout systéme d'éléments oy € Ag.‘ ,
il cxiste un polynéme f tel que
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(8) E)E L(i(; f)mj m) = o, pour tout i .

H 1

Zn perticulier, il existe une forme automorphe (méromorphe) relativement au

facteur d'automorphic P , qui soit holomorphe en chacun des points ay et y
admette des développements limités d'ordre
b
Aa. ¢
i

/ ~
THEOREME 3. — Les points 2y et 1'entier p 4tant donnés comme ci-dessus, soit

m  un nultiple Aes ordres k(ai) qui soit > n(p , ai) . Alors, oour tout systéme
d'éléments P ; €

p , arbitrairement choisis dans les

Q‘g.(m) , 11 existe un polyndme f tel que
i

p R _ .
(9) bai L(f ; F , m) = Pi pour tout i .

kX { = {\p H a E AN p ' &
in effet, posons Ay ?1/ ay L(h;m).Ona < i 0, ! donc, d'apres le

théordme 2 , il existe un polyndfie f satisfaisant & (8) , ct de 12 on adduit

(9) .

Pour finir, soit q wun entier quelconque, et considérons le facteur d'automorphie
Pg(x) = (Jg(x))“q . Pour ce facteur d'automorphie, le théoréme 2 ci-dessus re—
donne le "théoréme 3 bis" de 1'exposéd cité au début ; le théoréme 3
redonne le "théoréme 2 bis" de 1'exposé cité.

ci~dessus



