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Séminaire H. CARTAN, 10-01
E.N.S., 1957/58 3 février 1958

SERIE DE POINCARE ET SPITZENFQRMEN

par Roger GODEMENT.

Le but principal de cet exposé est d'établir, dans le cas du groupe de Siegel
sp(n , 2Z) (l), les relations existant entre la théorie classique des "séries de
Poincaré" (Séminaire H. CARTAN, 1953/54, Exposé 1), valable pour tout groupe d'auto-
morphismes d'un domaine borné, et celle des Spitzenformen ; ces relations sont
4 1'origine d'une part des théorémes d'existence pour les Spitzenformen (et pas
seulement des théorémes d'existence pour les formes modulaires }), d'autre part
de la formule des traces de Selbergs. L'outil essentiel pour étudier ces questions

est la théorie des foncitions holomorphes intégrables dans le deml-plan de Siegel,

by

3 laguelle le début de cet exposé (n® 1 & 4) est consacré -~ il s'agit de compléter
les résultats obtenus dans 1'Exposé 6.

Premiére Partie
Etude des espaces ﬁ@p(f) dans le demi-plan.

Cette premiérs partie m'a aucun rapport avec la théorie des fonctions automorphes
(voir cependant la seconde partie de 1'Exposé ...) ; on se propose de compléter les

résultats obtenus dans 1'Exposé. 6.

l, - Passage du demi-plan au groupe symplecticue.

Ce numéro a pour but de montrer comment les fonctions définies sur le demi-plan
de Siegel, eb sur lesquelles le groupe symplectique opere par 1'intermédiaire des
facteurs d'automorphie f(cz + d) , peuvent se ramener & des fonctions définies
sur le groupe symplectique lui-méme de fagon & supprimer les facteurs d'automorphie
des formules de transformation. Il va de soi qu'on aurait pu adopter ce point de
e dés le débub ; mais peut-&tre le lecteur n'aurait-il pas été alors convaincu

de son utilité ee.
Soit

G =Sp(n ) B_)

1 . .
(") Dans les exposés de R. GODEMENT, lcs lettres soulignées d'un trait rectiligne

la m%me signification que les lettres soulignées d'un trait ondulé dans les exposés
de 2e Séidmaire : clles apparaftraient en caractéres gras en typographie.
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le groupe symplectique, qui opére sur le demi-plan de Siegel

S tz=12", Im(z)» 0 .

le stabilisateur dans G du point 2z =i de Sn est le sous-groupe compact
maximal

u -y
K ¢ matrices W avec w =u + iv € U(n)

)

v u

ds G , isomorphe (per W=—w =u + iv) au groupe unitaire & n variables, et
l'application

(1a1) M—=$z =M = (ai + b)(ci +a)™"

définit par passage au quotient un isomorphisme canonique de l'espace homogéne

/K sur Snibwlﬂ sulte, pour des raisons de commodité, nous utiliserons au liesu
de (1.1) 1'application

(1.2) M— N1,
qui induit un isomorphisms Sn 2 K\G

Soit p une représentation holomorphe de GL(n , C ) dans un espace vectoriel
complexe % de dimension finie ; comme GL(n , C) est canoniquement isomorphe
au groupe de Lie déduit de U(n) par complexification, la représentation e défi-

nit par restriction une représentation (que nous noterons encore f’ ) du groupe
U(n) , donc du groupe K , & savoir

(1.3) W= ((u+iv) ;

inversement toute représentation de dimension finie de K s'étend d'une fagon et
d'une seule en une représentation holomorphe de GL(n , C ) , et une représentation
de K est irréductible si et sculement si son extension 3 GL(n ’ _C_)_) l'este.

Etant donnée une tells représentation f » on a vu dans les exposés précédents
que l'expression ‘

(1.4) JG, 2= fles+a)
est un facteur d'automorphie sur S, i.c. vérifie

(1e5) Jf (MlM2 y Z) = J‘,, (M.l , Mzz)Ji (M?_ s Z) 3

on a de plus la relation

(1.6) Jr(w y 1) = T(w) pour W € K .
Cela dit, soit une application (non #écessairement holomor}he)

£(z) :Sn—)I?’ 3
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nous lui associerons sur le groupe G la fonction

(1.7) £(i) = J(,(M-l , i)"lf(M"li) ‘ 5

en tenant compte de (1.5) et (L1.6) on trouve par des calfuls triviaux que (1.7)

Id s o 3 ' s 3 ]
définit une bijection de 1 er}semble des apphcs}tlons Sn e ) 1‘“,) sur l'ensemble des
applications G == Ff' qui vérifient l'identité

(1.8) £UM) = P (4)£(M) WekK,HNeG).
De plus, la représentation L, de G dans l'espace des applications Sn —-)Ff‘) R
définie dans 1'Exposé 6 par la formule
= -1
(1.9) Lo (k) Lio£(a) — 30, 27 0m)

se transforme cn unc représentation de G dans l'espace des solutions de (1.8) j
on vérifiec immédiatement que celle-ci n'est autre que la représcntation évidente
par les translations & droite @

{1.10) I.JJ(MO) v £(M) — f(MMO)

Comme on le voit, les formules sont nettement plus simples sur G que sur Sn
6t de plus se réduisent i des constructions tout & fait habituelles en théorie
des représentations de groupes.

Interprétons maintenant les normes
1
' z 1
ety ={[. N )£ (2) [Paz | 1/P
5n
que l'ona définies dans 1'Exposé 6 . Tout d'abord, la relation

Z=Mli implique y=(c:‘L+d)’kl(c:‘L+d)1 si M ::( ) 3

1 c d
on en déduit que (ci + d)“l = k.y'E ou k est une matrice orthogonale, donc que

-l =l -1 _ .
I W™, )7 = pled + Q)7 = p)EGT) s
or si 1'on a sur FF un produit scalairc adapté a la représentation de GL(n , 6)

(Exposé 5, n° 2), alors \D(W) est unitaire pour W & K et inversement ; en

particulier f(k) est unitaire, et par suite il vient trivialement la relation
1

(1.11) llr(y?)f(z)n = [0l pour z =M.

Or 1'identification de S 2 K\G transforme évidement la mesure invariante dz
de Sn en la mesure de Haar dM de G , convenablement normalisée (ceci n'est
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pas perticulier au groupe symplecticue ess) 3 par suite on trouve la formule

(1.12) el = ﬂ nfomlpam}lfp

gommc le fonction || £(M)|| est invariante & gauche par X d'aprés (1.8) on pourrait
évidemment se borner dans (1.12) & intégrer sur N 3 ¢c6 qui ne ch-ngerait rien

au résultate. Quoi qu'il en soit on retrouve une fois de plus des objets connus en
théorie des groupes topologiques, a savoir les espaces 1P . Bien entendu la for-
mule (l.12) suppose p fini j; pour p infini il faut prendre

(1.13) £l = vrai max || £() ]

Meéeag
(1'expression "vral max" signifiant qu'on néglige les enseubles de mesure nulle).

Enfin la dualité entre IF ot L& , pour 1/p +1/q =1, est donndes par 1la
formule

b

G

(1.14) <f,gy=\| (£M), glt)) amn.
G
Dans ce qui suit nous poserons toujours
“m,(f) = espace des solutions mesurables de (1.8) ;

ﬁp(f)) = espace des f E]f(}(f) telles que “pr < + 0 3

on ne fera pas de distinction entre deux fonctions égales presque partout sur G,
de sorte que [,P(p) est un espace de Banach, et qu'on a une représentation liné-
aire continue M—QLF (M) de G dans Lp({,) , les opérateurs Lr,(M) étant de
plus isométriques en vertu de l'invarianee de la mesure de Haar. [En ce qui concerne
la continuité de la représentation L, 1l faut faire attention au cas p = +o 3
si p est fini on pcut affirmer, et c'est trivial, ce que pour toute f € Lp(e)
1'application

M — L&’ (M)f

d¢ G dans Lp(‘;}) est coniinue pour la topologie forte de ;..p(f) ; si par contre
p = +@® , cette application n'est continue que pour la topologie faible de

£%(p) , eszentiellement parce qu'il n'y a pas dans ;’:,CO((J) suffisamment de
fonctions uniformément continues sur G ; rappelons que la topologie faible de
LP(T) est obtenue en identifiant Lp(f) au dual de l'espace de Banach Lq(f).].

REMARQUE (2). - Ics définitions qui précédent qui précédent sont valables pour

tout groupe localement compact G et tout sous-groupe compact K de G ; mais

(2) Ia lecture dc cette longue Remerque est "inutile" pour la compréhension du
reste de 1'Exposé, ce qui veub ssulement dire qu'onnlen fera pas usage par  la suite.
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iei nous avons sur l'espace K\Q une structure analytique complsxe ; nous dirons
alors qu'une fonction f£ € T(y) est holomorphe si elle provient d'une applica=-
tion holomorphe

£(z) .'.Sn—-»FP ;

on peut (HARISH-CHANDRA) caractériser directement ces fonctions par l'artifige
suivant.

Soit 4 1'algébre de Lie du groupe symplecticue G et soit g la ocoplesifi-
cation de q 0°? i.e. 1'algebre de Lis du groupe symplectique complexe si l'on
veut. Chaque X € q définit corme 1l'on seit un endomorphisme

Ad(X) ¢ Y =[x, Y]

ds l'espace vectoriel complexes 3 3 d'autre part chaque Xe ’3( définit aussi sur
le groupe G un opérateur différentiel

f - If

commutent aux translations & droite, et d'ordre 1 ; cf. C. CHEVALLEY, Theory cf
Lie groups. Enfin, chaque M € G définit aussi un endomorphisme

AaQM) ¢ X — M
de o o Cela dit, considérons l'esprce homogéne S = K\G ; soient h’O. la sous-
algébre de q o correspondant au pove-croupe compact K de G, et K c g la
complexificetion de K o} il est clair que l'egpace vectoriel tangent en 2z = 1
a Sn (considéré comme variété analytique réelle) s'identifie canoniquement 2
4 0/ kg 5 si de plus on fait opérer de fagon évidente le groupe K dans cet espace
vectoriel tangent, on retrouve, modulo l'identification qu'on vient de définir,
la représentation adjointe de K dans 30/ B e Ceci dit, puisque K\Q admet
une structure complexs, 1l en est ainsi de i o/ h o Ston vérifie trivialcment
que le centre % K (qui est ici dc dimension 1) définit sur 9/l la nulti-
plication per lesssaleires complexes de module 1 ; en particulicr il yaun élément
‘.'.’0 du centre de K qui définit dans BO/ R’O la nwltiplication par le scalaire
i . Considérons alors l'endomorphisne Ad(wo) de § 3 on constate (ou on démontre
d-ns le cas général) que l'opér teur Ad(’vio) n'adnet dans g que les trois valeurs
propres

o, i, -1 ;

la veleur propre O définit le sous—cspace Kk de q s les valeurs propreg 1

. ‘e o . N sa e + -
et -1 définissent respectivement des sous-algebres abelicnnes 'F et P de




9 qui sont invarisntes par & § enfin

(1.15) y = 41)- ke {)4' (somme direscte)e
Cela dit, une fonction f ¢ :TTZ;(f) st holomorphe si et seulerent si elle vérifie
les équetions différenticlles

(1.16) Xf =0  pour tout X € ¥+

Bien entendu ces relations ne sont zutres que les conditions de Ceuchy dens 1'in-
terprétation f£(z)} Indiquons encore (HARISH-CHANDRA) que ,‘)- correspond & la

. . . P N
réalisation de N comie domaine borné dans un espace C

Montrons en passant corment on déduit de 14 des équations différentielles d'ordre
supéricur pour les fonctions holonorphes (on se propose de justifier la Remarque 2,
p. 12, de 1'Exposé 8). Soit U( ’q) 1'algébre enveloppante universelle de q
(ises 1'algebre des opératcurs différentiels d'ordre guelconque invarients a droite
sur G) ; on se proposc dc prouver que si Z e U( ci') appartient au centre de '

U( g) ~ cette condition est néme trop restrictive comme on le verra = on a
(1.17) 2f = A(Z)f

ot A(Z) est un scalaire indépcmdent de f 3 on suppose bicn entendu que f
vérific (1.16). Pour celn prenons dans le centrs de & o un élément Hy tel que
' ' +

+1 sur ol
(1.18) Ad(HO) = 0 sur i
-1 sur p"

- un tel élénent existe et est unique. Uésignons par
Xl 9 see Xr une base de .p+
Yy eeey, Yr la base inaginaire conjuguée de p-
(e fait que .T,)+ et p- sont imagineire conjuguées est évident d'apres (1.18)
et Hy € g O)' Etant donné un systene
m=(m o, ooy mr)
d'entiers » O on poscra

n

B oy 1 By
XEl pe Xl YR ) Xr ; Ym -_— Yl [ N Y Yr L]
Enfin on note U(l3) 1la sous-algdbre de U( 3) engendrée par A .

Cela dit il est clair (BIRKHOFF-WITT) que tout élément Z ¢ U((ﬂ) st'éerit
d'une facon unique sous la forme

= ™k X0
Zg n,n
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avec des K € U(k) presque tous nuls. Supposons maintenant que 2 comnute
H
au centre de k , 1.60 & Hy ; tenant compte de la formule évidente

[H, » )= |njix" ou In| =m * oeee 4D

6t de la formule analogue pour les ‘& s 11 vient - puisque HO conmute aux
K - la relation

n,n
0=[Hy, 23=3" (ol - D1y, X" ;

done
Kon #0  implique In| = n]| ;

autrenent dit

z €U(R) +U(3). >P+ ou encore Z = KO,O nod U(S)p+ .

)

corme les éléments de ,?'* annulent f il en est de néne de ceux de U(g)p+ 3
done '

(1.19) 2€ = Ko of

Feisons maintenant 1'hypothése (qui sera sfirement vérifiée si Z appartient au
eentre de U(tj)) que Z comnute & U{R) « En utilisant le fait que \{3"' st

4)— sont invariantes par R , on vérifie aussit8t par le méme genre d'argument
que KO,O apparticnt au centre de U(lk) 3 identifions alors KO, o & une distri-
bution W sur le groupe G , ds support concentré a l'origine ; corme on identi=-
fie 2 , et plus généralenent tout élénent de U( .:1‘) s & un opérateur comnutant
aux translations & droite, la formule (1.19) donne

z£ (M) = KO’O:E‘(M) = g f(N_lM)d},\(N)
G

nais comme Kj o € U( k) , la distribution K sur G ost en fnit une distribution
?
sur K de sorte qu'on trouve

28 (M) = g f(w—lM)dl.k(W) ;
K
tenent conpte de la relation

f(w"lM) = f(w)"lf(M) ,

il vient donc

Z2e(M) = S f(x».l)"lf(M)dP(w) = Y"(tt)f(M)
K
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ou
,y=L
e(y) = S PO A )
K
¢st un endonorphisme de E, 3 neis comne KO 0 aﬁpartient au centre de U(L{)
’

cet endomorphisme corrmte & la représentation P de K , donc se réduit & un
scalaire si p est irréductible, et ce sclaire ("caractére infinitésinal! de P )

ne dépend que de P 3 d'ou trmédiatenent la relation (1.17) sous 1'hypothése que
ZGU(ﬂ) comute & U(R) .

2. - Les espaces o (P)
Dans ce qui sui?v nous poserons
%@(T) = cnsenble des fonctions f gsmg(r) holonorphes 3
1) = TP 0 LP(p)

Donc @Ep(@) s'identifie canoniquement & 1l'espace désigné par la mfme notation

1

dans 1'Exposé 6 = la seule différence étant qu'on identifie maintenant les fonc-

tions holomorphes f(z) ¢ Sn ——9~§, & certaines fonctions sur le groupe G

Supposons P irréductible, de plus haut poids

i=n Ky
T 8,0
i=l
les paramétres 19 cee X g sont des cntiers positifs tandis que X est

n
un entier de signe quelconque (ou méne un nombre réel arbitraire si 1l'on veut

bien admettre des représentations "multiformes" de K). Le théorémc 4 de 1'Exposé
6 s'écrit alors sous la forne

2.1) #°(F) £ 0 x> n

THEOREME 1. - Pour que 1'espacec qu(r) ne soit pas réduit & O , il suffit
que l'on ait

o, > 20/p .
La dénonstration de cec théoréme va s'effectusr en plusieurs étapese.
2
i, - Interprétons d'abord sur le groupe G la fonction-noyau de % (f) . On

a vu (Exposé 6, n® 7) que dans le deni-plan de Siegel celle-ci est donnée par
la formule

K€(zl ’ 22) = c(?)Ké(zl , 22)
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z. =2, \ =1
K'f,(z]L > 25) =f(—1?{g->

¢t ou c(g) est unc constante » O o+ Cela signifie que pour toute fonction
£(z) e?(?(f) on a la relation

(2'3) f(Zl =C(€) &S Ke(zl ’ Zz)ﬂ’(yz)f(zz)dzz .
n

Définissons maeintenant sur le groupe G une fonction & valeurs dans l'cspace des

endonorphisnes de F  par la rclation

\
i

(244) K\.'J(M) = J(;(M’ ,y 1)7 K?( , 1) 3

on vérifie immédiatement que l'on a les relations

(2.5) K'(UM) = )(”)K;) (1) -
26 Kt (M) =K' (2

(246) f’( Y) f’( 1)*

et que K! est holomorphe i.e. est combinaisons linéairey & coefficients dans F
de fonctions appartenant a %( f’) . Enfin, cn ténant compte de 1l'équation fonc-
tionnelle (Exposé 6, forrule (32)) de la fonction noyau on trouve par des calculs
faciles que = nodulo l'identification des fonctions £(z) & des fonctions f£(M) -

la relation (2.3) prend la forne

(2.7) £(4) = o(p) gx'(mlmg )£ (M, )aM,
6t cst valable pour toute f ¢ 46 ((>) . On retrouve ici, corme il était prévisible,
un produit de composition sur le groupe G .

+

B. = La formule (2.4), si on la compare avec (1.7), montre que K!'(M) est la fonc—
tion sur G qui, d'aprés les conventions du n® 1, correspond a la fonction

K'(z , 1) définie et holomorphe dans s, + Si ‘%2( ) n'est pas nul on a donc,

vn tenant conpte de l'interprétation (1 12) des normes H f[L définies dans 1'exposé

~

0y, la rclation

(2.8

~—

s

{ [ k2 (10) [Bamt < + o
s 1

inversenent, cette relction implique % (Y) £0, pour la raison triviale que
K(') étant toujours holomorphe, appartient alors 2 {Qs (r) Donc la relotion (2.1)
s'écrit enfore sousla force

(2.9) | SHK[;(M)IIQdM <+ o=, >n.

Tour établir le théoréme 1 il suffire éviderment de prouver que
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(2.10) g, > 2n/p => ‘ “K'?(M)“de L+ o 3
cela dénontrera méne plus que le théoréme 1.

C, = Examinons d'abord 1le cas p = + o ; on doit prouver que

(2.11) x, > 0 = sup||KA(M) || <+ ©
n MeG |

Or posons

4 a b

M~ = : ) H

(c d
alors (R.4) donne ’
(2(1?\ K’(M) - . -] M—li*i -1 _ Ll\/‘[—li'.'i 1
P -Y(Cl‘“d) s —f -—2—1--(ci+d)]" .

Posant

(R.13) 2 =M =x+ iy ;3 §= (z =1)(z + :1)"1 ,
on sait que quand M varie dans G la variacble’ g décrit le domaine borné

(2.14) T= 3 7575*/\(1

équivalent au demi-plan de Siegel 3 de plus (2.13) donne

y=(t+ @ e+ @™ = 0 -0 - g0 -7

d'ou

[y

1
(ci + d)'-l = k.y2 = kl.(l - '5?)5(1 'S)-l

avec k et kl orthogonales ; compte tenu enfin de la re¢lation
z+i _ ~1
2= 0 -5)
il vient d'aprés (2.12) la formule
K0 = f (k)P =T T)

avec k2 orthogonale § par suite

1
2z

oz
(2415) lIKf',(M)H = e - 3T
Cela dit supposons Ay 2 0 ;3 alors F(g) est le produit d'une fonction polyno-

niale de g par une puissance positive de det(g) , et comme
1

= \%
(1 -177%)
décrit, en vertu de (2.14), un ensemble borné de notrices, la formule (2.15) prouve
que la fonction K%(M) est bornée sur G ; d'ot (2.10) pour p dinfini.
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Do = Pour p fini posons

X
plg) = dst(g) "m(e)
ou lz représentation 17 est polynemisls 3 introduisant la représentation

S(g) = de'b(g) »
il est clair d'aprés (2.12) que

(2.16) IELEOI® = T1xr Go)]IP. [k 00) e

b

nous vencns de voir que le fonction K%iM) est bornée sur G ; d'autre part il
est cleir que (2.9) s'éerit encors sous la forme

SIK%(MHSdM {+o&svY2n ;

ceci 6t (2.16) achévertladénonstration de (2.10), et donc du théorénme 1.

REMARQUE 1, ~ Il est facile d'interpréter les espoces '?cp(g) quand on se
place sans le noddle borné (2.14) ; le résultat est le suivant @ 'ﬁ%p(?) est

forné des fonctions holomorphes f£(%) , & valeurs dens F, , et pour lesquelles
1

f
. -2 P = \=Ne=l
e = 50 2(g)[[Paetl =35)7dT £ + o
(A%  est la nesurs euclidiennc ; det (1 - g'i)'ﬂ'ld-g est la nesure invariante
par G) 3 et ls groups G opére sur ces fonctions par

4 x P
£(T) = p(FS5 + x)7£MG) si M= .

A
On passe de 1l'interprétation "deni-pl-n généralisé" & l'interprétotion "cercle-
unité généralisé" par la forrmule

t) —o(%E) o) o 2 = 442 .

I1 suit de 13 que la fonction-noyau Kr(‘gl ’ }52) — dons 1l'interprétation du cer-
cle- unité généralisé - vérifie

K?(\S Iy O) = C(F) »
en sorte que qﬁ?(r) contient les constantes et donc toute fonction holomorphe

de T ggi est bornés dans le cercle-unité (par exenple tout Eolzgéme) L'exdstence
de %@ (V) pour o > n s'exprime encore par la relation
1

Sllg(l - 5% Rast s - ™04+ wed o >0

Ne pas oublier que 1l'sxposant x n'cst pas nécesscirenent entier ; & titre
de cas particulier on trouve que
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Sdet(l -35)°AT <+ 0D s> -1 .

I1 est claoir que nous avons dénontré en nméme tenps que le théoréme 1 le résultat
suivent :

MR : 2
THEOREME 2. - Suppceers. A > 2n . lors la fonction-noyau de %" (p) appartient
a %p(f) pour tout nombre p > 1 . De plus, si 1l'on interpréte Yf@p(f) COmms
un espace de fonctions holomorphes dens le cercle-unité généralisé, alors %p(f)‘
contient toute fonction f( S) holonorphe et bornée dans celui-ci.

Nous allons maintenant déduire de 1la le résult~t suivant
THEOREME. 3+ = Supposons Xy > 2n o Alors la relation
N I _
(2417) £() = S KT(Mlhz (L, )a, = K‘».*f(‘ﬁ)
est vrale pour toute fonction f @ q;(,p(F) et tout p > 1 .

En vertu du théoréme 2 la fonction K, (M) est dans ’Kq(f) , /a+1/p=1;
le second membre de (2.17) est donc absolucent convergent, de sorte que la relation
(2.17) a un sens pour toute f e ’S@p(?) . Elle est, de plus, vraie pour f e "5@2(5) ’
par définition de la fonction noyau. La démonstration de (2.17) se réduit alors a

établir les deux assertions que voici §

i. 1l'intersection ‘{&2(?) N o§d ((J) est partout dense dans 1l'espace ‘&p(f) ;

ii. f — K% f st une application lindaire continue de f:,p(e) dens Lp(f’) .

11 ost sous=cniendu que pour p Ilni, on nunit ;up (f’) de sa top:iusic rorte
6t pour p = + o de sa topologie faible.

Dérmontrons d'abord l'assertion 18 s Gomwie la fonction K_(M) est intégrable

sur G (vu l'hypothése x> 2n) on a pour toute fonction f ¢ ‘Q,p(f;) , holonmor-
phe ou non, 1'inégnlité

e sl < e liel
(he WEIL, 1'intégration dans les groupes topologiques et ses applications, Peris 1939
Ceci prouve il pour p fini. Pour p infini, il faut prouver que pour toute
fonction g= ﬁ.l(f) 1'cipression

(Kr* £f,g> =\ <KF*:f(M) , glin) > dm

est une fonction feitlencnt continu~ de 4 5;0??) 3 col=e résulte de 1'identité

<K

?*f,g)=<f,K?*g>
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1 1
st du foit que g éﬁ (\D) inplique Kf* ge L (f) -

On va nnintenant prouver l'asscrtion 1.

Plagons-nous pour cela dens le cercle-unité généralisé ot considérons le centre
du groups K , forné des notrices

Q= (:63 ?;) avee Jowo| =1 .

0 w
Celui-ci est compact ¢t abélien ; par conséqucnt la représcntation LP de G dans
5€p(f) , rcstreinte cu sous-groupe en question, ost somme directe topologique de
représentations de dimension 1 j cels veut dire que ?ﬁgp(f) est engendré topologi-

quenent par les fonctiops f e%p(g) qui vérifient une relation de la forme
2
£(es” §) =ed8(T) pour |w| =1 ;

nais il est clair que les solutions de cette équation ne sont autres que les poly=

nénes honogénes par rapport a T ; comme ceux-ci apparticnnent ‘&p(e) et A

% (f) en vertu du théoréms 2, l'assertion i est ¢toblie, et avec elle le
théoréne 3.

REMARQUE 24 =~ Parmi les feo&p([a) s les polynfmes sont «videnment caractérisés
par le fait suivent & le sous-espece de %p(f) engendré par les Lf,(w )£, WEK;
est de dimension finiee Vu 1o théorie des représentrtions infinies des groupes
seni-simples, 11 n'est donc pas surprenant qu'ils jousnt un r8le important. Insis-
tons encore une fois sur le fait que ces polyndmes sont partout denses dans "f(,p(r)-
propriété générale des représentations (infinieg) d'un groupe compact : une

telle représentation est sarme directe topologique de représentations de dimension
finie.

COROLLAIRE 1, -~ Supposons X, > 2n , et soient p et q deux exposants conju-

gués. Alors 1'espace _ﬁp(c) est somme directe algébrique de aep(f’) et du
mouvement obthogonal 2 3(,(9) . De plus "éﬁq((:) s'identifie au dual de pr(f) .

Considérons en effet dans .f,p(()) 1'opérateur

f—-‘rK?*f H

corme la foncticn K, est inté.rzable, il cst coptinu ; cormne Yr't'K =K, , cet
opérnteur est de carré égnl a 1 ; d'epreés le bhéoréme 3, il se réduiﬁ, 3 1'identité
sur “§P(p) ; enfin il applique LF() dens 4P (-) puisque K,() est fonction
holonorphe de M o Autrement dit cet opéreteur définit une projection de

S’,p(f) sur %p(f) s Cé qui prouve que
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£5() = () « BPE)

ol f)’(,p(r) est le noyau de f —éK(,t £ . Or on a éviderment

<Ke*f,g>=<f,1§(>*8>

pour f g Lp(f) y g £.3(p) ; done 1= relation fe °f(,p(e) signifie que f est
orthogonal & 1l'incge de Qq(f) par g---)KF * g, 1. 2 05(3((9) d'aprés ce
qu'on vient de voir ; ceci dénontre 1o prenilre assertion de 1'énoncé. Soit
naintenrnt £ —> u(f) une forme linérire continue sur %p(f) ; d'aprés le théo=-
réne de Hohn=Banach, ellc se prolongs & Q,p(\D) s donc est de la forme

u(f) = ££, g>
pour une fonctions g e Qq(r) 3 corme
<f,e>=df,Kxg> pour fede(p)

on psut suppessr ge¢ ’Pffaq(F) s C6 qui prouve la seconde assertion.

COROLLKIRE 2. = Pour o, > 2n , llcspace #.°(P) est fonction croissante de P »

Pour établir que 1l'on g
' "
1 (p) c%”(p)  pour p'<p"
il suffit éviderment de prouver que
KPP ¢ 40

pour tout p ; or soit g l'exposcnt conjugué de p ; pour f e"(f{’,p(?) on a,

vu les inégnlités classiques concernant les produits de conposition, la relation

el < -1l 2d)

en raison de (2417) 3 d'ou le résultat.

3. la transfornation de Fourier dans 3%(’91 (f) .

On suppose X 3 2n .

Ytaprés le Corollaire précédent, ong %(f) C"fiﬁz(f) et par conséquent on peut
appliquer aux fonctions de é@l (f) 1a transformation de Fouricr définie pour

2 2 ’ . . 3
% (f) dons 1'Exposé 6 3 dans 1'interprétation "demi-plan de Siegel" celle=ci
est donnée, rappelons-ls, par la forrule

(3.1) E‘(s) = Sf(z)exp(— 21T iTr(sz))dx (z =x + 1y) ,

2 .
qui n'a d'ailleurs de sens, a priori, qu'su point de vue L~ . Nous allons définir
f(s) par une ~utre intégrale, absolument convergente celle=-la.
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I1 est tout d'abord évident que pour x > 2n (et méme pour xn > 0) 1l'espace
ﬁ@aa(f) contient toutes les fonctions

,Xs-a(z) = exp (RWiTr(sz))a (s=s'>>03; a €F)
2 2 2 €%
- il suffit pour le voir de vérifier gque l'expression
z
llp) Il exp (= 2w Tr(sy)) 1
est bornée en ¥y , ce qui résulte de s>»0 et du fait que | (fz)ll est & crois-

sance polynomiale au plus. On pesut donc, pour f e‘%@l(e) , calculer le produit
scalaire

<Ly § a0 = ”< £(2) , p(y)a > exp(~ 2WiTr(s7) )da

1

J OHXP(- 4TTT‘-"\'('SY))det(y)“n-ldr‘)s(f(z) , 'fh(y)g) exp (- 2 WiTr(sz))dx
y»
et en utilisant la fonction
H?(S) = Sf(y)exxn(- ™ Tr(sy) )det (y) 22
de 1'Exposé 6, 1l vient visiblement
(3.2) <f, K 538> = (E(s),, H(Q (4s)a >  pour s >0 ;

comme on sait (Exposé 6, Lemme 3) que f(s) =0 presque partout en dehors de
ltouvert s> 0 , la relation (3.2) suffit évidemment & déterminer f£(s) .

Remarquons maintenent que la relation

2 -n-—i
Wl{(y )£(2) || det(y) ™ axdy < + o
prouve, modulo Lebesgue~Fubini, que l'on a
(3.3) §||f(x +iy)ldx <+ o pour presqus tout y ; -

. . o1
tenant compte de (3.1), on en conclut que la transformée de Fourier d'une fEE?@ (f)

est uhe fonction partout continue de s (il serait plus correet de dire que f

est égale presque partout & une fonction partout continue de s , laquelle est
d'ailleurs perfaitcment déterminée pu-squlune fonction continue ne peut &tre
nulle presque partout sans étre nulle identiquement). Par la suite nous reserve-

rons évidemment la notation f(s) 4 la fonction continue déduite de f c,%ﬁ} (f)
per tr-nsform-.tion dc Fouricre

Lo formule (3,2) conduit & unc importance maujor-tion de f(s) . I1 est cloir en
effet qu'on en tirs

| <), Hea > < lielly il
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Or 1
||)§S;allm = sup H(’(y.z)g_llexp(- 2 MIr(sy))
= y
= sup |l(e)all . exp(- 2T Tr(gsg')) (g eGL,(n, R))
g 1
= sup Ip(es )all « exp(~ 2WTr(gg'))
g 1
<y -Hf(s *Jall avee ¥ = sup lle(e) || exp(~ 2 Tr(ge)) .
Donc 1
(3.4) |<2(6) 5 Bolas)a> < ylll} e 2)al
ou encore 1
lc2) , a>ley izl nﬁs"%nfusrlg_n
tenant compte de la formule

1

1
Ao = aot(e) ™ 5 Tm(p)pte *

de 1'Exposé 6, théoréme 3, on trouve finalement

(3.5)

1
126) ] < ¥ (o). Il £l ot ()72, s | (s» 0)

avec une constante X’(f) indépendante de f j on obtient aussi, en remplagant
& par &:(s )a , 1'inégalité

(345 bis) iiil (’(s_g)g'(s) <y el f]ll.det(s)‘(n*l )2

Nous allons déduire de 1a,le résultet que voici ¢

Lo . . 1
THEOREME 4. - Supposons o > 2n et soit une fonction f € ¥ (f) . 6n a alors
l'identité

S f(z + n) = E f(s)exp(2 niTr(sz)) ,
n=n' s=s' 30
n entiére s demi~-entiére

et les deux sériss convergent normalement sur toute partie compacte du demi-plan
de Siegel.

Soit A un compact j comme f(z) est holomorphe il suffit, pour prouver que

le premier membre converge normalement sur A , d'établir que
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_ S Hf(y )£(z + n)||az <+ o,

ce qui résulte trivialement du fait que f ¢ O&Jl (f’) « Quant 3 la série du second
membre son terme général est, d'aprés (3.5), majoré par un polyn8me en s’ 2 multi-
plié par exp(- 2WIr(sy)) 3 vu y» O il y a bien convergence pniforme sur

tout compact, ¢t méme d'ailleurs dans tout demi-plan y > c (o & 0)

Pour véirifier que les deux membres sont égaux il suffit évidemment d'appliquer
la formule sommatoire de Poisson & la fonction

x —> f(x + iy)

définie sur le groupe des x = x' , par rapport au sous-groupe discret des x
entidres. Pour ce faire il faut prendre quelques précautions, et vérifier que les
hypoth&ses qui sont & le base de la dite formule sont bien vérifiées, & savoir :

ae. On & j “ fx + iy)ll dx < + o© ¢ cecl est vral pour presque tout y comme
on l'a vu }

be. la fonction Z f(x + iy + n) est continue : c'est clair ;

¢+ la série de Fourier de cette fonction est absolument convergepte s c'est clair
aussi ;

ceci fait, la formule de Poisson donne 1'identité cherchée pour presque tout y -
meis comme les deux membres sont des fonctions holomorphes de z , le résultat
vaut sans exceptione Il est peut-8tre utile deApréciser encore que si la somma=-
‘tion est étendue aux s 0 , c'est parce que f(s) est identiquement nulle en
dehors de l'guvs:bt s >>0 3 on sait en effet qus c'eft vral presque partout 3

mais comme f est continue, ¢n en déduit déja que f est identiquement nulle
en dehors de l'ensemble fermé s 20 , donc aussi - par comtipmité - sur l'ensemble

des s >0 non définies. Ceci termine le démonstrations

COROLLAIRE, - On a l'identité

i) -

pour c<n> 2n .

(4s8)7 exp(ZﬂiTr(sz))
S» O f

I1 suffit d'appliquer le théoréme & la fonction-noyzu
- ~1
£(z) = c(pl(z - 2y)/21]

en tenant compte du c-lcul de sa transformée de Fourier, effectué dans 1'Exposé 6,
ne 8,
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On nontrera dens un Appendicc cu présent expos€ que le Corollaire ci-dessus est
en fait valable pour & > n « Pour ¢ de dimension 1, il est dfl & C.L. SIEGEL
(Uber die Analytische Theorie dor quadratischen Fornen, Ann. of Math., 36(1935)
p. 527-606 ; cf. Hilfsa8atz 38). la démons}ration de Siegel consiste & appliquer
1a formule de Poisson & la fonction s = f(s)exp(2MiTr(sz)) au lisu de
1'appliquer 3 £(z) .

Seconde partic.

Applications aw fonctions automorphes.

On désigne par [ un sous-groupe discret de Sp(n , R) =G &t par P une
représentation irréductible de K (sous=groupe compact maximal de G corres-—
pondant au point i du demi-plan de Siegel) dans un espace vectorisl complexs F
de dimension finie § on supposers choisi sur un produit scalaire tel que
la représentetion ¢ soit unitaire. On désigne d'autre part par W oun multigli~
EEEEE? de [ , 1.6+ une représentation unitaire de v dans un espace vectoriel
de dimension finie ﬂl (muni d'un produit scalaire), tel que le noyam de W
soit d'indice fini dans T - hypothese d'aeilleurs inutile dans certains cas que
le lscteur trouvera facilement tout seul. On posera

F = Hom(Ep , Fb) .
Sur le groupe G , on aura & considérer l'espace
ﬁﬁ( b 3¢ )
formé des applications
£ ¢ G—F

qui vérifient les dcux conditions que voici ¢

1. £(WM) = ?(\'.‘)f(M) pour W& K, NMeG

e

ii. pour tout a C'Fy » 1'application M =—3f(M)a de G dans F. est "holo-
norphe" au sens exiliqué au n® i, Bemargue, i.c. appartiént a l'espece %%(f) .
I1 est clair qu'en prenant une bese de F\ , on pourrait écricre é@(}; 4 )
sous la forme d'une somme directe d'uvn certain nombre fini d'exemplaires de
4(p) « Dans 1l'interprétation "demi-plen de Siegel", &x}k;€) d'identifie aux
fonctions holomrophes (am sens habiteul) a valeurs dans F .

Le multiplicateur f de U permet de feire opérer le greupe I sur ‘ﬁb( P'; f)
en posent
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0 ?
d'oh une représentetion lindaire de ‘I dans l'espace vectoriel af; ( Wi ) .
Nous poserons

Lygolip) ¢ £00) — £OM)p()™  pour M

{Cr( b p) = invoriemts de T dans & ( hsedo
de sorte que %(Y 3 0 ) st l'ensenble des f €46 ( b3 p) vérifiant
r
f(mxo) = f(M)F(MO) pour i EG, Mj€ T .
Dans l'interprétation"deni-plan de Siegel" il est cleir - vu le n°® 1 - que l'on

retrouve les formes autonorphes d'espéce (t{ > € ) pour T .

Pour 1 € p <+ o on posera de néne
%P( \\ ; (:) = ensenble des £ e 46 ( W3 P ) telles que

S @) Pan < + o
G

Pl e b)) = enser L (s
%{,r( k3 p ) = ensenble des f ¢ ‘K‘_( b3 f) telles que
S Il £Ga) || PaM <+ oo
o/
ce qui correspond, modulo les '"changenents de varicbles"™ du r° 1, aux définitions

des Exposés précédentse. Le "facteur d'automorphie™ f(cz +d) a disparu - nais

c'est jusbement ce & quoi on voulait arriver ; il n'y a donc pas lieu de s'en
étonner.

Dans le ces du groupe [~ = Sp(n , 5) on introduira aussi l'espace
Sr(p;f ) C"Sﬁr(y; p)

des Spitzenformen ; rappelons 1'éninoé du lerme de Satake déja utilisé (mais non
démontré) dans 1l'Exposé précédent

on a ”&,?(N;f)=sr(}l;f) si pew 7 2n,

ou X, est le parametre habituel figurant dans le plus heut poids de ¢

Bien entendu on appliquera aux sspaces %(t‘ N ) les résultats de la premiére
partie ; ceux-cl ont été démontrés dens 1l'hypothé&se ou k est la représentation

unité, nais le passage au cas général est trivial au sens strict du not.

4, Séries de Poincaré.

THEOREME 5, = ( F earbitraire) ~ Pour toutec fonction f c—'S-(al( M3 e) la série

) = 5T et N(ML)
E T
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converge nornclenent sur tout compact, appartient a ‘J@l( 3 (7) , 6t 1l'applica—
1 .
tion lindaire f == f' ds o ( ks P ) dans ‘j(j:_(v 3P ) est continue.

On 2 ep effet triviclenent

I 0l an < g T heealiais | lllaes o
G/T G/C"0 G
6t corme il s'agit de fonctions holomorphes la convergence dans Q.l (¢/r) inmpli-
gue la convergence nornale sur tout compact,
CeQsFeDe

Corme 1'application f — £l est continue, il est clair que si 05{51(( \4 3¢ ) est
de dinension finie, on n'obtient rien de moins en se linitant & des fonctions
f qui sont partout denses dans %@1( W5 P ) par exenple (n° 2 Reinarque 2) a
celles qui, dens le réalisation "cercle-unité"générr1isé" de G/K , se représentent

par des fonctions polynfnes ; les séries £7 particulitres qu'on obtient ainsi
seront appelées par la suite les séries de Poincaré ; dans le cercle-unité
S'S»l s 6lles ne sont autres évidemment fue les fonctions

pT(5) = T30, 5)TpM e

Mer©
ou p(‘S) est une fonction polynoniale & veleurs dgns F = Hom(F“ , F‘F) « Dans kg cas
ou les fagteurs d'cutomorphie sont les puissances du jacobien dMS/dg on re-
trouve ainsi les "séries de Poincaré" du Sémincire H. Cartan 1953/54, Exposé 1 ;
d'ou la terninologic adeptée. Le fait que ces séries sont intégrables modulo [~
prouve, dans le cas du groupe nodulzire et des groupes commensurables, que ce sont
des Spitzenformen (appliquer le lemme de Satake @

1 .
d’sc’r(?*’ f)" Sr(ﬁ: €) pour rxn>2n 3
voir aussi une dérmonstrstion directe plus loin), résultat qui ne figure pes, & la

connaissance du rédacteur tout au moins, dans la littércture spéciale.

La situation est d'ailleurs sncore meilleure qu'cn ne pourrcit le croire ¢

L

Ve LN
THEOREME 64 = ( I commensurable & Sp(n , Z) , ou bien G/r compact) - Pour

x> 2n , toutec Spitzenform est une série de Poincaré et réciproguement.

Considérons ’Sr‘( M 5 P ) comne un cspace de Hilbert (de dimension finie)e Si
les séries de Poincaré f' formeient un sous—espace distinct de S\,( o3 f’) ’
il existerait une g e Sr( ’.« 3 f)) non nullc orthogonale aux f£' ; or
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200 , gl)> aM = S S <rQui) )T, g(4) > an
G/t

<", g>

Se/r

i

5 > <E(ny) , gUNR0M,) > @i
c/r

1

T () , g(iy) > aM = S < £() , g(M) > aM ;
G

S a/T

donc la fonction g & S'T( '0\ ; f ) ccéﬁ?o( ‘4 H P ) lser«f.it orthogonale & des

fg%@l( ks p ) qui sont partout denses dans % ( WP ) 3 conme Wl P )
est le dusl de <, (r« 3 f ) d'aprés le Corollaire 1 du Théoréme 3, cela cst im=—
possible et le théoréne cst démontré.

REMARQUE, - On a démontré plus haut que les séries de Poincaré sont des Spitzen-
formen en utilisant lc lemme de Sateke. En feit, on peut démontrer que pour tout
sous—groupe discret [ de Sp(n , _I_i') y les séries de Poincaré relatives a [~
sont dans 02(9?( MsoP ) » i.e. sont bornées sgur G - ce qui, elgns lc cas des
groupes commensurables au groupe modulaire, redonne le fait que ce sont des Spit-
zenformen (utiliser 1o théoréne 2 ds 1'Exposé 7).

Voici la dénonstration du fait que f'eé ifgo:( M3 P ) 5 comme on le constatera,
elle repose sur quelques résultats non trivieux de HARISH-CHANDRA concernant les
représentations irréductibles (de dimension infinie) des groupes semi-simplcse -

1 .
Tout d'abord on a %4, ( \ s f) ¢ $%( MoP ) d'aprés le Corolleirc 1 du
Théoréme 3 j par suite la série

€y S - _ g ,
£ =3 f0My)pM)T =5 LMF(hO)f(M)
est formée de fonctions qui apparticnnent toutes a ‘é@m (},\ ;(7) .
Comme on veut montrer que f£' ¢ "%O?( S ) ¢ ¢ M5 op ) , il suffit évidem~
ment d'établir quc la sériec précédente converge au sens de la topologle faible

/’ » = 1
de %oo( Wi e ) considéré comue duel de 1l'cspace de Banach ‘S{, ( r« i P ) .
Plus précisément, supposons démontré que la série numérique

L \
(441) ﬁo?"< g, LH’f(MO)f >

converge absolument quel que scit ge‘é{,l( b op ) 3 les sormes partielles de

cette séric sont alors bornées, ce qui veut dire que l'ensemble des sommes pertiel-

los de la série 3 L F(Mo)f d'élénents de 6 ( k3 f) est faibldment borné ;
L5, 4210 dmeny

r b
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neis dens le ducl d'un esprce de Banach, tout ensemble faiblenent borné est
fortenent borné j; donc il existe une constante finie ¢ telle que toutec somne
finie de fonctions L (M )f soit ccntenue dans le boule de rayon c du Banach

t‘
<’§(OO°( ; g: ; nais 2lors il est clair que pcur toute g Ctl( Wi § ) . on obtient
a la l:Lm:Lte 1'inégalité

| Py <E LM(MO)H | <eollelly

ce qui prouve l'existencs d'une f'e ‘Sﬁooér 3 ¢ ) telle que

248y L (M)E> = Lg, £

R Y ’
pour toute g c.°3'5 ( Mo P ) ;3 come de plus i‘, ( w3 ? ) cst sorme directe al-
gébrique de USL ( psop ) et du sous-espace orthogonal 3 ‘5@0( K3 ¢ ) d'oprés
le Corollaire 1 du Théoréme 3, le reclaetion ci-dessus sera encorc vraie pour

ge S’,l( W3 ¢ ) 5 prenant g continue et & support compcct, on curs
X< g(t) , £1(M) > al=<g, £'> =5 g, LF,?(MO)f>

" . -l
_ g<g(M) , E0B)p) ™ > a

]

1]

S(g(M) , £ (M) > au
- 11 est trivial de permuter le Z et lc signe S puisque g est continue &
support compect ~ dtou l'on conclut que

£r(M) = £7 ()
presque partout, et en fait partout puisqu'il s'agit dc fonctions holomorphes et
donc continues 3 d'olr fre"&oo(v 3 P ) .

i

Tout revient donc bien & prouver la convergenfe absolue de la série (4.1). Mon-

trons naintenant qu'on peut se remener au cas d'un multipliceteur W trivial.
On a2 en effet

<8 (M,)£ > -( <g() , £y )pM)™ > an

g0 .

{ T

j < gp0t) 5 £0t) > an
G

= <gM ’ f,(Mo)f>~
ou l'on a posé

Y (M) = g(ti)p(iy)
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Lf(""o) s £(M) — £0R)

Soit Y le noyau de w3 c'est un sous-groupe invarisnt et d'indice fini de
de sorte qu'on peut écrire
i=N
¥ =

s avec des Mi@(‘ 3

1
,_g"\

la série (4.1) stécrit alors

i=N )
EM,;—@A D T

=2 I_ <LF(M1)'13M1 ’ LF(MglM'Mi)f > 3

posant g = LF(Mi)-lgM on vdit que (4.1) sc décompose en les N séries
i

> <8 s L (M)F D>
Ife\"“<1’ f

ce qui dénontre éviderment notre assertion.

Puisque nous avons élininé le nultiplicoteur des séries considérées nous
‘o 1
pouvons ramener éviderment au cas des cspaces ‘ﬁg(fﬁ et °§éo(f) , et tout
revient & prouver que le série
S S <gt) , £(M4)) > an
\)

Mogr

converge absolurncnt pour g eid(f) dans 1'hypothése ot £V est une série de

Poincaré (isce si f correspond dans le "cercle~unité généralisé" a une fonction
polyndnme ). Considérons pa fonction

¥

sur G ; comme produit de composition (ou presquel) de deux fonctions intégrables,
elle est intégreble sur G 3 d'ailleurs

h(M!) =J’<g(M) , TOMY) >aM= < g, L(M)F >
G

Sllh(M‘)HdM'éH 1@l « llz0ae) || aae = gllellell, <+ o .
Per suite la séric
(4.2) > (g
MO e r
converge au sens dc l'espacs g:l(r*\g) come le nontre la dénonstration du

Théoreéme 5. Si nous nmontrons que les ternes de cette série vérifient tous une
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néne équetion différcntielle elliptique,il s'ensyivra que la série en question
converge partout, en particulier pour M' =e , é1lénent neutre, et tout sera
déniontré.

Or soit K le sous-groupe ccmpact naxinal de G , stabilisateur de O dans le
cercle-unité généralisé. L'hypothése que f définit une série do Poincaré signi-
fic puremept et simplement (m° 2, Remerque 2) que (3) les éléments L (W)f , W cK,
de fol (p) restent dans un sous-espace de dinension finie de () » I1 résu.'lt_s
alors imnédiatenent de la théorie de HARISH-CHANDRs (cf. aussi GODEMENT, ( )),
dénonstration du Lenne 17, p. 539) que l'on peut trouver sur le groupe G un

opérateur différentiel ,elliptique X possédant les propriétés suivantes 3
i« X comnute aux translotions M=y MMV (M' € G, W e K) 3
ii. toute fonctlon de la forme
h(M) (Lf(M)f s €2 avec g e‘ﬁ@"(ﬁ’)
0.

vérifie 1'équation Xh

Noter que X n'est pas forcénent du second ordre.

Cela dit, puisque X comrute aux translotions & gouche et puisque "5@1 (\o) 56 (p)
il est clair qie.la série (4.2) est fornée de solutions de Xh = 0 , et cecl

termine la dénonstratione.

Enongons les résultats obtenus (5) :

THEOREME 5 bis. = Soient sﬂ une représentation irréductible de GL(n , C) » T
un sous~groupe discret de G = Sp(n y R) poun nultiplicateur de [ st f une

fonction appartenant & l'sspace ‘ﬁ, ( P ) « Supposons qu'il existe un sous—
groupe compact maximal K de G tel que les fonctions M—>f(MH) , W cK,
engendrent un espace vectoriel de dimension finie. Enfin supposons n? 2n .

Alors la fonction

) = Mg:r f(rvnvlo)y(Mo)"l

est bornée sur G , les sommes partielles de la série précédente sowt uniformément

(3 ) Ici intervient le fait que les polyndmes sont & la fois intégrableset bornés
sur le groupe G .

-
(") GODEIENT (Roger)s = 4 theory of spherical functions, I., Transe. Amer. math.
Soce, te 73, 1952, p. 496-556.

() I1 va de soi que ces résultats et lesurs dénonstrations s®étendent a tous
les espaces symétriques complexsse
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’, 2 t - 03( - )
pornées sur G , et lc série converge faiblenent dans l'espace “& M3 £) .

Fn particulier, pour tout sous-groupe [ de G, les séries de Poinearé relatives

A

3  sont & la fois bornéecs sur G et intésrables modulo &

Notons enfin que, modulo le théoréme 5 bis, on psut donner du théoréme 6 1'énoncé
plus général que voici :

THEOREME 6 bis. — Soient [ un sous-groupe discret de Sp(n , R) et p w multi-
plicateur de [ o Soit p une représentation de GL(n , C) telle que n> 20 .
Supposons 1l'espace honogéne G/ de mesurs finie, et l'espace vectoriel Xfo(v 3 ?)

-

de dinension finie. Alors celui-ci est identiqiic & 1'cnsenble des séries de Poincaré
d'sespéce (P ; &7) de € .

En effet lthypothdse que G/ est de volume fini permet de rmnir %@?,( M3 P)
du produit scaleire habituel, et 1'hypothdse que FG( N ) est de dimension
finie (i.6. conplet pour sa structure pré-hilbertienng ) pernet d'appliquer le
théoréne de Hahn-Banach 3 on raisonne alors comme dons la démonstration du théoréme 6.

5. Fonction-noyau modulo [

Dans ce nunéro on désigne par T un sous=-groupe discret de G sur lequel on fait

la seuls hypothése que voicl : l'espace G/ est de volume fini. On choisit une
représentation p ds GL(n , C) avec

Kn> 2n

On ne +'~ndra pas compte, pour simplifier les formules, des rultiplicatewrs de G ;

on Jaisse au lecteur le soin d'étendre les résultets au cas d'un multiplicateur
non t-'=tgts

Comme G/ est de mesure finie, l'espace ‘&O‘?(f) des formes autonorphes ,
d'esptces P pour [ , qui sont bornées sur G, est contenu dons l'espace %6 ,-(?) J
nous nous proposons de celculer, & l'aide d'une séries, la fonction-noyau de “‘Se:,(r) -
plus précisément de l'adhérence de "SC: ((») dans .%@i(f) y -puisquion fle défini

(Exposé 8, nunéro 2) de fonction-noyau que pour les sous-espaces fermés de "S(;rz_(f) .
Nous noterons

K;(M1 ) M)

cstte foncticn-noyau. Elle est donc caractérisée par les propriétés suivantes

(FN 1).: pour M, € G et ac F(9 donnés, la fonction

M-—*Kg(M y M)aeF

f
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sppartient 3 1l'adhérence de O%O:i(?) dans %@i( f) 3

(FN 2) ¢ on a la propriété de synétrie hernitienne

Kr(Ml ’ I'12) Kr(l’ ’ I“l) H

(PN 3) : pour toute f e¥® (f) on a le relL tion
£(t,) =S (,(Ml ) My)(,)a, .
o/T

TH.EOREME 7 (6/ ¥ de volume fini). - Pour o > 2n, la fonction-noyau de 'K, (Q)
est donnée par le développement en série

r i) = -1
Ky o 1) = 3k g™

ot K f’(M) est la fonction-noyau de 1'sspace ‘&‘;2(?) .

Soit une fonction

ref TR @

come & > 22 le théoréne 3 s'applique, d'ou la relation
£(4) = g K (1 MeGi)ay
G

mais comme KP(M) est intégrable sur G

et f invariante & droite par I , la
relation précédente stéerit encore

£(4) = E kg ughEGL)ay,

G/T Me ©

" Tout revient donc & prouver que la série
I -1
KO, M) = > K (M)
A
vérifie les conditions (FN 1), (FN 2) et (FN 3) .

Tout d'ebord la série converge nornalenent sur tout compact & cause du théoreme D,
et représente éviderment une forme automorphe par rapport a Ml pour établir
(FN 1) i1 suffit donc de montrer que K (M1 MZ) est bornée en M, pour M,
donné — mais cela résulte du théoréne 5 bls (cf+ aussi une démonstration plus
sinple dans la Hehorque suivants) et de la relation

K (MW) = K _(M)e(l!
) = K (5)
valable pour M & G , W ¢ K , sous—groupe compzct maximel évident de G .

Ia vérification de (FN 2) est triviale modulo K_(M)* =K

f(M—l) . Celle de (FN 3)

a déja été faite. Le théoréme est donc démontré.
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REMAROUE, — Pour démontrer que

sup ” F r)(Mlmh 2) ” < + o0

il n'est pas néces-aire de passer par toute la demonstration du théoréme 5 bis ;

la premidre partie de cette démonstration suffit. Pour a 5—,1% et M2 e G donnés,
considérons en effet, dans 5@@(6) » la fonction

£(M) = KF(IVMSI )a

il s'agit de démontrer que la somme de la série

f "VP__L‘:(M )£

est dans g«,‘”(f) 3 comme on a l'a vu alors il suffit de vérifier que
(5.1) > <& LF(MO)D
My T

1
converge pour toute fonction g e%, (F) ; mais ici on peut calculer explicitement
le produit scalaire

<y LF(MO)f> g ¢ g() , 1<?m401,f-2-1)f_> a
G

<K (N12M
<

en vertu du théoréme 3 ; 1a convergence de (5.1) résulte donc ‘W théoréme 5 appliqué
a g o

1—1

1l

)g() , 8> aM= <gUM') , a>

6, La formule des traces o Selberg.

Conservons les hypothéses du théoréme 7, et supposons en outre l'espace ‘f@ ((‘)
de dimension finie = cas de G/~ compact, ou de T commensurable au groupe modu—
laire de Siegel. Soit ﬁ,i(f) 1'espace des fonctions (holomorphes ou qon) & valeurs
dans Fe et vérifiant les conditions suivantes @

f(wm«xo) (w)f(M) . WekK,MeG, M, € r)

3 I f(M)IfdM <+ o 3
/T

alors ’5(; (P) est un sous—cspace de dimension finie de ﬁ,?_(ﬁ) « Considérons
maintenant dans Q (f) 1'opérateur intégral

Kr(; : £(M,) —3 S f(Ml » i) (M )M,

o/
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nous allons montrer que ce n'est autre que l'opérateur de projection orthogonale
2
g (o(p) s P

Tout d'abord la démonstration du théoréme 1 de 1l'exposé 8, appliqués en prenant
F = %@o\f(?) , montre que

sup HKr(M,M)H< + © 3
MEG & :

mais comme la symétrie hermitienne positive du noyau K‘(; implique (CAUCHY=-
SCHWARZ) 1'inégalité

I K‘Zml N R P IR HCA]
en obtient déja 1l'inégalité

(641) 3, Iy, )< o

conme G/I  est de wolume fini, il s'ensuit que l'opérateur K& est sontinu

dans {L,,:a_(?) . ¢

I1 est d'autre part évident, puisque la fonction

M -—?K;(Ml , M)¥*a = K‘(;(M ,» M)a

est dans %C?_O(f) pour M, € G et aeF fixds, que 1l'opérateur KD  est
ml sur ls sous-espace de Lr(e) orthogonal & C(;Qol?(p) . Comme il est d'autre
part égal 4 1 sur %?O(?) , notre assertion est démontrée.

On déduit évidemment de 1a que

(6.2) ain FT(P) = w&})

la trace figurant au second membre étant définie comme suit : on prend une base
2
orthonormale (fi) de f,.r(f) et on pose

Montrons qu'on a en fait la relation
-
(6.4) Tr(K%—) = S 1‘r(Ke (M, M))am ,
G/ T

Pour cela prenons une base orthogonale (fi) "adaptée" au sous-espace "&-,?_(f) :

les N premiers éléments f; , ese , fjy de cette base forment une base de
‘5@‘?(?) . I1 est cleir alors que
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i=N
Tr(K)-Z;(K ,fi)=§<fi,fi>
= S T(f(M),f(M)> aM .
G/r
Or il est bien connu, et de plus & peu prés trivial, que la fonction noyau se cal-

culs & 1l'aide d'une base orthoncrmale (fi)l <1<N de i@ﬁ?(g) a 1'aide de la
rclation

- 4 _ i=N
il suit immédiatement de 13 que
1=N o
E g, (M) , £,(M)> = Tr(K\,(M y M),
ce qui établit (6.4).

En conséquence et compte tenu du théoréme 7, nous avons la formule des traces de

Selberg :

7N . . (00] . N
THEOREME 8 (G/T de voluhe fini, x> 2n). - Pour que vd(;r(g) soit ds dimen-
sion finie 11 fauf et il suffit que

1
sup | MM )| <+ o
b, l § ( M) |

on a alors la relation

. 1
(6.5) din &f(ehg Y e(Ko (e an
a/Poc’
La némessité de la condition énoncée est évid nte vu (6.1) ; le fait qu'ells soit

suffisante ne l'est pas moins, car alers K* est un opérateur du type de Hilbert-
2 ’ ’
Schmidt dans ﬁv(f) -~ cfe exposé 8, numéro 2.

En fait la véritable "formule des traces" de Selberg s'obtient en faisant subir
a2u second membre de (6+5) un certain nombre de modifications dont les unes sont
trivieles, et les autres pas. Comme cette question mériterait un et peut-8tre

plusieurs sxposés, nous ne tenterons pas d'en discuter icie.

7. Série de Fourier de la fonction-noyaue

Dens ce numéro on supposera que T = Sp(n , Z) 3 on laisse au lecteur, & titre

d'exercice, le soin d'étendre les résultats aux groupes comnensurables au groupe
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modulaire, et de tenir compte de multiplicateurs non triviaux le cas échéant. On
considére une représentation F pour laquelle x> 2n .

On a montré (Exposé 9, Remarque 2, pe 10-11) que dans 1l'interprétation "demi-

plan de Siegel" la fonction noyau K;(z1 ’ zz) de l'espace des Spitzenformen
d'espéce P est donnde par la formule

. r - —l . %*
(7:1) K()(z1 ’ 22) = ?50' HV(4S) exp(ZﬂiTr(szl))Es(zz)
ou figurent les séries d'tilsenstein

Es(z) = 3 JQ(M , z)-lexp(ZﬂiTr(s.Mz))

rcc M

associées aux matrfices 8>» 0 demi-entiéres, st ou T __ est le scua=groupe des
translations entidres de | =Sp(n , Z) « On avait aussi posé le probléme de prouver

directement que (7.1) est une forme modulaire par rapport a la variable 2y e

Nous pouvons maintenant, grlce au théoréme 4 et & son corollaire, expliquer la
formule (7.1). Partons en effet de la flonction-noyau

-— ]l
du demi-plan de Siegel. D'aprés le théoréme 7 (traduit dans le langage "demi=-plan
de Siegel") on a la formule '

-1
K;(zl N =M§_€T_r JF(M s %) Kr(le y %)
>

[ oM
0

]

30 2,)”" FKF(MOOle ) 2,)

ou Moo décrit le sous-groupe [ o * Or

- -1
Mz, -z 4n
FK (MooMZl R z2_) = c(f) : (’(—-—1—2{2—)
© F n=n'

et en appliquant le corcllaire du théoréme 4 il vient
— -1 —
jﬁ:xr(mwtvizl ) 2y) = ;» H\)(4s) exp (2T iTr{ s (Mz, - 7,) ]
©
on trouve donc

(1:2) Kl(s; , 3,) = 5:_@1, z1>"1ap<4s)‘1exp<2wih{s<ml =)D .

s»0

En supposant qu'on puisse permuter les deux signes z , cette formule s'écrit
encadre sous la forme
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Ké;_(zl , z2) =:L;; Es(zl)H(D(d,s)-lexp(- 2TTiTr(sE'2))

ce qui met en &vidence le comportement "modulaire®™ du premier membre par rapport
a la variable Z o

Il reste a justifier l'inversion des E s C6 que nous allons faire dans un
cadre beaucoup plus général. Partons d'une fonction

fe"'SGl(g)

et formons la série

£ (z)

11

S Jo(M, 2)™ £ (Mz)
vl r

> J()(M , z)‘l E_f(MOOMz) 3

1l

FCO.M
appliquant le théoréme 4, il vient
(7.3) £ (2) =3= S, 2) Yoxp (2T iTr(s.M2) )£ (s) 3
[ED. L 8»0

on obtient donc formellement la relation

(7.4) £7(a) = T8, (2)506)

&5

a4 condition ici encore de justifier l'inversion des » _ dans (7.3) 3 il suffit
pour cela de prouver que la série double (7.3) converge absolument et puisqu'il
s'aglt de fonctions holomorphes, il suffit de prouver qu'elle converge au sans
de Ll(G/F‘) . Autrement dit tout revient & prouver que

l A
r;"'s% g . [CtCE 2) " oxp (2 iTr(s 4iz) )£ (s) || az

est fini. Comme il s'agit d'une série a termes positifs on peut permuter les
> (mfme si,la série est divergentel), et les calculs utilisés pour démontrer
la convergence des séries d'Einstein conduisent alors immédiatement & la série
1
’Z A

b ( lIpr™)e () || exp(= 2T Tr(sy) )az
s»>0

z mod (10

1
= = S loG*)2(s) | oxp(= 27 Tr (sy) et (y) 2 ay
8 y»0
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Or le changenent de veriable y —>s “ys < nentre que ls terme général est égal
a

1 1

It pts 2)2(e)] expi= 21T2r) st () Ly
y»0

do(s )M )/

et par suite que la série considérée est najorde par la série
1

(7.5) 2 57 lbts D)ets) || ass(s P2

50
Dans le cas de la fonction-noyau

£{z) = KF(Z A ZZ) -
on a

.S
£(s) = He(z}s)”lexp(— 2 TiTr (%))

[Exposé 6, formule (25)], et d'avtre part (Exposé 6, théoréne 3) Hr(t}s)"'1 est
proportionnel a

1

2'

det(s)” ~(n+ 1)/2€( /‘H(f‘ 1? s

dans ce cas on est donc conduit & la série
l

2 Q(S Jexp(~ 2 WiTr(sz,))
S»

dont la convergence est évidente ; cels justifie 1'inversion des 2 dans (7.2)

Dans le cas général la relation (2.5 bis) donne seulement la majoration

Q!"“

2

Hf(»" )5(s) || aes (S)(n”)/2

la convergence de (7¢5) n'est 2r-ic pas évidentes I¢ SA; "= % Mg ycro 0 gat e
que la convergence de (7 «4) revient a 00116 de (7.5) ; on effet ,cssayons d'expri-

nmer que (7.4) converge dans l'espace U r\f) la dénonstration du théoréme 1 de

l'exposé 9 (dans laquells on fora co = f{s), donne imrm*diatenent la najoration
1

6Py (2)E( ) [z <
o
)2 () || exp(~ 2 Tr(sy) Yaet () Pt ay

gG/r

S ;
y>>0 1 1

- e
v

2
or il est clcir que, par.ile changenent de variable y —} s “ys < . on obtient
pour le second membre une najoration de la forme
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1

Go‘N(S—ZSE(S)l|det(S)(n+l)/2

ce qui raméne 3 nouveau 3 la série (7.5)}

On peut donc énoncer le résultat suivant

THEOREME 9 ( © = Sp(n , 2) s &, >?2n). - Soit une fonction fe%l(g) telle
que la série

1

e 2N\ (n+1)/2

N

2 lipts “)£(s) 1] det(s)

s demi-entiére
converge. On a alors la relation
r A
£ (n) = §,> ES(Z)f(S) pour Im(z)> O ;

s demi-entiére

la série du second membre converge normalement sur tout compact, et converge au
sens de l'espace ?giﬁv) .

Je résultat justifie a posteriori les considérations heuristiques de 1'Exposé 9,

numéro 1. "On" conjecture qu'il s'applique aux séries de Poincarée.

8, Existence de séries de Poincaré non nullese.

Dans ce numéro on désigne par " un sous-groupe discret quelconque de Sp(n ,.E) ’
que l'on fait opérer sur le cercle-unité généralisé

/ *

=% . 55 KL
i chague représentation irréductible P de GL(n , g) correspond alors un facteur
d'automorphie

« A
M = 2 { N
Je\‘u: 5) f’(P‘S"'O() pour M /5 2 ’
et les séries de Poincaré d'espece r> pour T sont les fonctions de la forme

r e P
8.1 = J (M £ (M
(8.1) efg) = 3 apt, 5)7 )
ou f(g) est un polyndme & valeurs dons 1l'espece ﬁ, de p ; bien entendu, la
convergence n'a lieu << pour <xn'> 2n , ce qu'on suppossra dans ce qui suit.

L cBté de p nous utiliserons aussi les représentations

Fo © &8 = det(e) Fle) ,

ce qui revient & remplacer le parametre Xy de f par X, tmoe Considérant la
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représentation

¢ g~ det(g) ,
il est clair que

(8.2) JPm(M ’ S) = JO/(M ’ S )me(M ’ 5) D

Ceci dit, le Théoréme d'existence s'énonce comme suit @

L4

Solent TGy 5 eee, g des points donnés, dcux & deux distincts modulo (U ;

soit m(‘Si) l'ordre (fini)du stabilisateur de Si dans 3 enfin donncns-
nous un, entier p2 0 .

Alors, pour tout entier = suffissrment grand et multiple des m(Y i) s il existe
une série de Poincaré d'esptce p  pour I, ayent aux points :i des parties
principales données d'ordre p , pourvu bien entendu que les parties principales
"donndes" asutisfassent aux conditions d'invariance évidentes.

Ce résultat est un cos particulier du théoréme 3 de 1'Exposé 10 bis ; nous ne le
démontrerons donc pas ici.

Notons simplement que la théoréme précédent est en réalité un théoréme d'exis-
tence pour les Spitzenformen, en vertu du théoréme 5 bis du présent exposé.

Lippendice.

On se propose de montrer que le corollaire au théoréme est vral pour o n >n,
et pas seulement pour o n > 2n .

Posons pour cela
fy(X) = plx + iy)”

ol x est une matrice réelle symétrique variable et y une matrice >>0 fixe

tout revient & appliquer la formule de Poisson a fy , donc & établir les as:ertions
que voici ¢

a. la fonction fy est intégrable sur l'espace des x = x'

b. la série Z fy(x + n) converge uniformément sur tout compact en x ;
ce la série Z g'y(s) converge absolument

de la fonction ;‘y(s) a la valeur indiquée par la formule & établir.

Nous établirons l'assertion a. plus loin.
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Supposant établie l'assertion a., prouvons b. . Si 1l'on effectus dans 1l'intégrale

( v(x + iy)-ldx
}x = x!
11
la changement de variable x —» yBxy< 11 est clair qu'on trouve une majoration

de la forme 1

|llg Gliax <oulpt ZIF

est une constante indépendante de y ; donc a. implique que la fonction

?(z)m1 est intégrable dans toute partie du demi-plan de Siegsl qui est le pro-
duit de l'espace des

o1 C

X par unc partie compacte de l'espace des y >>0 ; par
suite la série -~ P(z + n)"1 converge dans l'sspace ' de toute partie com~
pacte du deni-plan 3

3 mais ccome elle est formée de fonctions holomorphes de 2z ,
ceci implique l'assertion b. »

L'assertion c. résultera trivialement de l'assertion d., laquelle donne une
majoration exponentielle pour fy(s) .

Pour étaElir l'assertion d. on remarque d'abord que d'aprés l'assertion a. la

fonction fy(S) est continue par rapport & s ; en effectuant dans la formule

A «

£ (o) = S e + 1y) Fexp(~ 27riTr(sx))ax
« : L 1

le changement de variable x —%»yz

2 N ~
Xy~ on voit méme qu'en fait f _(s) est fonc-
tion continue du couple

S , ¥ « Mais on sait déja (Exposé 6, n° 8, p. 20) que
3 ’ . —1
pour presque tout y la transformée de Fourier de x-—+§>(x +1iy)  , au sens

L2 , 6st égale & O pour presque toute matrice s non »»0, et &

-1 . -1
o(g) " §(21)H (4s) “exp(~ 2m Ir(sy))
pour presque toute s » 0 . Comme deux fonctions continues qui coiIncident presque
partout sont identiques, l'assertion d. s'ensuit.

Tout revient donc & établir l‘assertion a., et comme on 1l'a vu on peut pour ce

faire supposer y =1 . Or il est clair, vu la relation

lu*all = Ilull®
velable pour tout endomorphisme continu u d'un espace de Hilbert, que l'on a
e+ 7 = 16+ 72 = [fed « ™2

~ ¢1 ¢.ppose bien entendu choisi un produit scalaire adapté a f . Dans ces ccndi-
tions tout revient & établir le
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THEOREME 10. - Soit p ums représentetion irréductible de GL,(n , R) 5 alors
1'intégrale

1
{ F(x2+1)2dx
}x=x’

converge pour u11> n .

Pour démontrer le théoréme 10, nous allons nous ramener au cas ou f est dc di-
mension 1 ; on a en effet

o
pg) = det(g) " T (g)

oll W est une représentation polynomiale ; or supposons que g soit unc matrice
symétrique

» 0 3 alors 1l'opérateur Ti(g) ost aussi hormitien » 0O , donc semi-
simple, et

1l'on sait (en immergcant g dans un sous-groups abélien maximal de
1l'ensemble

des éléments symétriques positifs de G = GL,(n , R) , et cn réduisant
l'image de ce = ~* ~coupe par T & la forme diagonale) que les valcurs propres de

TT(g) sont des mondmes en les valeurs propres de

g , mondmes & exposants nécessai-
rement positifs puisque

T est polynomiale. Il s'sxsuit que la relation

g>»>1 implique T (g)>1 -
Par suite
f(x? + 1)_1 (4-det(x? + l)eOKn
ce qui nous raméne, comme snnoncé, au cas d'une représentation de dimension un.

Pour établir que l'intégrale
act (P + 1) ?ax

converge pour s > n , nous utiliserons la formule d'intégration (4 27) de 1'Exposé

5 (& vral dire l'espace des x = x' réelles est bezucoup plus grand que l'espa-

ce des x = x! >0 , mais cc point importe psu comme on va le voir). De fagon
précise @

IEMME, - Soient X 1'espace vectoriel dos matrices x = x' réslles, H llensem=
ble des matrices

h ¢ X diagonales, et K 1le groupe orthogonal. Pour toute fonc-
tion £(x) continue et positive sur X on a la reclation

fo(x)dx =e SSKxH £(khk ) Ejmi = 2,k
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ou ¢ est unc constante, o h = (11 s see 5 A n) et o dk (resp. dh) est la

mesure invariante (resp. euclidienne) de XK (resp. H)e

Pour cela désignons par Xy 1'ensemble ouvert des x e X inversibles ; évidemment

X - X,y est de mesure mulle de sorte qu'il suffit d'intégrer sur X5 o L'application

(k , h) = x = kKhk™

de K x Hy dans X, est bion connue pour &tre sur;ective, et fait méme de K x Hy
un revétenent de X, & un nombre fini (facile & calculer ( ) de feuillets. Nous

allons calculer le jacobien de cette application ; il est évident a priori, la
mesure dx étant invariante par K , qu'il ne dépend que de h o+ Pour cela on
différentie la relation kh = xk , ce qui donne trdvialement

(*T‘. k-lo %x.k = gekrh - h,. Sek + %h

ou l'on a posé

’

Sek = k—lo Sk .
Posons, en écrivant des matrices,
g,k = (co:1 )

les °°ij sont des formes dlffercntlclles de degré 1 invariantes a gauche sur

K , vérifiant @53 + aﬁi 0 puisque k'k =1 ; et 1la mesure de Fher de K
est définie par la forme (produit cxtérieur)
> = i ‘ O-)i. .
i<y

D'autre part la relation (%) donne immédiatement

(A5 = Aoy si 1 # ]

-1
k. Sx°k)ij
(oA, si 1=13 3
comme 9 X — k-l.SX‘k induit sur les coefficients de &x wune substitution

linéaire de déterminant 1, on voit que le jacobien cherché est

w( ~"';\-) ’
i’<% IAJ 1

(6) 83 =0lons & cc oojet unc crreur trivialc dons 1'Exposé 5, p. 21 3 11 n'ust
éviderment pas vrei que tout g @G s'‘écrive d'une seulc fagon sous la forme

g = klk'? 3 11 fut tenir compte du "petit groupe de Weyl", i.e. du normelisateur de
H dans K .
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d'ou le lemme.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théoréme 10. Tout revient & exami-
ner l'intégrale

Sdﬁt(hz + 1)_8/2 ‘ l l;\i - ;'\jl dh »
1<
laquelle est majorée par

S det(n® + 1)=s/2 2?\3 Al + l}jl)dh

comme dens l'intégrale qu'on vient d'écrire ne figurent que les I}jﬂ on est
ramené a examiner

S T2« TT A, +A) a5
A>0 i< J
i

or il est clair que JT1(A, + ) &st une somme de monSmes
i b

P\ml \mn —
A Y (n avec mién—l ,Lmi=n(n-l)/2 s

d'autre part 1l'intégrale

+00
g (42 + 1) 2B
0

converge dés que 8 > m + 1 j comme tous les exposants my qui interviennent sont
€ n -1 11 est clair que le théoréme est démontré.




