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Séminaire H. CARTAN 9-32
E.N.S., 1957/58

Supplément & 1'exposé 9

CARLCTERISATION DE L'ESPACE DES SPITZENFORMEN

par Ichiro SATAKE

(n se propose de donner ici une démonstration du lemme utilisé dans 1'
(p 9=07). On fera usage de notations et de résultats d'
ment les exposés 12, 14 et 16.

exposé 9
exposés suivants, notame

Soit [’ un groupe commensurable su groupe modulaire , nous avons défini un
produit scalaire de f , g egcf@rg Koo ?) par

1 1
(1) <f, gy = g <(>(YZ) o £(2) , f(YE) o g(2) » dz
r r'\s;l
= Tr(g(2)* o P(Y) o £(2)) 4z
V' \%

ou ltadjoint * est défini par rapport aux produits scalaires adaptés de F, et de
FF , 6t dZ = det(¥)™ d4X aY est la mesure invariante de S, 3 de méme, nous
avons défini les normes de fe %r'( Moyop ) par

1 1
(2) lell , o = (S Hf(Yz) o £(z) ||P az)P (L<p < )
s Py
moL
(3) el o = rfﬁ{lg,n P ) o £(2) ||
et posé
(4) %f, (psp) =1{f; £e% (4opP) Hfllr,’p <o} (Qgpgo)

En outre on désigne par S'r'(}‘ ’ (.») 1'espace des "Spitzenformen" d'espece (p , ¢ )
pour ™'

I1 est trivial de 08(,?_0, c%"i, C’&%_, (756}:_' est une fonction croissante de p) ;
on sait d'ailleurs que

(5) g lpsplc %:?(f"(’)

st que 1'égalité a lieu si =0 (Exposé 7, n°® 3, corollaire 1 au théoréme 1 et
théoréme 2 3 ce résultat démontré pour T'= [ s'étend facilement au cas de [~
général)e On se propose maintenant de démontrer le théoréme suivant s
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THEOREME 1. - Soit 0 2p < o-eSi po\n32n,ona
6 p . = - .
(6) Bl €)= 8.(psp) 5
si Pu, < 2n et si ¢ est de dimension 1, vg@‘{’,(r, ’ ()) est lc sous=espace de

5(56\,,( }\, ?) formé des f telles que

(7) .&bgo& el o £f=0 pour tout A
n

. . . n ~
(i1 revient au méme de dire que {Dp o enel (£]) = 0 pour toute Me 3 on notera
n :

d'ailleurs que cette condition n'a pas de sens lorsque P, < n). Pour la notation
%2 s Voir Exposé 14.

~IEMONSTRATION, = D'abord on va considérer le cas du groups modulaire. Soit
2656 (py p) 5 pour que £ appartiemme & %(p, @) , 11 faut ot il suffit que
l'intégrale figurant dans (2) soit convergente dans un voisinage U de chaque
point x de r\‘}:(; (puisque ceci est compact 1), i.e. que

1
P 0 2@ 1P az < oo 5

)

gU N\
n

ceci équivaut a

1
g Hp(r) o £@)|IP az < o ,
W na,

* Q
= Z &
ou encore, en prenant x r(Zo) sy o8 ML

L
(8) H?(YZ) o £(2)|IP az « oo ,

S n
v( )(Ur,K)
(n) 2y 2y .
o VV/(U_ , K) désigne l'ensemble des Z ¢ SL_ telles que 2 =|t =X + iY
T n Y, 2o

>K, Ur étant un voisinage

0

Y:twm, o={a, %ij) avee 2, €U, , d
de 2 dans Qr o (Cf. exposé 12).

r+l

I1 est clair que, pour U borné et pour K suffisamment grand, V('n)(Ur , K)
est un produit direct d'un ensemble borné dans l'espace de (X , W , Dl) et
de l'ensemble
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(9) QL) = {(dpy » vee yd) 5d;<ud  (rleicnd),d, >k} .
D'autre part, on a
n
_ -i-1
dz = X & JT 4" aq,
o d&X , dv , d d;, sont des mesures suclidiennesw

’

Ceci dit, démontrons la premidre partle du théoréme. Soient 1 Z 2n ,

fe ’JGP(T\ s ¢ ) et supposons que $I nt £ =£f,; ne soit pas identiquement nulle.
Si 1l'on pose

(n-1)
7 =] ¢ 212 C oy osed
- 212 5, y T X Int s

on a

L L
1P o2, @)1l 2 11p(B) o 2(2) ||

1
) o (22) -2 G

. oY,
on voit facilement que ||£(Z) - £ (Ll) I < c, e D gans V(n)(U L K)
(exposé 4, n® 4, proposition 2) et que
An

c,/2 Tr(Y) det.(Y)T

1
g 11 < oy & 7

(exposé 6, n° 1, lemme 1), avec C s Cy s Cy > 0, d'ou il résulte que

1
e o (£2) - £, (NI

est borné dans V(n) (Un-l s K) ; par conséquent, on a

1
HF(YZ) ot () |IP a2 < o

Sv(n)(u K)

n-1?

1
190 o £,y @)IF = Trle,, @)% o p(0) 0 2 (2)))

1}

te(s (2,9 o p(%) o {2 DM) o (z,)).

nnl
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: "n (n)
qui est Zec, d dans V'UU(U, K) pour z e Q.n_l telle que fn-l(zo) #0,
4 est un. corstontc positive. Done 1o convergence d= 1'intdsralc ci-dcssus

entraine que

ou ¢

o0} n

ce qui est une contradiction pour pPX, >2n « Ainsi pour P,z 2n ,
fe ?’@g(r ’ f) entraine f ¢ Sr(r ’ f) . (La réciproque est déja connue).

Passons & la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme. Supposons p X, 4=<n
et dim f =1 ; soit fe (561;)—( N (7) et supposons qus 5@: f = £ ne solt pas
identiquement mulls. 8i £ (2.) #0, 2 €S, on peut prendre U, K tels
que

He@z) |l 2 € dens v(n)(ur , K) 3

alors il est clair que la convergence de 1l'intégrale (8) entraine la convergence de

X ¥Ioa a 4,
T
o _%n o Xn © o © g
dp-z--r-\?. dp-—-2 -r-3 pz—n de-z’ -l
= r+1 r+2 X i n
K --ld -1 ML -ld
r+1 n Y nel

d'ou l'on déduit
« {(1 -
i(p En'n)*'lLT“"i L <o l€sign-1r),

r>p0(n—n-1 .

.6

Réciproquement, il est facile ' de voir que, si r > pXx, =-n- 1, 1l'intégrale
(8) est toujours convergente ; il nous reste & arfirmer la convergence de celle-la

pour O€r<pw« =12 - 1, sous 1l'hypothése que < ;fx f = 0 « Supposons

-n-1
n

done pohy > N, 4‘:,;0\ -1 f = 0 ; alors, par le raisonncment de la démonstration
n

de la proposition 2 de l'exposé 4, on constate facilement ~ue

-Cz(dl + eee + dpo(n_n)

1£@) || < o o ams 2,

de sorte que 1l'intégrale (8) pour 2 € Q'r (Ogre= pex =1 - 1) est majjorée par
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px,~n
-c = a X n
R4=rsl ¥ 5 pPp-i-l
e T d dd
®..(®) 1=ra :
r

dont on voit immédiatement la converzence. La démonstration du théoréme 1, dans
la cas du groupe modulaire, est donc achevés.

Soit maintenant T' un groups commensurable & [ » 6t soient
k
m=rnr' = "
(10) AT S iL=)1rMi .
Comme on 1l'a fait dans la démonstration du théoréme 3 de 1'exposé 16, on peut faire
correspondre, d'une fagon canonique, & f'é& %6 (‘u (\) une forme fe 46 (r e)
oi P est un multiplicateur de "1ndu1t" par un multiplicateur ' ds T

(plus précisément,,par la restriction de V & T"”et par la décomposition (10)) ;
f est définie par

k
(11) £(2) + a=(a) = E_ (£ 1)) &,

oh a, eF (1=1<k).
i .
1
Soient f£' , g' e (l.x p) et soient f , g les éléments correspondante de

%(V’f) ; alors on a

1 1
(12) 4¥) 2@) , p(F) g)> = Tr(e@)* 0 p(1) o £(2)

Z= Trl(e 1) (@) o p(¥) o (21]4,)(2))
'il_" Tr(g,2)* o p(¥y, Z) o £(4,2))
1 1

=';2: <€(Y2z)°f'(MiZ)’P(Y2;1iz) g (M,2) >,

d'ol, en désignant par F un domaine fondamental de [~ , on déduit

<t,g> = <y(¥2)of(2),;>(f)og(z>>dz

F

SF (f(YAZ)of(MZ),r(Yﬁz)og(Mz)>‘dz
ﬁym_; P o 102y ,¢(i"> 0 8'(2) > a2

=\ ,g >rll’
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parce que ‘3{ MiF est un domaine fondamental de T’ ; ce dernier étant visiblement
égal & [rsvri]<er, g')r' s on obtient la relation suivante

(13) (f,g>r=[r’:r"_l <£', 2"
Or, d'aprés (12), on a

1 .
1P , @) P = Ity z) o 20 I,

} 1
ety z) o sr2) || = 1p7) o £(2) | =% lIP(Z, 2) o £10,2) |
4 i

On en conclut que f'e %p(rx »¢) siet seulement si fe pr(ra p) 3 en effet,
Si f’é’%‘g(r', r) ’Ona

1
3 1) o '@ P < o
Egh%?
et par suite
1
§S uf’(YﬁiZ) o £1042) [IF <,
F

d' ot (indégalité de Minkowski)

| WD) o0 P < o
1.0 £ %P (lm f) 3 reclproquement, si fe 4GP (r\ f) , On a

gF llruﬁiz> 0 2142 |IP <

pour chaque i , d'ol

1
j Hf(YZ) o £1(2) |IP< o ,
Y MF

donc f' e GXCP (‘\', f) , (nous avons supposé p < o ; mais la conclusion ci-dessus
est ev:.demment vraie pour p = o aussi).
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D'autre part, il est clair, d'aprés (12), que f' est une Spitzenform pour '
si et seulement si f est une Spitzenform pour © ; plus généralement, on a
@?,;\ £1 = 0 pour tout A si et seulement si P f =0 . On a ainsi réduit
la démonstration du théoréme 1 au cas du groupe modulaire, cc qui achéve la

démonstration.




