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UN THÉORÈME DE THOM SUR LES SINGULARITÉS DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

A. HAEFLIGER et A. KOSINSKI(Exposé de A. HAEFLIGER et A. KOSINSKI, le 31.5.1957)

Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1956/57
Exposé ~° 8

(Cet exposé fait plein usage des notions et notations introduites dans l’ex-
posé précédent.)

1. - Soient V et W~ deux variétés différentiables paracompactes et soit
f : Wp une application r-différentiable de Vn dans Cette appli-
cation se prolonge en une application f~ de V~ dans J~(V~ ~ W~) . L’espace

. 

sera considéré comme un fibre sur Vn x Wp de fibre Lr , de grou-

pe L x L et de projection p .

’ 

Supposons qu’on ait fixé une "variété critique" S c Lr ; puisque S est
n~p

invariante par les opérations du groupe, on en déduit un sous-espace fibre S~
de l’espace T(V ~ W") . Soit S l’image réciproque de S.. par L’ensemble

~ sera appelé l’ensemble critique de f du type S. Dans cet exposé nous étu-
dierons certaines propriétés homologiques de i5 dans le cas où f~ est transver-

sale sur S... (Sans cette condition la question n’a guère de sens.)

Dans le cas particulier où 03A3 est une variété, le théorème que nous allons

démontrer établira la liaison entre les classes de Stiefel-Whitney de V et

et la classe fondamentale de ~ . Mais dans le cas générale ~ n’est pas

forcément une variété, bien que ce soit toujours une collection de variétés (f~
étant transversale sur SJ). Nous poserons donc la définition suivante :

Soit 03A3 une collection de variétés de dimension k. On dira que 03A3 porte 
’

une classe fondamentale x s’il existe un élément 03B1  Hk(03A3) (homologie singu-
lière mod 2 à supports fermés, non nécessairement compacts)tel que, pour cha-

que point régulier x,~ ~ ~ l’image de 0. dans (B - x)) soit le gé-
nérateur de mod (03A3 - x)) . (Par points réguliersnous entendons les points
de Si dans la décomposition ~ = S. ~ ... voir l’exposé précédente par.

2.)

Nous démontrerons le théorème suivant qui nous a été communiqué par R. 

dans une lettre : .
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Soit f : une application r-différentiable, soit S une

variété critique et S l’ensemble critique de f du type S. Supposons que fr
soit transversale sur S.. et que S soit un ANR.

Alors 2 porte une classe fondamentale x. dont la classe duale 

me comme un polynôme par rapport aux classe s de Stiefel-Whitney do V et aux

imagos par f* des classes de Stiefel-Whitney de M" :
° 

D~= P[~(V~ , ~(W_(WP))] .
Le polynôme P ne dépend pas de l’application f.

Remarquons que le théorème précèdent implique :

COROLLAIRE 1. - La classe ~ est un invariant de la classe d’homotopie de f .

COROLLAIRE 2. - Si Mp = RP, D~= P [Wi(Vn), 0 ] .
Avant de passer à la démonstration du théorème, nous énoncerons un lemme dont

nous aurons besoin et dont la démonstration, n’ayant rien de commun avec le sujet

de cet exposée est donnée à la fin, en annexe.

LEMME. - Soient V et V’ deux variétés différentiables paracompactes,

S == S ~ ... ~ S une "collection" de sous-va.riétés différentiables dans

V ; soit f une application différentiabie de V ’ dans V transversale sur S ,

et S’ = (S) l’image réciproque de S. Supposons que S’ soit un ANR et

q~o S porte une classe fondamentale 0~ .

Dans ces conditions S’ porte une classe fondamentale et l’image par

f* : H*(V) ~ H*(V’) de la classe duale à 03B1 est la classe duale à 03B2 .

Plus précisément, au lieu de o il faudrait parler de l’image de oc dans

H (V) ~ et do même pour }) . En désignant les homomorphismes d’inclusion carres....

pondants par i* , i’ ,le lemme s’exprime par la formule 
= 

DÉMONSTRATION du théorème. - Considérons le diagramme commutatif .



où g est défini par = (x , f (x~ ~ 9 p , p,. sont les proj ections canoni-

ques et E ~ H est l’ espace fibré de fibre Lr associé à l’ espace fïbré uni-.
. r r nrp , ,versel relatif au groupe Ln x L . LE groupe L étant (topologiquement) len p n

produit groupe orthogonal par un esp ace euclidien, alors on peut, d’après
les théorèmes connus (voir par exemple [1], 10-04), choisir comrle espace classi-
fiant H relatif au produit Lr X Lr , le produit de deux grassmanniennes, soitn p ,

Gn x G . En plus, on a le diagramme commutatif suivantn p

où p. , §. (i = 1 ,2) sont les projections et 1. (i = 1,2) sont les applica-i i i

tions qui induisent les fibrés tangents. Soient les classes de
~ 

i j
Stiefel-Whitney de V , Wp resp. . Nous démontrerons d’ abord que

(1) Si ) G x Gp) , alors h* ) est un polynôme en p*1 V. (Vn) , p*2 %l . (VP) .

h*03B6 = P [p*1 Wi(Vn) , PÎ Wj(Wp)].
Soient ld! et lll les classes de Stiefek-Whitney de G ,G resp.. D’ aprèsi j n p ~
le théorème classique de Chern, les 1.I! engendrent l’ anneau H*(Gn) et les Vi

~ 
i .. J

engendrent l’anneau H (G ) (voir [6 j , et [1] , Exposé 17 de VU WEN-TSUN). Donc

03B6 = P[p*1 W’i , p*2 W’j] ,
d’où

h*03B6 = P [h* PÎ H* Pl W’j] = P [p*1 Wi(Vn) , p*2 Wj(Vp)]
par commutativité du diagramme précédent.

Ceci étant établi, retournons à la situation du premier diagramme. Soit

SE le sous-espace fibré associé à E de fibre S ; on a S . J = D’après
un raisonnement de THOM [5] , S porte une et une soule classe fondamentale. Ce

raisonnement tient à une prapriété locale qui est invariante par rapport à la

multiplication par un espace euclidien. Il en résulte que:

(ii) S , J et Sg portent des classes fondamentales j, et 03B4 resp.. Ces classes

s ont uniques.



En appliquant maintenant le lemme à la classe ~ ~ on voit que ~ porte une
classe fondamentale ~ et que f~* D~ . En appliquant de nouveau le lemme
à 6 on obtient car la classe ~ est Ionique classe fondamen-
tale de Finalement

(iii) D~ 

Puisque la fibre du fibre E 2014~ H est homéomorphe à un espace euclidien,
l’homomorphisme est un isomorphisme, et il existe un ~~H~(G x G ) tel

que D03B4 = 03C6*03A3. Donc d’après (iii), la commutativité du diagramme et (i), on a

g~ = P p~ g~ p~ P f~ 

ce qui achève la démonstration du théorème.

Supposons que les groupes structuraux Lrn et Lrp des espaces fibres

des repères d’ordre r do Vn et Wp aient été réduite aux sous-groupes L et

L’ resp.. Alors le théorème reste encore vrai, si l’on remplace L~ par

L x L’ dans le définition de S ~ et les classes de Stiefel-Vhitney par les clas-
ses caractéristiques relatives à L et L’ . Par exemple, dans le cas des appli-
cations analytiques des variétés analytiques complexes, au lieu des classes de

Stiefel-Whitney, on aura les classes de Chern.

ANNEXE

Nous donnerons maintenant la démonstration du lemme dont nous conservons les

notations. Nous supposons que dim V = n , dim V’= dim S = k et dim S’ = k’ .

Puisque les codimensions de S et de S’ sont égales, on a 

(voir [4] ).

~ étant la classe fondamentale de S ~ nous démontrerons d’abord coci :

(i) il existe une classe ~EL.(S’) telle que sa classe duale dans V’ soit
’ 

l’image par f* de ~a classe duale dans V à -~ .

Soit M! un système . fondamental de voisinages de S’ dans V’ , 
, 

et soit f.
la restriction de f à W! . On a le diagramme commutatif ( [2] ~ 20-04) :



où les supports de l’homologie do V , V sont tous les fermés, et, dans W’i ,
les fermés de V qui sont contenus dans J* ; les signes ~ désignent les
isomorphismes de d ualité ( [2] , l.c.) et i l’homomorphisme d ’ i nc l usi on . Obser-
vons maintenant que les éléments D~ f~ de H,,(~’) déterminent un élément
de la limite proj ective lim Hk’(W’i) , donc un éléme nt 03B2 de H,,(S’) car l ’ ho-

momorphisme Hk’(S’) ~ lim Hk’(W’i) est un isomorphisme : S’ a été supputé

ANR (voir [3] , théorème 3 , 4.).

La commuta,tivité du diagramme
’ 

i’
, H~.(S’) 2014~ H~,(V) .

~ f . 
’ 

.

où i’* est l’homomorphisme d’inclusion, jointe a celle du diagraime précédente
montre que 03B2 satisfait aux conditions do (i) : = f* Di .x .

Pour achever la démonstration, il suffit donc de démontrer que la classe

~ obtenue dans (i) est bien la classe fondamentale de S~ .

Soit x’ un point régulier de S’ et soit x == f(x’) . On peut trouver un
système de coordonnées x2 , ... , x dans un voisinage M de x homéo-

morphe à R "" x Rq, tel que les coordonnées x1, x2, ... , x soient nulles

au point x , et que W ~ S soit défini par x = ... = xn-q+1 
= 0 ’ Soit B

le sous-espace de M défini par x. == 0 , ... , x 
= 0 , jx |1.

Soit T un voisinage ouvert de S dans V qui contienne B comme fermé.

. Soit maintenant W’ un voisinage de x’ dans V contenu dans f" (W) .
Puisque l’application f est transversale au point x’ sur S , on peut trou-

ver dans ~’ un système de coordonnées x’ ~ ... ~ x’, nulles au point x’ et

tel que la restriction de f à W composée avec la projection de W sur R"
soit donnée par les équations x’n, = xn , ... , x’t . 

= x .. Soit B’ le

x’ = 0 ,..., x’, = 0 , (xB |~,..., |x’n’|~
~ étant assez petit pour que f(B’) c B . Soit enfin T’ un voisinage de S’

contenant B’ comme fermé et contenu dans f (T) . ’

On a le diagramme suivant qui est commutatif, en vertu de ( [2] , l .c.)

 T-B/ >> Hk(Smod  S-x > >

Hk’(S’) ~ Hk’(T’) ~ Hq(T’)~Hq(T) ~ Hk(T) ~ Hk(S)
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où f-. et fm sont les restrictions de f à B’ et T’ resp. ; D et D’

sont les isomorphismes de dualité ; i , i’ , j , j’ sont les inclusions, L’homolo-

gie de T et T’ a pour supports 3cs formés do V , V’ resp. qui sont contenus

dans T , T’ resp. ; la cohomologie de B et B’ est à supports compacts.

Maintenant, comme conséquence directe de (i)~ nous avons f~ = fi
ce qui implique, par commutativité du diagramme ,

(ii) = ~ x .

Nous allons déterminer cet élément de D’après la définition de la classe

fondamentale~ m ~ est le générateur de mod S - x) . Donc Dj 
est le générateur do et de même f~ celui de car fg
est une application homéomorphe de B’ dans B . Ceci implique évidemment que

est lo générateur de H,,(S’ mod(S’ - x)) , c’est-à-dire est une

classe fondamentale de S’ . 
’ 

.

C.Q.F.D.
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