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Séminaire H, CaRTLN, E.N.S., 1956/57
Exposé n° 1

SUR Li THEORIE DE KaN

(Exposés de H., CaRTuN, les 10,12,1956 et 17.12,1956)

Bibliographie : Daniel M. Kil, Notes aux Proc. Nat. scad. Sci., U.S.i.,
42 (1956), p. 419-421 et p. 542-546.

En outre, quelques '"papiers secrets" de KAN.
Voir aussi les Notes de cours de J.C. MOORE, Princeton 1955-56.

1.~ Catégorie avec structure simpliciale,

° < 2 . . . z . S
Soit C wune catégorie. On lui associe une nouvelle catégorie (0~ comme

suit : un objet de S est défini par la donnée d'une suite (Kn)_
(n entier » 0 ) d'objets de & , et,pour chaque n , de deux suites d'ap-
plications ’

d; + K — K _, (0 ¢1i <¢<n, n:l)

85 :Kn,w’ Kn+1 (0 <isn, nx0)

qui sont des "morphismes" de la catégorie & , les d; ("opérateurs de,
face") et les g ("opérateurs de dégénérescence") sont en outre assujettis

aux relations suivantes

/ didj = dj~1di pour i < j
sisj = Sj+lsi pour 1 €< j
(1) | Sj-ldi pour i < j
disj: identite pour i = j et pour 1= j+1
dei-l pour i > j+1 . '

. Q ) .
On achéve de définir la catégorie en définissant les "morphismes"

de cette catégorie : un morphisme (Kn) ->(-KI'1) est une suite de morphismes

£, : K — K de la catégorie C , tels que

— < 8 .
difn"fn-ldi pour 0 €ig<n , nx»1,

|

A
[

F7AN )
B
B
Y
(@]

s.f

i'n ” fn+1si pour O :
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Par exemple, si C est 1a catégorie des ensembles et des applications

. oS — S . .
ensemblistes, C sera la catégorie des ensembles simpliciaux (appelés

souvent, dans la littérature, complexes semi-simpliciaux, ou C.S.S.-complexes).

Si C est la catégorie des groupes (non nécessairement abéliens) et des

» S S L4 - . 3 3
homomorphismes de groupes, & sera la catégorie des groupes sinpliciaux.

On définit de méme les monoides simpliciaux (avec ¢léments neutres).

La définition de la categorie C 5 peut encore se formuler de la maniére
suivante. Considérons la catégorie A définie comme suit : les objets de
forment wne suite & _, ..., &, ... A est la suite des entiers
(0,1, «..c , n) . Les morphismes de & sont les applications croissantes

(au sens large) Ap —> Aq .

On notera que tout morphisme s'obtient par composition des morphismes

identiques An —_— An , des morphismes

8. H An — An

S
; (te1 que &, (p)

$;() = psl pour p2i)

" p pour p< i,

et oy A >4, (telague o,(p) =p pour p&i,

i n 1
o3 (P)

p-1 pour p>1i) .

‘ . S .
aAlors un objet de & n'est pas autre chose qu'un foncteur contravariant

T de la catdégorie £ dans la catégorie C ; et un morphisme de la catégorie
C S est simplement une application naturelle T —.T' de foncteurs contra-
variants. Les relations (1) se déduisent par transposition de relations evidentes

entre lss Si et les 0"y .

Les relations (1) permettent d'écrire sous une forme canonique toute

Kp — Kq composée d'applications de la forme di ou s, ; a savoir

S. LI ) S. d. L) d. ’ avec i > e s o )i j ( lli<j .
i i, 5 I 1 k91 h
Sur K , cette application est définie si Jjps B, i, < n-h+k , et
c'est alors une application K —»K o Lorsque les K_ ont une structure
n n=-h+k n

ensembliste, un élément x e K~ est "d€généré" s'il appartient & 1'image
d'une application 8; 5 tout x = Kn s'écrit d'une seule manidre

sil . Sik ¥y 5 od y est non-dégénéré, et 1> eerdy ( k pouvant
étre nul).
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2.~ Groupes d'homotopie.

Un ensemble simplicial (Kn) satisfait 4 la condition d'extension de Kan
si, pour tout n >0, et tout k tel que O € k € n+l , la donnée d'une suite
d'éléments x;€ K (0sig<m+l, i#k) . tels que dixj = dj—lxi quels
que soient i et j tous deux # k, (avec i < j) entrafne l'existence

d'au moins un x& K . tel que dix =x; pour tout i £k . (sutrement dit,

1
om peut se donner arbitrairement toutes les faces sauf une d'un élément de
K pourvu que ces faces satisfassent cux relations de compatibilité éviden-

n+l ?
tes). Un ensemble simplicial K = (Kn) satisfaisant & le condition d'extension

s'appelle un complexe de Kan. Tout groupe simplicial est un complexe de Kan
(voir un exposé de MOORE au séminaire 1954-55, p, 18-04).

Si XK= (Kn) est un complexe de Kan, on peut définir les groupes d'homo-

topie TTn(K) (voir une exposition détaillée dans les notes de MOORE citdes
au début). Dans le cas particulier d'un groupe simplicial G = (Gn) , les
groupes d'homotopie TTn(G) peuvent étre calculés comme suit (cf. Sém. .

195455, Exposé 16, paragraphe 4) : soit 5; = Ker 4, ; alors d,

0«ign
induit un homomorphisme %;n 26, — G, 1 (n>1) , et on a ainsi une suite

d'homomorphismes

ed 8 n+1 ~ %n ~ ~ ~

(2) oe e —éGn'Fl —eay G‘n ~_>Gn—1 —D eee ——)Gl _— GO

tel que le composé de deux homomorphismes consécutifs soit "neutre". De plus,
s a1 . . Q
il est immédiat que Im gn+1 est un sous-groupe invariant de Ker On 3 on

peut donc considérer le groupe quotient

~/
Ker Sn/lm 8.1 » moté H (G) 3

~

les Hn(G) peuvent €tre appelés les groupes d'homologie du 'eomplexe" G

défini par la suite (2).

On voit facilement que Hn(G) est naturellement isomorphe au groupe
d'homotopie Trn(G) . Vérifions que les Hn(G) sont abéliens pour n > 1
soient x et ye G, (n.>1) tels que d;x = 1 (élément neutre de Gn—l) ,

d;y =1 pour O€ iS n ; considérons

2= (550 (5,9) (5,307 (5,39) ™ (5,9) (5 ) (6,3) " (s )7L
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ona 47zs= xyx_ly_l et d;z=1 pour 1< 1 <n+l ; done la classe de

1

Xyx y-l dons le groupe H_ (G) est la classe neutre.

Envisageons maintenant le cas ol le groupe simplicial G est abélien

(iee ¢ les G_ sont abéliens ; on les note additivement). Deéfinissons un ho-
n 3

(b »1) par d= 2 (-1)7d; + On a
0<¢ig¢n
dd = 0, et on peut considerer le "complexe" (noté encore G) :

nomorphisme d ¢+ G - G
onory. n >n_1

d d
ces —3 Gn+1 -—-——)Gn e — Gl’l-l@‘; e ——9G1 —— GO »

favd

dont les groupes d'hamologie seront notés Hn(G) + Ie complexe G s'identi-
fie évidemment & un sous-complexe du complexe G , et on a donc des homomor-

phismes Hn(d) —> Hn(G) , ou, ce qui revient au méme, Trn(G) -»Hn(G) .

PROPOSITION 1.~ Ie groupe simplicial G étant toujours supposé abélien,

les homomorphismes r‘(G) — H (G) sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION.- Pour chaque entier p 20 , soit F° (G,) 1le sous-groupe des

X € Gn , tels que 'dix = 0 pour sup(0 , n-p) <i<$n; ona

20 +1

Fo@e) =6, , @) = FP(G,) pour p .
Pour un p donné, les pP (Gn) » quand n varie, forment un sous~complexe
Fp(G) du complexe G ; d'ou une filtration

G:FO(G):Fl(G) D e —DFP(G) Z eee )

et 1'intersection des Fp(G) est visiblement G .

p+1 ’

On va définir un projecteur £P ; ¥P(G) — FP*(G) . Pour x & FP@G,) ,

soit sP(x) 1'élément de G, égal 2
5(-1)n_p+1sn_px si n>»rp;
}L 0 S1 n<p.
sP(x) & P (Gn+1) , car disn-'p = Sn-pdi-l pour i > n+1-p . 0na
si n 2 p+l
5Px + SPax =

s d X
{ n-p-1"n-p

0 sl n < p+l .
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Si x E“Fp+1(G ) , ceci est nul. Donec 1l'application P aéfinie par
n ,
Px) =x- asPx - sPax

envoie FP(G) dans lui-méme et laisse fixes les éléments de Fp+1(G) 3

Fp+1

de plus, P prend ses valeurs dans (G) ,carsi n>p, ona

— 1 12 s »
x) = 0, puisque dn—p S mpe1 est 1l'identité.

Ainsi fP est bien un projecteur FP(G) _e,Fp+1(G) , et la forme de
£P montre que le composé de fP et de 1'injection Fp+1(G) _»FP(G) définit
1'application identique des groupes d'homologie de Fp(G) « I1 en résulte
que 1l'injection _Fp+1(G).—an(G) induit un isomorphisme des groupes d'homo-
logie ; par composition, l'injection G —G induit un isomorphisme des

groupes d'homologie. La proposition est démontrée.

COROLIAIRE.~ Soit K wun ensemble simplicial, et soit C(K) 1le groupe abélien

simplicial gu'il engendre Cn(K) est le groupe abélien libre ayant pour base

les éléments de K » d

o

1 Cn(K) — Cn-l(K) est l'application induite par
di : Kh ‘é'Kn-l . Les groupes d'homologie Hn(C(K)) sont classiquement notés
Hn(K) , et appelés les groupes d'homologie de K . La proposition 1 donne

donc un isomorphisme naturel

4) ™, CE) = H K

valable pour tout ensemble simplicial K .

Choisissons maintenant un sommet ko<3 Ko (analogue du "point-base® d'un
espace topologique) ; pour chaque entier n identifions (so)nkO & 1'é1ément
neutre de Cn(K) ; par cette identification, on obtient un complexe ¢(x) .

quotient de C(K) . La relation (4) entrafne aussitét
(5) r E®) ~ T,

oh les H_(K) sont les groupes d'homologie réduits de K , c'est-a-dire
~ ~
Hn(K) = Hn(K) pour n >0, HO(K) étant le sous-groupe des éléments de

HO(K) qui sont annulés par 1l'augmentation CO(K) -7 .

Ia relation (5) est 1'équivalent simplicial du théoréme de DOLD et THOM
(voir Qomptes Rendus, 242, 1956, p. 1680) relatif aux groupes d'homotopie
de la "puiséance symétrique" (infinie) d'un espace topologique X avec point-
base : ici, K joue le r8le de l'espace X , et C(K) 1le r8le de la "puis-

sance Symétrique" de X .



3.~ Réalisation géométrique.

(ce. J. MILNOR, The geometric realization of a semi-simplicial camplex
Lscture Notes, Princeton 1955-56).

Soit K un ensemble simplicials. 4 chaque x € Kn associons un exem=-

plaire Ax du simplexe affine-type de dimension n .

Considérons 1'espace-somme

Y:; AX’
la sommation étant étendue aux éléments de toutes dimensions de K . 4 chaque

application di : Kn — Kn 1 et & chaque x € Kn associons l'application

affine A —> A_ qui envoie A4 sur la i-iéme face de A_ ; & chaque
dix X dix X
‘dpplication: ;¢ Kh..7 Kn+1 et a chaque x e;Kn associons l'application
affine Ay o — AX qui envoie les sommets d'ordres O , 1, ... , N+l de
i :
4y Sur les sommets d'ordres 0, 1, ... , n de A, le i-itme sommet
i

de 4 étant recouvert deux fois. Toutes les applications précédentes engen~
drent une relation d'équivalence dans Y : on identifie chaque point d'un

Ay ¢ (resp. d'un As.x) & son image par 1l'application en question. L'espace
quztient de Y par c;tte relation d'équivalence sera noté lKl , et appelé

la réalisation géométrique de K .

Pour chaque x = Kh » 1'injection du nesimplexe affine-type A" dans

Y qui applique AY sur Ax » définit par passage au quotient une application
continue notée |x|
' n
lx| = &% 5 |k

|x| n'est pas autre chose qu'wn n-simplexe singulier de l'espace |K| .

L'application qui, & chaque x , associe | x| , €8t une injection naturelle
de l'ensemble simplicial K dans le complexe singulier S(|X|) 3 on la no-
tera i(X) .

PEMARQUE.- L'espace |K| est réunion des images des |x| relatifs aux

X non-dégénérés ; si x est non-dégénéré, l'application |x| induit wun

, . N F . .n . . . .
homéomorphisme de 1'intérieur de 4  sur son image dans IKI , image dont

1'adhérence est 1'image du simplexe singulier ]xl . On voit que l'on a une

"décomposition cellulaire" de 4| y qui est ainsi un CW-complexe.
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lK! est un foncteur covariant de K : toute application simpliciale
¢ :+ X L définit de maniére évidente une application continue

L gl -

KI —> !L‘ ; le diagramme suivant est commutatif :

K —Y 1
| 1) . ii(L)
s(lk]) — s

Le calcul classique des groupes d'homologie d'un "complexe cellulaire"

montre que 1'homomorphisme des groupes dihomologie

H(K) ——> H(S(|K]))

défini par 1l'injection i(K) , est un isomorphisme.

I1 reste & comparer les groupes d'homotopie de K et de S(|X|)

s'ils existent. Comme bien connu, le complexe singulier S(|K|) satisfait

a la condition d'extension de Kan ; il a donc des groﬁpes d'homotopie, qui ne
sont autres que les groupes d'homotopie de liespace ‘Kl (par définitionvsi
1l'on veut). Si K satisfait lui-méme & la condition de Kan, i(K) définit

des homamorphismes ﬂ;(K) .~_9'Wh(|Kl) . Si 1l'on peut prouver que ce sont des

isomorphismes, il sera licite de définir les groupes d'homotopie 'ﬂ;(K)
(méme lorsque K ne satisfait pas & la condition de Kan) comme étant les
groupes TTn([K[) .

Dans sa Note citée J. MILNOR affirme (page 10) que T (K) —T_ (1x])
est un isomorphisme pour tout n ; il ne donne la démonstration que pour
n=1,etdit que le cas général s'en déduit par un théoréme 4d'Hurewicz
relatif. Nous admettrons le résultat de MILNOR.

Soient maintenant K et K' deux ensembles simpliciaux. On définit
classiquement l'ensemble simplicial K x K' : ona (K x K')n =K x K
(produit ensembliste), et

di(x,x') :(dix,dix‘) , si(x,x') = (six,six') pour xeK , x'eK .
En remontant & la définition des espaces |K x K'| et |K| x |K'| , on défi-
nit d'une maniére évidente une bijection

d: |k x k| — & = |K']

qui est continue (regarder une relation d'équivalence dans un produit
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d'espaces topologigques, et applicuer le paragraphe 8 du chapitre I de Topo-
. » . 5 - " - » - ‘-1 .

logie Générale de BOURBAKI). L'application réciproque @ n'est continue

que sous certaines hypothesee restrictives ; par exemple, il suffit que K

. 4 3 . "'1 N
et X' soient dénombrables. Dans tous les cas, la restriction de ) a

tout compact de [Kl % [K'I est un homéomorphisme sur son image.

Supposons alors que LI Lolu il wlloids Limplicial 3 on a donc une

application simpliciale X »x K — K ; d'ol une application continue

[K x K| — |K| . En composant 9 7~ et cette application, on trouve une
epplication

|kl [k] — K]

qui est continue sous certaines hypothéses (par exemple : K dénombrable),
et en tous cas sa restriction aux compacts de [KI x \KI est continue, On

peut donec dire que iKi est un monoide topologique, en un sens un peu large.
4
Si de plus K est un groupe simplicial, |K| est un groupe topologigue

(dans un sens large, comme ci-dessus).

4 «= F‘ibrés .

Soient X et B deux enseumbles simpliciaux, et solent p : X -»B une

application simplicials. Cr. dit que p satisfait & Ja condition de Kan (ou

encore que p est fibrée au sens de Xan, ou simplement que p est fibrée)

si, pour tout n > C , et pour tout cystéme d'éléments

beB , x, =X (0<1isn

) 5 el , 1#£k oi k est un entier >0 et <

satisfaisant &

p(xi) = dib oo hout 4 A e A 5, powr i‘< j
il existe aumoins wn x € X_  tel qus

p(x) =b dyx = x, pour *out i

Cette condition esh ansloguz & la condition topologique posée par Serre
pour ses cespaces fibrés généraux ; 4'une fagon précise, dire qu'une applica;
tion simpliciale correspondante des complexes singuliers est fibrée au sens de
Kan,

REMARQUE,- Dire que X est un complexe de Kan (paragraphe 1) revient & dire
que l'application de X sur un "complexe ponctuel" (ensemble simplicial for-

mé des dégénérés d'un sommet) est fibrée au sens de Kan.

n )
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On ne développera pas ici la théoric générale des fibrés simpliciaux.
Signalons que, lorsque Bo 8 un seul sommet, on peut définir les opérations
du groupe fondamental Trl (B) dans la fibre F (ensemble des éléments de X
dont 1'image est un dégénéré de 1'unique sommet de B, ) , ou plutdt dans
les groupes dthomotopie et les groupes d'homologie de F . L'on peut aussi

développer la théorie de la suite spectrale d'homologie des fibrés.

Soit p :+ X — B un fibré simplicial. Choisissons un sommet bOE B,
et soit F 1la fibre au-dessus de bo . C'est évidemment un complexe de Kan ;
on voit facilement : pour que X soit un complexe de Kan, il faut et il suf-
fit que B soit un complexe de Kan (Cf. Nectes de MOORE). Supposons qu'il en
soit ainsi ; on montre facilement que 1l'application de Trn (X,F) (groupe
d'homotopie relatif) dans Trn (B,bo) est un isomorphisme. On en deduit la

suite exacte d'homotopie des fibrés simpliciaux :

6)  eer > TE) = T ) > W) =T (F) >

Lorsque X et B ne sont pas des complexes de Kan, la suite exacte précédente
est encore valable (& condition, bien entendu, que l'application p soit
fibrée au sens de Kan). On le prouve en utilisant le foncteur Ex® défini
par Kan (lére des Notes citées) , qui & chaque ensemble simplicial X associe
un ensemble simplicial EXOO(X) satisfaisant a la conditicn de Kan ; on a

une application simpliciale naturelle X —» Ex C(X) , €t on montre que 1l'ap-
xl) = s(lEx* @

définit un isomorphisme des groupes d'hcmotopie ; compte tenu du résultat de

plication correspondante des complexes singuliers S(

MILNOR cité plus haut, il s'ensuit que X —-»Ex ©(X) définit un isomorphisme
des groupes d'homotopie, D'autre part, on montre que le foncteur Ex® trans-
forme un fibré en un fibré ; alors la suite exacte d'homotopie de 1l'application
[0
(

fibrée BxP(X) —s Ex C(B) , de fibre &x®(F) , donne la suite exacte d'ho~-

motopie (6).

Désormais on va s'intéresser & une classe speéciale de fibrés simpliciaux,

analogue simplicial de la classe des fibrés principaux.

Soit F wun groupe simplicial ; supposons que F opere & gauche dans

un ensemble simplicial X , c'est-a-dire que l'on ait une application simpli-
ciale

g: FxX X
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telle que g(ln,x) =z x (pour x = X, et cn notant 1n 1'é1ément neutre

de Fn ) , et que g(u,g(v,x)) = gluv,x) pour u, v €F et xe& X,
Notons désormais  u.x 1'élément g(u,x) . Considérons la relation d'equi-
valence, dans X , définie par F : deux éléments x , y& X~ sont équi-
valents s'il existe wu = Fn tel que y = u.x. Le quotient de X par cette
relation est un ensemble simplicial B ; soit p : X »B 1l'application de

X sur son quotient. Faisons maintenant 1'hypothése :
u=EF ,xeX et ux=x entrafne u=1_ 3
n n n

on dira alors que X est un fibré principal de base B et de groupe struc-

tural T ., Cette dénomination est justifiée par la proposition suivante :

PROPOSITION 2.- Sous les hypothéses ci-dessus, l'application p : X —B

est fibrée au sens de Kan.

(n » 0) ; soient

DEMONSTRATION .- Soit k un entier tel que O € k
1

£n
' - e [ < . Q .
donnés b &B etdes x,&X (0<1i ¢n, i#k) tels que

=4, .x, pour i< j .

p(xi) =d,b , dixj 51

i
Choisissons x & X = tel que p(x) = b; alors x; et d;x ont néme image

par p , donc il existe, pour chaque i # k , un unique u, é.Fn tel que

1
d.X = Uu. X, . POU.I 1 < on a

— [ Pont A3 42
di(uj.xj) = dj_l(ui.xi) , d'ou (en vertu de 1l'unicité)

d.u, = a, ,u. .
17 j=171
Puisque ¥ est un complexe de Kan, il existe un ve& Fn tel que div = Uy

pour i#k ;alors y= vl.x satisfait a

p(y) = b, diy = x;, pour i# k,

ce qui‘montre que l'application p est fibrée au sens de Kan.

Soit & nouveau p : X —> B un fibré principal de groupe structural F .
Utilisant le fait que p satisfait & la condition de Kam , on montre facile=
ment l'existence d'un relevement P : B X (c'est-i-dire d'une suite d'ap-
plications Pot Bn->.Xn telles que p, o= identité), qui est compa-

tible avec tous les opérateurs s; sans exception, et avec tous les opera-

teurs di pour i 2> 1 ., Soit

T Fx B X
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1l'application définie par %7 (u,b) = u. P (b) .

~

I1 est immédiat que § est une bijection ; identifions X & F x B
par cette bijection : alors les opératcurs s; et di , Sur F x B, ont

la forme suivante :

(%&%w pour i >0 QEFH,yGB),

85 X,¥) "

(7) d, (x,y)

Y,

1,

1]

(dix,diy) pour i :
(@)(Ty) , ay)

est une application qui doit satisfaire & certaines con-

dO(X’Y)

on T s Bn'*%'Fn-l
ditions. On les obtient en exprimant que les s; et les d, déﬁinis par

(7) satisfont aux relations (1). Il vient

L.soy = 1n pour ¥ & Bn s
T =T >
s;bo= Vs pour i> 0 |,
(8) .
. U =Taq, pour i> 1 ,
1 1+1

o’ T
(@, 9 (Tay) =7 ay .

n-1
faisant & (8) , et définissons, sur le produit F x B , des opérations

Réciproquement, soient données des applications T Bn—> F satis-

Ss et di par les formules (7). Alors F x B est muni d'une structure
d'ensemble simplicial, dans lequel le groupe F opére & gauche par

. (x,y) =(ux,y) (pour u,x e Fooet ye Bn) . L'application p : F x B—> B
définie par p(x,y) = y identifie B au quotient de F x B par les opéra-
tions de F , et fait de F x B un fibré principal de groupe structural F .
Pour éviter toute confusion, on notera F x ¢ B le produit F x B muni des
opérateurs s, et d; définis par (7) & pertir d¢ T ( T satisfaisant

a (8)). On dira que F x ¢ B est le prbduit cartésien tordu défini par T .

5= La construction de Kan.

Soit donné un ensemble simplicial K . On définit un groupe simplicial

F(K) et une application T comme suit : soit Gn(K) le groupe libre en-

gendré par les éléments de K 41 (c'ed~a~dire le groupe libre engendre par



les éldments y , 2, oos € Kn+1 et leurs inverses formels y"1 s 2y eee)

Introduisons, dans le groupe Gn(K), les relations
sy = 1n pour 3 < Kn .

Le groupe quotient Fn(K) ainsi obtenu est encore un groupe libre. Pour

y &K, » notons Tye Fn(K) la classe du générateur y de Gn(K) .
Ceci définit 1l'application T : K -waFn(K) . la collection F(K) des
Fn(K) est munie d'une structure de groupe simplicial en posant, pour

n+l
Ve Kn+1 :

'SiTy
9) 4; Ty

8,1y = Cam(Tan™

i

T i 2
Lsi+ly pour i >0,

'Cdi+ly pour 171,

En effet, on vérifie que ces formules sont licites, c'est-a-dire compati-
bles avec la relation d'équivalence définissant Fn(K) 4 partir de Gn(K) H
de plus, les s, (resp. di) ainsi définis sur les générateurs du groupe
libre Fn(K) se prolongent d'une seule manigére en homomorphismes de Fn(K)
dans Fn+1(K) (resp. Fn_l(K)). I1 est clair que 7 satisfait & (8) ; on
obtient donc un produit cartésien tordu F(K) x r K, qui est un fibré princi-

pal de base ¥ , de groupe structural F(X) .

La suite exacte d'homotopie des fibrés donne des homomorphismes
(10) TEEK) — T (K .

Le théoréme fondamental de Kan est le suivant

n+l

THEOREME 1.- Si K, n'a qu'un é1ément, les homomorphismes (10) sont des iso-

morphismes, pour tout entier n 2 0 .

Pour le prouver, il suffit, compte tenu de la suite exacte d'homotopie

des fibrés, de prouver
(11) Wn(F(K) xr K) =0 pour n > 0.

La démonstration, un peu délicate, va suivre. Auparavant, observons que
le théoréme 1 donne un proceédd théorique de "calcul" des groupes d'homotopie
ﬂ'n+1(K) de n'importe quel ensemble simplicial K , tel que K_ = soit
réduit 3 un seul élément (Kan sait d'ailleurs réduire le cas général a ce cas

particulier, en utilisant un "arbre maximal").
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On observe aussi que F(K) x ¢ K joue le r8le de l'espace des chemins

d'origine fixde ; F(K) joue le rdle d'espace des lacets, mais en fait

|IF(K)| est un groupe topologique.

DEMONSTRATION.~ On va montrer successivement

~t . .
Hn(F(K) x ¢ K) = 0 (groupes d'homologie réduits),

T, (F(K) x p K) = O .

I1 en résultera que la réalisation géométrique |F(K) x v K| est connexe
et simplement connexe, et que ses groupes d'homologie Hn sont nuls pour
n »2 3 d'aprés le théoréme classique de Hurewicz, ses groupes d'homotopie

T, sont tous nuls, ce qui prouve (11), et par suite le théoréme.

DEMONSTRATION de ﬁn(F (K) x ¢ K) = 0 o= Soit k_ l'unique élément de K_ ;
notons kn = (sofio . Pour x € Fn(K) s Ypuq € K oo1 o notons xn,yn+1}
1'é1ément de Cn(F(K) x ¢ K) (groupe abélien libre engendré par les éléments

de Fn(K) x Kn) que voici
{Xn’yn+1} = (xn(T‘yn+l)’doyn+1) - (xn’kn) :

On a donc .

1%1’%H1} =0
IEME .- Ies {Xh’yn+1} telbque y, ., £ k ., et 1'6lément (1 ,k ) forment
une Z-base de Gn(F(K) x v K).

Pour le voir, observons que
(12) (k7)) = {Xps7,} + (k) .

Donc tout élément de la base naturelle de C (F(K) x ¢ K) est congry,

modulo le sous-groupe engendré nar les X 3¥p.1 j , & un élément de la

forme (xn,kn) « D'autre part
: .oyl _ § -1
(13) (Xn(r yh+1) ’kn) - (xn’doyn+1) - §~Xn(rlyn+1) ’yn+13 5
(14) (Xn(T yn+1)’doyn+l) = (Xn’kn) + {nxn’yn+l} ‘

Donc tout élément (xn,kn) est congru & un (xﬁ , kn) , o x! a une "lon-
gueur" strictement plus petite que la longueur de x (12 longueur de X,
désigne le nombre d'éléments de la forme Ty ou (T:y)—l dont - x - est

le produit).
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Par récurrence sur la longueur de X , on voit donc que tout (xn,kn) est
congru & un élément de la forme (1n’kn)' Ainsi les éléments de la forme
{ ! 1474 2 .
X341 ) et 1'é1ément (ln,kn) engendrent le groupe Cn (F(K) xﬂiK)
11 reste & prouver que tous ces éléments sont linéairement indépendants.

Pour chaque entier u >» 0 , considérons l'ensemble G, des éléments que

voici :
(1,0%,)
lea %xn,s yn}- tels que y_# k , long. (x) ¢ u,
ﬂ_xn’yml 3 tels que ' long.(xn(‘(’, yn+l)) = long. (xn)+1 £ u

) -l -1
les {xn('t yn+1) 15 tels que long. (x (v yn+1) ) = long.(xn) +1 < u.

I1 suffit de montrer, par récurrence sur u , que ces éléments sont linéaire=

ment indépendants. Or c'est vrai pour u= 0, car les éléments
(k) et {1n’soyn} = (gyy) = (k)

sont linéairement indépendants. Il reste & voir que, pour u > 1 , les é1é=-

n?’

ments de G, = Gu—l sont linéairement indépendants modulo le Sous-groupe
engendré par G, 5 on doit donc prouver que les é1éments suivants sont linéai-

rement indépendants

(xn,yn) - (xn,kn) tels que y_ # k, long.(xn) =u,

i
fwi

(Xn(’t yn+1)’doyn+1) tels que long.(xn(’T.’ yn+1)) = long.(xn) +1

, -1 -1
(xn('( Ype1) ,kn) tels que 1ong.(xn(‘ty )7 = long.(xn) +1=mu.,

n+l
La vérification est immédiate. Le lemme est ainsi établi,

On va maintenant utiliser la base de Cn(F (K) x¢ K) fournie par le

lemme, Pour calculer avec cette base, il est commode d'observer que :
(15) 53 {Xn’yn+1} = )Lsixn’si+1yn+1}

(16) di %,Xn’yn+1 } {dixn"di+lyn+1}

Pour montrer la nullité des En (F(K) x ¢ X) , on va définir une application

linéaire S qui envoie C (F(K) x ¢ K) dans C, (F(K) x ¢ K) et est telle que
dS + 34 soit 1'identité sur tous les €léments de base, sauf sur ( o)

(sur lequel dS + Sd s'annule). On pose
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S(ln,kn) = 0 si n est pair,
L(1n+1’kn+l) si n est impair. On a bien
as(1,k) + Sa(l,k) =0,

as(1 k) + Sl k) = (1,k) pour n>»1.

On nose ensuite

' _ > i i+l i 1
S i%ﬁ%ﬂl} T 0<ign (-1) i%?m(s) (d;) Iner ) 2

qui est bien nul si Vel = kn+1 . On vérifie que

g K oo )
ds { *n?n+1 } + 5d L0 041} S0 ner g0

et S est donc bien 1'opérateur d'homotopie cherché.

DENONSTRATION de T (F(K) x ¢ K) = O .- Ia réalisation géométrique
= |F(X) x ¢ K| est un complexe cellulaire, dont le groupe fondamental se

calcule classiquement & l'aide du 2-squelette. Pour montrer que X est sim-
plement connexe, il suffit de prouver deux choses 3

1°) Toutec aréte est homotope 34w produit d'arétes dont chacune a 1l'une

-1
des formes (Soxo,yl) ou (SOXO,YI) 5

20) les arétes de la forme (soxo,yl) » o0 ¥y n'est pas dans l'image de

s, » forment un arbre (maximal).

Démonstration de 1°) : le bord de la 2-cellule (slx1 , 8 yl) montre que
1'aréte (Xl’yl) est homotope au produit (xl, 1) (s d % yl) ; le bord
de la 2-cellule (s xl,yz) montre que 1l'aréte (xl, 1y2) est homotope au
produit (s d1 19 2yz)(:x (T yz) d y2) A 1'aide de ces deux relations, on
montre par récurrence sur la longueur de X, que toute aréte (xl,yl) est
homotope & un produit d'arétes (consécutives) dont chacune a la forme

, -1 -1
(SOXO’Zl) , Ou (SOXO’Zl) , ou (11 , kl) , ou (11,k ; or (ll’kl) =
= so(lo,ko) est une aréte ponctuelle,
Démonstration de 2°) s les deux extrémités de 1l'aréte (soxo,yl) sont

d (s x,7;) = (x (Tyy),k )

dl(soxo{yl) = (xo,ko) .

I1 en résulte que deux sommets quelconques peuvent étre joints d'une seule
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maniére par une suite de telles ardtes (deux arétes consécutives étant toujours

distinctes et non ponctuelles).

Ceci achéve anfin la démonstration du théoréme 1 .

6.~ Relations entre groupes d'homotopie et groupes d'homologie.,

Soit [Fn(K),Fn(K)] le groupe des commutateurs du groupe libre Fn(K) R

et soit
4 (K) = F (K)AF, (K),F (K)]

le groupe Fn(K) rendu abélien. Le groupe An(K) est un groupe abélien libre,

I1 est clair que les homomorphismes s, ¢ Fn(K)"“9 Fn+1(K) et d; :
Fn(K) ”J’Fn-l(K) passent aux quotients ; donc la collection des An(K) est
un groupe (@bélien) simplicial A(K) . L'application naturelle F(K) — A(K)
définit des homomorphismes des groupes d'homotopie :

(17) T EE) —T AE) .
D'ailleurs, d'apres la proposition 1 , les 1T£(A(K)) sont naturellement iso-
morphes aux groupes d'homologie Hn(A(K)) . Explicitons ces derniers : on a

An(K) = Cn+1(K)/sOCn(K) ,

et 1l'opérateur d An(K) ~—9-An_1(K) est induit par

i+l
O<ign (-1) di'

Ouvrons une parenthése : si G est un groupe abélien simplicial, on a
ds +s d = s d  sur les éléments de G_ (n > 1) , donc
oo oo : n
dso(sox) + sod(sox) =sXx pouwr x&G , (n 21) ; cela prouve
que le sous-groupe SOG est stable pour d , et que son homologie est nulle,
Donc Hn(G) = Hn(G/soG) pour tout n .
Dans le cas présent, on voit que Hh(A(K)) = Hn+1(C(K)) , C'est-a-dire
!
o ).
Finalement, on a trouvé des isomorphismes naturels
T,AE) ~ B, ®) @70,
et d'autre part le théoréme 1 donnait des isomorphismes naturels

rn(F(K))% Tr’n+1(K) (n >0) .

Observons que le fibré F(XK) x ¢ K s'envoie naturellement dans le fibré
A(K) x¢ K 3 il en résulte que le diagramme suivant est commutatif
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Tfn(B;(K)) ~ LK
v, (AK) ~ B, (K)

On pourra étudier les relations entre homotopie et homologie de K

en regardant la suite exacte d'homotopic du fibré A(K) x pK 3

vee B LK) T (AK) x g K) T (K) B (K) > T (AEK) x oy K)o

(comparer cette suite exacte a celle de J.H.C. Whitehead, Proc. Nat. Acad.
Sci. U.S';:&G’ }6, 1950’ p. 55"‘60).

7.~ Un cas particulier s groupes d'homotopie de la suspension.

(Voir J. MIINOR, The construction FK , Lecture Notes, Princeton 1955-1956 ]

Soit J un ensemble simplicial ; choisissons un sommet j_& J_ (point-
base), et possons ip = (so)njo . On va définir un nouvel ensemble simplicial

EJ , appelé suspension de J relative au point-base o * Par définition
(EJ)O se compose d'un unique élément u

i, N
(EJ)n+1 se compose des symboles (so) Ej , ol jeJn—i N

(i prenant toutes les valeurs entidres 20 et <n ) . Dans (BJ) ., , on
identifie (so)lEjn_i et Ej . Ies opérateurs s; et 4, sont définis comme

sult

su =Ej

0 o0 o?

SoEjn = Ejn+1 ’

so((so)iEj) = (so)i+lEj pour tout j ,

51,1 () = Bs;

di+1(Ej) =Ed,j si j est de dimension 2 1,

4, (85)

n . . .
(so) u, sl j est de dimension n » 0,

L dl(Ej) =u, si j estde dimension O,

et enfin les si((so)kEj) et les di((so)kEj) , pour k >1 , se calculent

4 partir des relations (1) et des formules précédentes.

On vérifie que EJ est bien un ensemble simplicial,
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I1 est facile de voir que la réalisation géométrique |EJ| n'est pas

autre chose que la suspension (réduite) de 1l'espace \J\ . Cela justifie les

définitions précdédentes.

Faisons la construction de Xan F(K) sur l'ensemble simplicial K = EJ .
On interpretc aussitdt Fn(EJ) : il s'identifie au groupe libre engendré par
les é1léments de J, et leurs inverscs formels, la seule relation imposée
étant jy =1, + 51 on explicite les d, et les s, de F(EJ) , par les

formules (9), on trouve que, sur les générateurs de Fn(EJ) » d; et s, sont

les mémes que dans I e
On notera L(J) 1le groupe libre simplicial ainsi déduit d'un ensemble
simplicial J (avec point-base choisi jo) .
Le groupe L(J) rendu abdlien n'est autre que 'é(J) (notations du pa-
ragraphe 2). On a
Trn(E(J)):z ﬁ;(J) dtaprés (5) .
Compte tenu des résultats du paragraphe 6 , on a un diagramme commutetif

T & T, )

T () ~ H_, E])
b 9

n(J) > n

e sl

On notera que L(J) joue le r8le d'un "reduced product space" (d'un espace
X avec point-base ; cf. I.M, JAMES, Ann. of Math. 62, 1955, p, 170-197) ;
le "reduced product space" de X a, on le sait, le méne type d'homotopie
que l'espace des lacets de la suspension de X ; c'est ce que met en évidence
ici 1'isomorphisme Trn(L(J)) qﬁ“;+1(EJ) . Quant 3 C(J) , on sait déja qu'il
joue le r8le de la puissance symctrique ("reduced product space" rendu abélien)
La réalisation géométrique |L(J)| est un "reduced product space" qui posséde
une structurce de groupe.

L'injection J — L(J) correspond au plongement canonique d'un espace
X dans l'espace des lacets de la suspension de X . Cette injection définit

un homomorphisme
T @) = T, (L) = T, (E9)
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qui n'est autre chose que la suspension des groupes d'homotopie.

Ie diagramme suivant est commutatif

Trn(j) —s T, (59)

H() ~ H &)

8.- A nouveau les relations entre groupes d'homotopie et groupes d'homologies

On signale ici des résultats encore inédits de Kan, On a vu (paragra-
phe 6) que les relations entre les “;(K) et les Hn(K) s'obtiennent
en comparant les groupes d‘homotopie du groupe libre simplicial F(K) et
ceux du groupe abélien libre simplicial A(K) (& savoir F(K) rendu

abélieﬁ). Ceci suggére d'étudier, en général, la situation suivante 3

Soit F wun groupe libre simplicial (sans aucune hypoth&se sur la na-
ture particulidre des opérateurs s; et d; ) . Soit A =F/F,F] 1le

groupe abélien libre simplicial qui lui correspond, On a des homomorphismes

T "
Jﬂ~+%@fv%@).
D. XAN démontre les deux théorémes suivants s

THEOREME 2.- T (F) —T_(A) est wn épimorphisme, dont le noyau est le grou-
pe des commutateurs de Tro(F) .

TEORME 30- S1 T (F) =0 powr i<n (a21), alors TE) T @)

est un isomorphisme, et TTn+1(F)_,é,vn+1(A) est un épimorphisme,

(Ceci généralise des résultats classiques, connus pour les groupes

d'homotopie et d'homologie d'un espace).




