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SUR LA THÉORIE DE KAN

H. CARTAN.(Exposés de H. les ~o o ~z. ~9~6 et 17.12.1956)

Séminaire H. 1956/57
Exposé n~ 1

Bibliographie : Daniel fil. Notes aux Proc, Sci. 
42 (1956), p. 419-421 et p. 542-5460
En outre, quelques "papiers secrets" de KAN. a
Voir aussi les Notes de cours de J.C. MOORE, Princeton 1955-56.

1.-- Catégorie avec structure simpliciale.

Soit C une catégorie. On lui associe une nouvelle catégorie e S comme

suit : un objet de C. 
S 

est défini par la donnée d’une suite (K )
( n entier ~ 0 ) d’ objets de e , et, pour chaque n , de deux suites d’ap-
plications 

’

qui sont des "morphismes" de la catégorie e. Les di ("opérateurs de .
face") et les s. ("opérateurs de dégénérescence") sont en outre assujettis
aux relations suivantes :

On achève de définir la catégorie eS en définissant les "morphismes"
de cette catégorie : un morphisme (K ) ~ (K’n) est une suite de morphismes
f : K ~ K’ de la catégorie @ , tels que



1-02

Par exemple~ si "- est la catégorie des ensembles et des applications

ensemblistes, C sera la catégorie des ensembles simpliciaux (appelés
souvent, dans la littérature, complexes semi-simpliciaux, ou O.S.S.-complexes).
Si e est la catégorie des groupes (non nécessairement abéliens) et des

homomorphismes de groupes, sera la catégorie des groupes simpliciaux.
On définit de même les monoides sipipliciaux (avec éléments neutres).

La définition de la catégorie C peut encore se formuler de la manière

suivante. Considérons la catégorie A définie comme suit : les objets de

forment une suite ~ ~ ... ~ ~ y ... ; ~ 
n 

est la suite des entiers

(0 , 1 , ... , n) . Les morphismes de 0394 sont les applications croissantes

(au sens large) A 
P 

~ 0394q .

On notera que tout morphisme s’obtient par composition des morphismes

identiques _~. A. ~ des morphismes

Alors un objet de n’est pas autre chose’ qu’un foncteur contra variant

T de la catégorie A dans la catégorie C ; et un morphisme de la catégorie
est simplement une application naturelle T ~T’ de foncteurs contra-

variants. Les relations (1) se déduisent par transposition de relations évidentes

entre les o. et les o- ..

Les relations (1) permettent décrire sous une forme canonique toute
K 
p 

2014~ K 
q 

composée d’applications de la forme d. ou s. ; à savoir 
.

Sur n f cette application est définie si j, ~ n , i 
1 

~. et

c’est alors une application Kn ~ Kn-h+k . Lorsque les Kn ont une structure

ensembliste, un élément x ~ n est s’il appartient à l’image
d’une application sl ; tout x ~ n s’écrit d’une seule manière

s.... s. y , où y est et i ~ ...~i. ( k pouvant
"1 k ~ k

être 



2.- Groupes d’homotopie.

Un ensemble simplicial (K ) satisfait à la condition d’extension de Kan

si, pour tout n ~0 ~ et tout k tel que 0 $ k ~ n+1 ~ la donnée d’une suite

x~~ K~ (0 ~ i ~ n+1 ~ i ~ k) .tels que d.x. = quels
que soient i et j tous deux ~ k , (avec i  j) entraîne l’existence

moins K~~ tel que d~x = x~ pour (Autrement dit~
on peut se donner arbitrairement toutes les faces sauf une d’un élément de

Kn+1 , pourvu que ces faces satisfassent aux relations de compatibilité éviden-
tes). Un ensemble simplicial K = (K ) satisfaisant à la condition d’extension

s’appelle un complexe de Kan. Tout groupe simplicial est un complexe de Kan
(voir un exposé de MOORE au séminaire 1954-55, p. 18-04).

Si K = (K ) est un complexe de Kan, on peut définir les groupes d’homo-

topie 03C0n(K) (voir une exposition détaillée dans les notes de MOORE citées
au début) . Dans le cas particulier d’un groupe simplicial G = (G ) ~ les

groupes d’homotopie n (G) peuvent être calculés comme suit Sém.

1954-55, Exposé 16, paragraphe 4) : soit G" = 0i~n Ker d. ; alors dn -- 

i" o

induit un homomorphisme ~ : ~ (n ~ 1) ~ et ainsi une suite
d ’homomorphismes

tel que le composé de deux homomorphismes consécutifs soit "neutre". De plus,
, g ,,

il est hmmediat que In Õ lest un sous-groupe invariant de Ker à ; on+ n

peut donc considérer le groupe quotient

les Hn (É) peuvent être appelés les groupes d’homologie du "complexe" ùilles Hn(G). peuvent être appelés les groupes d’homologie du "complexe" G

défini par la suite (2) . 
. 

0n voit facilement que H (G) est naturellement isanorphe au groupen 
"-’ 

’

d’homotopie 03C0n (G) . Vérifions que les H 
n 
(G) sont abéliens pour n > 1 . °

soient x et y e G (n /p 1 ) tels que di x = 1 (élément neutre de G )
= 1 pour 0 X 1 S n j considérons



on a d z = xyx-1y
-1 

et d . l z _ 1 p our 1 ~ i ,  n+ 1 9 . donc la classe de

xyx-1y-1 dans le groupe H ( ) G est la classe neutre.
n

Envisageons maintenant le cas où le groupe simplicial G est abélien

(Z.e : les G sont abéliens; on les note additivement). Définissons un ho-

momorphisme d : G ..- ~ G (n ~1) par d = (..1 ) ld .. On a

dd = 0 , et on peut considerer le "complexe" (noté enc ore G ) :

... ----; Gn+ 1 ’."’. % Gn ~ Gn-1 ~ ....~ G1 ~ G 0 ,

dont les groupes d’homologie seront notés H (G) . Le complexe G s’identi-
Il .

fie évidemment à un sous-complexe du complexe G , et on s, donc des homomor-
"r

phismes H (G) -~-~ H ce qui revient au même, ~ (G) -~ H (G) .n n n n

PROPOSZTION I.- Le groupe simplicial G étant toujours supposé abélien,
les homomorphismes ~ 

r~ 
(G) _~~ H 

n 
(G) sont des isomorphismes.

DÉMONSTRATION.- Pour chaque entier p ~ 0 soit Fp (G ) le sous-groupe des
, 

~ n g p

x ~ G ~ te ls que -d, x ~ 0 p our aup (0 ~ n-p) . i ~ n ; on an 1

Pour un p donné, les quand n varie, forment un sous-complexen

FP(G) du complexe G ; d’ où une f iltrati on

et l’intersection des est visiblement G’ .

On va définir un projecteur fP : 2014> Pour x a 

soit de 
n



Si ceci est nul. Donc l’application fP définie par

envoie dans lui-même et laisse fixes les éléments de 

de plus, fp prend ses valeurs dans (G) , car si n > p , on a

~~ ~ ~~ ~ ~ ’ puisque 

Ainsi fp est bien un projecteur FP(G) et la forme de

fp montre que le composé de fP et de l’injection définit

l’application identique des groupes d’homologi.e de Il en résulte

que l’injection Fp+1(G) -+ FP (G) induit un isomorphisme des groupes d’homo-
.-

logie ; par composition, l’injection G ~G induit un isomorphisme des

groupes d’horoeologie. La pr op os iti on e s t démontrée .

COROLLaIRE.- Soit K un ensemble simplicial, et soit C (K) le groupe abélien

simplicial qu’ il engendre: C (K) Tst le groupe abélien libre aya.nt pour base
n

les éléments de K , d. : C (K) -+ est l’application induite par
n i n n-

di : Kn -+ Kn-1 . Les groupes d’homologie sont classiquement notés

Hn(K) , et appelés les groupes d’hamologie de K . La proposition 1 donne

donc un isomorphisme naturel

(4 ) «~ (C (K ) ) = H~ (K)
valable pour tout ensemble simplicial K . ,

Choisissons maintenant un sommet k  K (analogue du "point-base" d’un
o o . 

espace topologique) ; pour chaque entier n identifions (s ) k à l’élément
o o 

__~~

neutre de C n (K) ; par cette identification, on obtient un complexe C , (K) ,
quotient de C (K) . la relation (4) entraîne aussitôt 

’

(5) v n (C (K)) = H n (K) ,
,,

où les Hn (K) sont les groupes d’homologie réduits de K , c’est-à-dire

§ (K) = H (K) pour n > o , /9Î (K) étant le sous-groupe des éléments de
n n o

Il (K) qui sont annulés par l’a.ugmentation C (K) ---p Z .

La relation (5 ) est l’équivalent shnplicial du théorème de DOLD et THOM

(voir Comptes Rendus, â42, 1956, p, 16S0) relatif a.ux groupes d’homotopie
de la "puissance symétrique" (infinie) d’un espace topologique X avec point-

base: ici, K joue le rôle de l’espace X , et ’é(K) le rôle de la "puis-

stxnce symétrique" de X ..



3.- Réalisation géométrique.

(Cf. J. MIUJOR, The geometric realization of a semi-simplicial camplex ;
Lecture Notes, Princeton 1955-56).

Soit K un ensemble simplicial. A chaque x E K 
n 

associons un exem-

plaire A x du simplexe affine-type de dimension n . 
,

Considérons l’espace-somme 
’

la sommation é tant é tendue aux éléments de toute s dimensions de K , t~ chaque
application d. ; K --~ K et â. chaque x ~: K associons l’application1 n n-1 n
af f ine 

X 
~ A qui envoie sur la i-ième face à chaque

. application , sl ; K ~ le et à chaque K as-socions l’applicationl n n+1 n
af f ine -.~ A 

x 
qui env oie le s sommets d’ ordre s 0 , 1 ... n+1 de

X ! !

Asjx sur le s s omme ts d’ ordre s 0 , 1, ... , n de Ax , le i-ième s omme t
1 x

de A 
x 

étant recouvert deux fois, Toutes les applications p récédentes engen-
drent une relation d’équivalence dans Y ô on identifie chaque point d’un

(resp, d’un ) à son im,age par l’application en question, L’es p ace

quotient de ~ par cette relation d’équivalence sera noté et appelé
la réalisation géométrique de K .

Pour c ha que x ~ Kn , l’ in j e c ti on du n-simplexe affine-type An dans
.. ~n 

n 
;, ....Y qui applique Es sur ~1 ! définit par passage au quotient une applicationx

c ontinue notée

| x | : ° Hn ~ |K| ;
n’est pas autr e chose q u’ un n-simplexe singulier de l’ e sp a c e 

L’application qui, à chaque x , associe |x|, est une injection naturelle
de l’ensemble simplicial K dans le complexe singulier S(|K|) ; on la no-
era l (K) °

L’espace ’ K| est réunion des images des x . relatifs aux

x non-dégénérés ; si x est non-dégénéré, l’application induit un

homéomorphisme de l’intérieur de An sur son image dans ( K image dont
l’adhérence est l’image du simplexe singulier |x| . On voit q ue l’ on a une

"décomposition cellulaire" de |K|, qui est ainsi un CW-complexe.



|K| est un foncteur covariant de K : toute application simpliciale

~ : K ---~ L définit de manière évidente une application continue

t 03C6 | : |K| i ~ |L| ; le diagramme suivant est commutatif ô

Le calcul classique des groupes d’homologie d’un "complexe cellulaire"

montre que l’homomorphisme des groupes d’homologie

défini par l’injection 1 (K ) , e s t un isomorphisme.

Il reste à comparer les groupes d’homotopie de K et de S () K) )
s ’ ils exis tent . Comme bien c onnu, le c omplexe singulier S ( ) K ) ) satisfait

à la condition d’extension de Kan; il a donc des groupes d’homotopie, qui ne

sont autres que les groupes d’homotopie de liespace K) (par définition si

l’ ori veut). Si K satisfait lui-même à la condition de Kan, 1 (K) définit

des houoEùorpliismes W’ (K) --+ iî" ( ) Ii( ) , Si 1 ’ on peut prouver que ce sont des
n ii

isanorphismes, il sera licite de définir les groupes d’homotopie 03C0n(K)

(même loi"sq-ae ]1 ne satisfait pas à la condition de Kan) comme étant les .

g r oupe s TV’ ( Î Ii ( ) .
n

Dans sa Note citée J, MILNOR affirme (page 10) que 
est un isomorphisme pour tout n ; il ne donne la démonstration que pour

n = 1 , et dit que le cas général s’en déduit par un théorème d’Hurewicz
relatif. Nous a.dmettrons le résulta t de MILNOR.

Soiènt maintenant K et K? deux ensembles simpliciaux. On défini t

classiquement l’ensemble simplicial K x K’ i on a (K x K’ ) x K x K’
n n n

(produit ensembliste), et .

d . (x , x ’ ) = (d , x , à , x " ) , s . (x, x ’ ) = (s . x , s , x ’ ) pour x è K , x ’ àa K ’ .

En remontant à la définition des espaces ( K x K’ ) et K) x )K ’ ) , on défi-

nit. d’une manière évidente une bijection

qui est continue (regarder une relation d’équivalence dans un produit



d’espaces topologiques, et appliquer le paragraphe S du chapitre I de Topo-

logie Générale de L’application réciproque 03A6-1 n’est continue

que sous certaines hypothèses restrictives par exemple 1 il suffit que K

et K’ soient Dans tous les cas. la restriction de ~ ~~ à

tout compact de 1 x 1 est un homéomorphisme sur s on image.

Supposons Ti ~.nn...:1~,~~.~ ~:~_:; on a donc une

application simpliciale K x I~ _.~ K S d  où une application continue

|K x KJ --3 |K| . En composant 03A6 -1 
et cette application, on trouve une

application

qui est continue sous certaines hypothèses (par exemple : K dénombrable ) ;
et en tous cas sa restriction aux compacts de x K t est c ontinue o On

peut donc dire que |K| 1 est un monoïde topologique, en un sens un peu large.

Si de plus K est un groupe simplicial, Ici est un groupe topologique

(dans un sens large, comme ci-dessus). o -

4. - Fibres. 
’

Soient X et B deux ensembles simpliciaux, et soient p : v - ~ B une

application simpliciale. ï On dit que p satisfait à la condition de Kan (ou
encore que p est fibrée au sens de Kan, ou simplement que p est fibrée)
si, pour tout n > 0 , et pour tout système d’éléments

satisfaisant à

il existe au moins mi x ~ X,, tel que

’ 

Cette condition es h analogue à la condition topologique posée par Serre

pour ses espaces fibres généraux ? d’une façon précise~ dire qu’une applica-
tion simpliciale correspondante des complexes singuliers est fibrée au sens de

Kan.

REMARQUE.- Dire que X est un complexe de Kan ,(paragraphe I ) revient à dire

que l’application de X sur un "complexe ponctuel" (ensemble simplicial for-
mé des dégénérés d’un sommet) est fibrée au sens de Kan.



On ne développera pas ici la théorie générale des fibres simpliciaux.
Signalons que, lorsque B 

o 
a un seul sommet, on peut définir les opérations

du groupe fondamental (B) dans la fibre F (ensemble des éléments de X

dont l’image est un dégénéré de l’unique sommet de B ), ou plutôt dans
les groupes d’homotopie et les groupes d’homologie de F . L’on peut aussi

développer la théorie de la suite spectrale d’homologie des fibrés.
’ 

Soit p : X ~ B un fibre simplicial. Choisissons un sommet b B ,
et soit F la fibre au-dessus de b . C’est évidemment un complexe de Kan ;
on voit facilement : pour que X soit un complexe de il faut et il suf-

fit que B soit un complexe de Kan (Cf. Nctes de ~~OC~RE). Supposons qu’il en
soit ainsi ; on montre facilement que l’application de TT" (groupe
d’homotopie relatif) dans 03C0n (B,b ) est un isomorphisme. On en déduit la

suite exacte d’homotopie des fibres simpliciaux :

(6 ) .....~. t~ n (F ) _...~; ï~ n (X ) ~...~..~.~ ~- n (B ) 2014~ ...

Lorsque X et B ne sont pas des complexes de Iian, la. suite exacte précédente
est encore valable (à condition, bien entendu, que l’application p soit

fibrée au sens de Kan). On le prouve en utilisant le f onc teur Ex~ défini

par Kan (1ère des Notes citées) , qui à chaque ensemble simplicial X associe

un ensemble simplicial Ex ~ (X) satisfaisant à la condition de Kan ; on a

une application simpliciale naturelle X -~-=f Ex °° (X ) , et on montre que l’ap-
plication correspondante des complexes singuliers ---~ S ( ~Ex °° (X) ~ )
définit un isomorphisme des groupes d’hcmotopie ; compte tenu du résultat de

cité plus haut, il s’ensuit que X ~ :Ex 
°° 

(X) définit un isomorphisme
des groupes d’homotopie. D’autre part, on montre que le foncteur Ex °~ trans-

forme un fibré en un fibre ; alors la suite exacte d’hamotopie de l’application
fibrée de fibre donne la suite exacte d’ ho-

motopie (6).

Désormais on va s’intéresser à une classe spéciale de fibrés simpliciaux,
analogue simplicial de la classe des fibres principaux.

Soit F un groupe simplicial ; supposons que F opère à gauche dans
un ensemble simplicial X, c’est-à-dire que l’ on ait une application simpli-
ciale



telle que =e x (pour x .’E- et en notant 1 l’élément neutre

de Fn ), et que g(u,g(v,x)) =g(uv,x) pour u ,

Notons désormais u.x l’élément g (u,x) . Considérons la relation d’équi-

valence, dans X ~ définie par F : deux éléments x , y.&#x26; X sont équi-
valents s’il existe u~ F tel que y = u.x. Le quotient de X par cette

relation est un ensemble simplicial B ; soit p : X B l’application de

X sur son quotient. Faisons maintenant l ’hypothès.e :

USE F , et u.x==x entraîne u= 1 ;
n " n n

on dira alors que X est un fibre principal de base B et de groupe struc-

tural F. Cette dénomination est justifiée par la proposition suivante :

PROPOSITION 2.- Sous les hypothèses ci-dessus, l’application p : X~B

est fibrée au sens de Kan.

DÉMONSTRATION.- Soit k un entier tel que 0 ~ k ~ n (n > 0) ; soient
donnés et des (O~i ~n~ i  k) tels que

Choisissons x ~. X tel que p(x) ~ b9 alors x. et d.x ont même image
n 1 1

par p , donc il existe , pour chaque i ~ k , un u-nique u. 1 ~ F n..1 tel que

Pour i  j , on a

Puisque F est un complexe de Kan, il. existe un vE Fn tel que d.v = u.
pour i ~ k ; alors y = v~~,x satisfait à

ce qui montre que l’application p est fibrée au sens de Kan.

Soit à’ nouveau p : X .---~ B un fibre principal de groupe structural F .

Utilisant le fait que p satisfait à la condition de on montre facile-

ment l’existence d’un relèvement p : B ..-..~ x (c’est-à-dire d’une suite d’ap-
plications 03C1 n : B ~ Xn telles que p p n 

= identité), qui est campa-
tible avec tous les opérateurs sans exception, et avec tous les opera-
teurs d. pour i ~ 1 . Soit ._ 

.



l’application déf inie par 1 03C1 
’ 

(u, b) : u. 03C1 (b) .
, , , 

,., 
, , ~. ~ , , ,

Il est immédiat que ~~ est une bijection ; identifions X à F x B

par cette bijection : alors les opérateurs si et di , sur F X B , ont

la forme suivante :

où  : B n ~ F n-1 est application qui doit satisfaire à certaines con-

. ditïons. On les obtient en exprimant que les s. et les di défïnis par
1

(7) satisfont aux -rela.tions (1 ) , .11 vient

Réciproquement, soient données des 
, 
applications ( : B - F n-1 satis-

faisant à (8) , et définissons, sur le produit F x B , des opérations

s , et d . l par les formules (7 ) . Alors F x B est muni d’ une structure

d’ensemble simplicial, dans lequel le groupe F opère à gauche par
u. (x,y) =(ux,y) (pour F et y ~ B ) . L’application p : F x B --~ B

n n

définie par y identifie B au quotient de F x B par les opéra-
tions de F ~ et fait de F x B un fibré principal de groupe structural F .

Pour éviter toute confusion, on notera F x ~~ B le produit F x B muni âes

opérateur s , et di définis par (7) à part,ir de 03C4 ( satisfaisant
à (8) ). On dira que F B est le produit cartésien tordu défini par ’~ .

5 .- La c on s truc ti on de Kan. 
’

Soit donné un ensemble simplicial K , on définit un groupe simplicial

F (K) et une application t comme suit : soit G n (K) le groupe libre en-

gendré par les éléments de K + le groupe libre engendré parn+



les éléments y , z , ... E - K n+1 et leurs inverses J.... y 
-1 

, 
z 
-1 

, 1

Introduisons, dans le groupe G (K), les relations

soy = 1n pour y ~ Kn .

Le, groupe quotient F n (K) ainsi obtenu est encore un groupe libre. Pour

K 
, 

notons  y ~ F (K) la classe du générateur y de G (K) .
n+1 n n

Ceci définit l’application 03C4 : K 
1 
~ F (K) , La collection F(K) des

, 
n+1 n

est munie d’une structure de groupe simplicial en posant, pour
. 

.

li .t V

En effet, on vérifie que ces formules sont licites, c’est.-à..âixe compati-

bles avec la relation d’équivalence définissant F (K) à partir de G (K) ;
n n

de plus, les s. (resp, d.) ainsi définis sur les générateurs du groupe
1 1

libre F (K) se prolongent d’une seule manière en homomorphismes de F (K)
n n

dans (resp. F n.-1 (K) ) . Il est clair que  satisfait à (8) ; on

obtient donc un produit cartésien tordu F (K) x t K , qui est un fibré princi-

pal de base ~: ~ de groupe structural F (K) .

La suite exacte d’homotopie des fibrés donne des homomorphismes

Le théorème fondamental de Kan est le suivant :

THÉORÈME 1.- Si K n’a qu’un élément les homomorphismes (10) sont des iso-

morphismes, pour tout entier n ~ 0 .

~ 

Pour le prouver, il suffit, compte tenu de la suite exacte d’homotopie

des fibrés, de prouver 
’

(11) x ,~ ~~) : Q pour n >. a .

La démonstration, un peu délicate, va suivre. Auparavant, observons que

le théorème 1 donne un procédé théorique de "calcul" des groupes d’homotopie
TT 

n+1 (K) de n’importe quel ensemble simplicial K , tel que Ko soit

réduit à un seul élément (Kan sait d’ailleurs réduire le cas général à ce cas

particulier, en utilisant un "arbre maximal").



On observe aussi que F (K) x K j Que le rôle de l’ espace des chemins

d origine ,f ixée ; F (K) j oue le râle d espace des lacets, mais en fait

|F (K) | est un groupe topologique.

DÉMONSTRATION.- On va montrer successivement

H (K) x  K) = 0 (groupes d’ homologie 
n

(F ( K ) x ,~ - K ) - 0 .

Il en résultera que la réalisation géométrique F (K) X ,, K| est connexe

et si.mplement connexe, et que ses groupes d’homologie Hn sont nuls pour

n  2 ; d’après le théorème classique de Hurewicz, ses groupes d’homotopie

o sont tous nuls, ce qui prouve (11), et par suite le théorème.
~1

DÉMONSTRATION de Hn(F(K) X K) _ 0 .- Soit ko l’unique élément de Ko ;
notons kn = (so)nko . Pour x ~ F (K) , yn+1 ~ K n+1 , 

notons x ,y 1 }n o o n n n+~ n+I L n n+

l’élément de Cn(F(K)  03C4 K ) (groupe abé lien libre engendré par les é lémen ts

. 

de F (K) X K ) que voici:
n n

LEMME.- Les (x ,yn+1} tels que yn+1 ~ kn+1 et l’élément (1 ,k ) forment
~ - l n n+ n+ n-i- n n 

une Z-base de C (F (K) x f K) .
- ~ n

Pour le voir, observons que

Donc tout élément de la base nature lle de C (F (K) x K ) congru,n

modulo le sous-groupe engendré par les ( x , y , 
à un é lément de la

- 

n n+1
forme (x f k ) . D’ autre partn n

Donc tout élément (xn , kn est congru à un xn’ , kn) , où x’ a une "Zon-
n n n n n

gueur" strictement plus petite que la longueur de xn (la longueur de xn
désigne le nombre d’éléments de la forme ou (y)-1 dont. x .. est

n

. le produit).



Par récurrence sur la longueur de x , on voit donc que tout (x ,k ) est

congru à un élément de la forme (1 ,k ) , Ainsi les éléments de la formen n

/ xn,Yn+1} et l’élément (1n,kn) engendrent le groupe Cn (F(K) 03C4K) .
Il reste à prouver que tous ces éléments sont linéairement indépendants.
fiour chaque entier u z 0 , considérons l’ensenble G 

u 
àes éléments que

voici:

Il suffit de montrer, par récurrence sur u, que ces éléments sont linéaire-

ment indépendants. Or c’est vrai pour u = 0 , car les éléments

sont linéairement indépendants. Il reste à voir que, pour u ~ 1 , les élé-

ments de G - G 1 sont linéairement indépendants modulo le sous-groupe
engendré par on doit donc prouver que les éléments suivants sont linéai-

rement indépendants :

La vérification est immédiate. Le lemme est ainsi établi.

On va maintenant utiliser la base de C n (F (K) x~ K) fournie par le

lemme. Pour calculer avec cette base, il est commode d’observer que :

Pour montrer la nullité des n (F (K) x ~ K) , on va définir une application
linéaire S qui envoie Cn (F(K) x ~ K) dans (F (K) x t K) et est telle que

dS + Sd soit l’identité sur tous les éléments de base, sauf sur (~ ~k )~ ’ o 0
( s ur lequel dS + Sd s ’annule) . On pose 

’



et S est donc bien l’opérateur d’homotopie cherché.

DÉMONSTRATION de T. (F(K) K) = 0 .- La réalisation géométrique
X = JF(K) x ~ K) est un complexe cellulaire , dont le groupe fondamental se

calcule classiquement à l’aide du 2-squelette, Pour montrer que X est sim-

plement connexe, il suffit de prouver deux choses : 
.

1~) Toute arête est homotope à un produit d’arêtes dont chacune a l’une

des formes ou (s x ~y.)"" ; 
..

2°) les arêtes de la forme où y. n’est pas dans l’ijnage de

s 
o , forment un arbre (maximal).

Démonstration de 1~) : le bord de la 2-cellule montre que

l’arête est homotope au produit y.) ; le bord
de la 2-cellule montre que l’arête est homotope au

produit A l’aide de ces deux relations, on

montre par récurrence sur la longueur de x. que toute arête est

homotope à un produit d’arêtes (consécutives) dont chacune a la forme

~1 ~ ~1~ ~ ou ~1~1)" ! or 
= s o (l o~ .k ) o est une arête ponctuelle.

Démonstration de 2~) : les deux extrémités de l’arête sont

Il en résulte que deux sommets quelconques peuvent être joints d’une seule



manière par une suite de telles arêtes (deux arêtes consécutives étant toujours
distinctes et non ponctuelles).

Ceci achève anfin la démonstration du théorème 1 .

6.- Relations entre groupes d’hoMotopie et groupes d’homologie.

Soit ~~~., n (K),F n (K) ] le groupe des commutateurs du groupe libre F n (K) ’
et soit

le groupe F ( K } rendu abélien. Le groupe A 
n 
(K) e s t un groupe abélien libre.

Il est clair a,ae les homomorphi,smes si : F n (K} ~ F n+1 (K} et d. : 1
F (K) ~ Fn-1(K) passent aux quotients; donc la collection des A (K) est
n 

. 
I1 1 n

un groupe simplicial A (K} , L’application naturelle F (K} -~> A(K)
définit des homomorphismes des groupes d’hamotopie :

__ ..

D’ailleurs, d’aprés la proposition 1 ,les (A (K) ) sont naturellement iso-
n

rnorphes aux groupes d’homologie H (A (K) ) . Explicitons ces derniers: on s,
n

et A~(K) 2014>.A (K) est induit par ~2014:20142014 (-l)~~~d..
Ouvrons une parenthèse : si G est un groupe abëlien simplicial, on a

ds +s d = s d sur les éléments de G (n ~1) . donc

+ == s~x pour x (n ~1) ~ cela prouve
que le sous-groupe s G est stable pour d ~ et que son homologie est nulle.
Donc == H (G/s G) pour tout n .

Dans le cas présenta on voit que H (A(K)) = H .(C(K)) ~ c ’ e s t-à-dire

~n.1~~ 
.

Finalement, on a trouvé des isomorphismes naturels

__ 

....~ .

et d’autre part le théorème 1 donnait des isomorphismes naturels

Observons que le fibre F(K) x T K s’envoie naturellement dans le fibre
A (K) x t. K ; il en résulte que le diagramme suivant est commutatif:



0n pourrai étudier les relations entre hanotopie et homologie de K

en regardant la suite exacte d’hanotopie du fibré A(K)   K :

... -> Hn+1 (i ) - n (A (K ) x ,c K ) --- (K ) -> Hn (K ) -+ ù’ n-1 (A (K ) x K) -> ...

(comparer cette suite exacte à celle de J.H.C. Whitehead, Proc. Nat. Acad.

Sci. v,s,iE., 36, 1950, p. 55-60) . 
’

7 .- Vn £as particulier :, groupes d’homotopie de la suspension.

(voir J, MILNOR, The construction FK, Lecture Notes, Princeton 1955-1956]

Soit J un ensemble simplicial ; choisissons un sommet jo ~ J (point-
o o

base), et possons jo = (s )njo . On va définir un nouvel ensemble simplicial
n o o

EJ , appelé suspension de J relative au point-base jo . Par définition:

(EJ) se compose d’un unique élément u
o o

se compose des symboles .

( i prenant toytes les valeurs entières ~ 0 et s n ) . Dans (EJ) on

identifie (s , et Ej . Les opérateurs s, et d, sont définis comme
o n-i n i i

suit:

et enfin les s. s et les d. ( s k ?.~ 1 , s e calculent
1 0 1 p

à partir des relations ~l ) et des f ormules précédentes.

On vérifie que EJ est bien un ensemble simplicial.



Il est facile de voir que la réalisation géométrique n’est pas

autre chose que la suspension (réduite) de l’espace J~ o Cela justifie les

définitions précédentes.

Faisons la construction de Kan F (K) sur l’ensemble simplicial K = EJ .

On interprète aussitôt F (EJ) : il s’identifie au groupe libre engendré parn

les éléments de Jn et leurs inverses formels, la seule relation imposée
Si on explicite les d , et les s . de F (EJ) , par les

formules (9), on trouve que, sur les générateurs de F (EJ ) ~ d. et s , sont
n 1 z

le3 mêmes que dans J .
On notera le groupe libre.’ simplicial ainsi déduit d’un ensemble

simplicial J (avec point-base choisi j ) .

Le ,groupe L(J) rendu abélien n’est autre que C (J) (notations du pa-
ragraphe ~), On a

Compte tenu des résultats du paragraphe 6 , on a un diagramme commutatif

On notera que L(J ) j oue le rôle d’un "reduced product space" (d’un espace
X avec point-base ; cf. JAMES, of Math. ~6z ~ 1955 ~ p. l’~ 0-.1~ ) 9
le "reduced product space" de X ~~~ on le sait, le même type d’homotopie

que l’espace des lacets de la suspension de X ; c’est ce que met en évidence

ici l’isomorphisme à C(J) , on sait déjà qu’il
joue le rôle de la puissance symétrique ("reduced product space" rendu abélien)
La réalisation géométrique 1 L(J) i est un "reduced product space" qui possède
une structure de groupe.

L’injection J --> L(J) correspond au plongement canonique d’un espace
X dans l’espace des lacets de la suspension de X . Cette injection définit
un homomorphisme 

°
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qui n’est autre chose que la suspension des groupes d’homotopie.

Le diagramme suivant est commutatif :

8.- A nouveau les relations entre groupes d’homotopie et groupes d’homologie.

On signale ici des résultats encore inédits de Kan. On a vu (paragra-
phe 6) que les relations entre les (K) et les H n (K) s’obtiennent

en comparant les groupes d’homotopie du groupe libre simplicial F(K) et

ceux du groupe abélien libre simplicial A(K) (à savoir F(K) rendu

abélien). Ceci suggère d’étudier, en général, la situation suivante :

. Soit F un gruupe libre simplicial (sans aucune hypothèse sur la na-

ture particulière des opérateurs s. et d. ) . . Soit A = le

groupe abélien libre simplicial qui lui correspond. On a des homomorphismes

D , démontre le s deux théorèmes suivants:

THÉORÈME 2... (F) 2~ (A) est un épimorphisme, dont le noyau est le grou-
0 0 .

pe des commutateurs de ~’ (F) .
0

THÉORÈME 3... Si . (F) = 0 pour i  n (n ~ 1 ) (A)
--.~ 1 . 

~~-----. ~ --~-~-~ n n

e s t un is omorphisme et 1T 
n+ (F ) ~ n+ 1(A) e s t un épimorphisme.. .

(Ceci généralise des résultats classiques, connus pour les groupes
d’homotopie et d’homologie d’un espace).


