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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1954/55.

HOMOTGPIE DES COMPLEXES MONOIDAUX, II.

(Exposé de J.C. MNOORE, 25.4.1955)

1.~ Soit donné un oomplexe monoidal M =(r q) . On va lul associer deux

complexes P'w et r(l) qui, lorsque M est le complexe singulier d'un
espace topologique X , s'identifient aux complexes singuliers des espaces
E(X,xo) et I;(X,xo) (espace des chemins d'origine x € X , et espace doo

lacets d'origine x ; voir Exposé 18, paragraphe 2).

Posons Fi{:: Fq 1
un complexe monoidal ¥ g1 on définit

4 o Y
di' {—'q+1 —_— Fq et 8; ¢ Fq"’"—;[ﬁqn

la collection des fh" (pour q = 0) constitue

comme e.tant respectivenent di+1 s rq+2 —_— Pq+1 et 8:,1 % r‘q” — qee

Définissons en outre une application de complexes monoidaux :
p: NF
q

2 ° m m™
comme etant d Pl ga —_— I

Soit P (l) le sous-monoide de r'ﬁ , noyau de p (c'est-d-dire l'imase
réciproque de l'elor*ent neutre de F ) . La collection des Fql , munie
des homomorphismes d et 85 1ndu1ts par ceux du complexe r‘ﬁ, est um

A1) (

. 1) - alie .. .
complexe non01dal . On notera i : [ ) e =2 1 + 1l'injection ca-
nonique. On a donc une guite exacte de complexes

1) # -
__‘.?P()‘.J.-_.;P s U - 0,

oi 0 désigne le comnlexe monoidal dont tous les monoides sont réduits &

1'élément neutre.

Proposition 1.- (a) Si le complexe M est involutif, alors les comple-
xes P(l) et [ # sont involutifs ; '
b) Si [ est un complexe de groupes, alors r(l) et ¥ sont des

.
complexes de groupes, et P*’r est une extension 1nessent1e le de ' par

e | | L

Démonstration : il suffit de prouver la derniére assertion ; or cslle
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résulte de 1l'existence d'un homomorphisme (multiplicatif) j s rq — r

-~
i
S

tel que p o j soit 1l'identité 3 il n'y a qu'd prendre pour j
1 £ ; o ™
ltapplication Sy 8 rq — g+l

Rappelons que R(f') désigne le complexe d'anneaux déduit de r' comne

suit 3 Rq( ") est l'algébre du monoide f"q 3 coefficients entiers.

Théoréme 1 : Soit r ' un complexe de groupes. Pour que

&™), om L, a )

soit une "construction" satisfaisant & la condition W (Exposé 12, page 12--

04), il faut et il suffit que T ({") =0.

(C'est évident & partir des définitions).

Ceci conduit & introduire le construction W(R( ")) pour tout complexe
monoidal [' . Il est immédiat que ﬁq(R(r‘ )) est le groupe abélien libre
ayant pour base 1'ensemble Wq( ) égal, par définition, au produit direct

Pq-l X oo X ro . La collection des ﬁq((—') constitue un CSS-complexe
W( [') si on définit les d, et les s; comme suit :

do(xq-l” . ,xo) = (xq—2" cesX,)

a3 (%, _15e-00%,) = (@ d

1-1%qo17 701 %g g 10 (A% g )% 9% 5 psene %)
pour i> 1

Si(xq_19""xo) = (Si_lxq_l,on-,soxq_i . eq_i 9 Xq—-i—]_ 9

60 ’XO)
pour i> 0,
Alors R(W([")) s'identifie au complexe W(R([*)) tel qu'il est défini danc

1'Exposé 12 (page 12-05),
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Lorsque [' est abélien , la structure multiplicative sur ﬁq( ™)
définie par celle du monoide-produit ,ﬂq—l X eos X Fb , fait de w(r)

un complexe monoidal (abélien).

Corollaire du théoréme 1 : Soit [_ ' un complexe de groupes tel gue

(n)

T’q( [') =0 pour q<¢n.Alors ['= g(n)(!-,(n)) , en notant W

l'opération W itérée n fois, et r(n) le complexe déduit de r

par 1'itération (n fois) de 1'opération qui fait passer de [' &

r (1) .

Remarque : si [ est un complexe de groupes et si 'WO(P) =0,
la structure de groupe de r’q n'est pas, en général, celle du produit

éﬂ X oeoe X Fﬁl) , du moins lorsque | n'est pas abélien.

2.~ Complexes minimaux.

Définition 1 : soit r' un complexe monoidal avec homotopie. On dit

que |' est minimal en dimensions < n si T O|.([") = ”q([_')

pour q< n , ou, ce qui revient au méme, si les applications

a A7) — TT
L)

q q—l(r)

sont nulles pour 1 £q <n+l , On dit que r' est minimal (tout court) ei

n (M= T (] >0,
) o) pour tout q =0

Proposition 2 : Si P est un complexe monoidal avec homotopie, minima’




(1)

on dimension O , alors [ est un complexe avec homotopic, et
wory o |
q( ) q1 M) pour tout gq .

La démonstration est évidcnte & partir dcs définitionms.

» N o . . . n
Théoreme 2 : Si un complcxe monoidel [ est minimal, les | q & nt

GS_groupes.

Démonstration : on a d'abord Po = Ti;o(lﬁ) = TTO(P) , qui est un

groupe. Supposons maintenant que Fq soit un groupe pour g < n , et

-

est un groupe. Soit x e ' . ; ona di(}é'c) =c

montrons qus r n+ n
~
]

n+l

(M =T (7).

puisque I o ©st un groupe, et par suite XX € 04

s £ . -\ =\ _ . . ;
Or, pour i <€n, ona disn+1(xx) = 5,4, (xX) = ¢ , tandis que

n+1Sn+1(}5{) = dn+23n+1(}6c) = xx . D'aprés l'axiomeiii, il existe =z ¢ rn+2
tel que d;z = disn+1(35'c) pour i # n+l , et. d 4% =y,  + Ona done

z € ’T:fmz(f‘) et 4 oz = XX , mais comme | ost minimal, on &

dn+22 S Ainsi xx = e .4 » Ot r'n+1 cst un groupe.

3.~ Complexes minimaux ayont au plus un groupe d'homotopie non nul.

Propogition 3 : Soit n un entier %0 , et soit [’ un complexe de
groupes minimal, tel gque T q( )
dans chacun des deux cas suivants
TTO( M) cst abélien.

0 pour g #n . Alors [ est abélicn
(2) 81 n#0; (b) si n=0 gt

1

Démonstration : puisaque [ est minimal, on a N =o pour q < n ’
et Pn = Wn( M) = Tfn( )., qui est abélicn dans chacun des (a) ot (b).

Soit alors m un entier > n , ot supposons que ["q soit abélien pour

P . . ™
g £ m ; montrons que rm+1 est abélien. Soient x et y & | mel 5 oon @

-1 -1 . -1 i P -1 =1
di(xyx y ) = e_ puisque im, est abélien. Donc xyx 'y est dans

= \' "1 ""].
nm+l( r’)) 9 d'ou m 37' = en . C.Q.F.D.

m

Théoréme 3 : Soit T un groupe abdlien. et soit n un entier >0 .
Il cxiste un complcxe de groupes minimal [ tel que T\‘q( ) =0 pour

/ i . N . . “
a#n gt T'n( M) = 77 5 un tel complexe est unigue & un isomorpliismc pres.

Démonstration : par récurrcnce sur l'entier n . Supposons d'abord

o (1)

n=0; alors ' = T ;5 et comme [ est minimal, [

_TTq(r'(l)) = 0 pour tout q . Ainsi Fél)

cst minimal ef

= 0 pour tout q , et
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1'application p @ N ﬁ.._-e f" cet un isomorphisme pour tout g , co qui
signifiec que d : FQ+1 —_— r‘q cst un isomorphisme pour tout q . Alnsi
r'qul il pour tout g , et le complexe ™ cst unique (& un isomorphicrc
pres).

Supposons mxinte cnant le théordme vrai pour tous les n £ m (mn entic §‘
>0 donné) , ot montrons le théoréme pour n = m+l . Si r existe, 7( e
1)y

est l'uniquc complexe minimal tel que T q( =0 pour q#m ot

T'!'m( W(l)) = T s or (R( F(l)) , RUT) 5 R( r#)) est une construoj;ion
sotisfaiscnt & 1a condition W (th.1). L'unicité de la construction W

(Exposé 12, corollaire de la p, 12-05) entrafne l'unicité do | . Quont &
1'existence, elle résulte de celle de la construction W , qui, anpliquéc
4 un complexe de groupes abéliens, donne un complexe da groupes abéliors,

-

Notation : 11 désignant un groupe abélien, on désignera par [ (7, )
1'unique complcxe de groupes minimal tel que T q( M) =0 pour q £ cb

T (M) =
M) =T

Théordme 4 : Soit 1! un_groupc abélien, ct n un cntier = 0.

Le complexe | (77, n) n'est outrc guc le complexe | déerit dans

1'Exposé 13, parographe 5 (rappelons que | q = 7( Aq s 1) , avee les
notations de eet Exposé). On 2 donc K(T7, n) = R([(Ti, n)) .

Démonstration : il suffit de montrer que 11 (') =0 pour q £n

et T ( ) = T . Ciestvr:tipour a<n, car 2Z%( Aq;ﬁ‘):o pour

q<n, ct z(\ ;70) = 11, Soit maintenant q >n , et x@ﬁqu,
clest-a~dirc x € Zn( A sTT)  tel que d;x = e, Ppour i <q . Ceci

signifie que x(mo,...,msn) =0 sauf si (mo,...,mn) = (0,1,0.05n) . Do

plus bx = 0 ; ceci entrafne x(0,1,...,n) = 0 . Ainsi TTq(T") =0, ce
qu'il fallait démontrer. '

4.~ Structurc des complexes minimauX.

Définition 2 ¢ soit P un complexe monoidal avec homotopie. On note
Q 1l'application [ —— (ﬂo(f‘) » 0) telle que Q  soit l'applice-
tion naturclle Po . 'TO( MYy, et Qq+1 "

— =1 amd

Qo(d.o)q+1 pour q =0 . On note [’ le noyaude Q.

, [N . a . N )
Théordme 5 ¢ Soit | un_complexe monoidal avcc homotopie. Alors :

1) [ cst un complexe monoidal avec homotopig :




2) T(M)=o0, T(F)= ") pour q>0;
3) H(F) =2, 8(M) =8(F)wz(7 (")) ;

4) si I cst un complexe de groupes, minim:l en dimension O , zlors

la suite cxacte

0s I s [ ems T(T (7)), 0)

cst unc extension incssecnticlle de groupes.

Dérorstration : 1) soit donné k , et soient e SRR SRTL METTRRY

—~—

Xq+1€ fﬂq tcls que dli = dJ 1%

At r X . .
Soit x ¢ lq+1 tcl que dix X

o (a)%x=q(d )% =0 si kK£O0; ot sl k=0,

pour i< j telsque i#k, j#k.

pour i £k ; ona

[n] q+1 - q“l = - O < = A
2,(a) % x = q (a)% g a,x = Qo(do)qx1 =0.0nadone x &' .
et le complexe M satisfait & lo condition de Kan. Montrons que [

Y

satisfait & 1'axiome do remplacement ¢ soient x € Pq+1 , et

V¥ ,y" < ["q ; avee & x = y'yFy" et d.(y?) = e,y bour 02j<q.

. 1 e kTal] 1 o~
Soit z = | g+l tel que d Z = dJX pour j £k, dkz y'y" . On montrc
comme plus haut que Qo(do)q+1z =0 , donc f" i + Ainsi P est bien

un complouxe avec homotopie.

N

. =T M N — - 3 < Y
2) soit 9@ >0 ot x € -iq(! ) . On o 4x =, ; pour 1i<q, done

(F) , aton ﬁq( My =7 Cl(P) pour q > 1 . Ceci implique

x & {1
q

Wq(r") = 'Tq( ") pour g =2 ; montrons que ﬂl(P) = Wl(r) . Pour lc
voir, on observe que le noyau de dy ¢ Wl(f‘) — ﬂo(r) est le nlmc
que le noyou do d ﬂl(r') — 1) O(F) , mdme si no(P) est

Qlutlnct de (P) Reste & montrer que TI ( ") = 0, c'est-d-dirc que
d1 s

diagramme commutatif

T 1(( ) —_— —T (P) est w eplmorphlsme s or ccla résulte du

M) =T (M) —s [ —s 7 ()
, .

N N :]: 1 1\

ﬂo(-ﬁ) = Po -"——-é Fo ——rea _’To(r‘)

dont les suites horizontalcs sont exactes.



3) et 4) si " st minimal en dimension O , soit u, ¢ TTO(T“) —s

1l'application identique : sinon, soit U, n'importe quclle application dc
M (") dans ", tronsformant 1'élément neutre en 1'élément neutre, ot

telle que Q u  soit 1'identité. Définissons uy ¢ TTO(‘q) —_— iq

en posant u, = (so)quO . Alors Qq u_ cst l'identité., Définissons

X s iﬂq X fﬂq(iTo(F’) ; 0) —s fg par  « (x,y) = x.uly) , et A
‘:i"> ?:q x FE(TYO(Y“) , 0) par [fi(x) = (x.ua(x) , Q(x)) . Alors

«p(x) = xuQ(x)ud(x) , et ac(xy) = (xouly).uly) , y) .
Si maintenant ' ost un groupe, L5 est 1'identité, ;30< aussi, d'ol 4y,
Ménie si [ ntest pas un groupe, X5 et /3“.1sont homotopes & 1'iden-
tité, cc qui établit 3).

Théoréme 6 ¢ 8i | gst un complexe de groupes minimal et obdlien, on

0
2 ' = ,Xb % (Tfn(iﬂ) , n) , produit des complexes PO (F) 5 ) .
. n= _

Démonstration : d'aprés le théordme 5, [ est isomorphe au produit

r; X f‘(rio(f’) R O)_! D'ailleurs I est minimel, et TTO(F:) = 0 d'apre-
le th.5. On 2 done | = ﬁ(fﬁ(l)) . Or r"(l) = rﬂx rj("”i(lﬂ) , 0) , d'ol

F= ﬁ(?z) x T (r) 1) x f7(?To(iﬁ) , 0) . Lc théoréme se prouve

alors par récurrcnce.

APPENDICE

Construction W gur l'espoce des lacets.

Soit X un cspace tcpologique connexe nar arcs ; notons X son
complexe singulier (iq se composc dos g-simplexcs singuliers) , et H(X)
1'homologie du groupe abélien libre ayant X pour base. Rappelons quc
Sl(x,xo) désigne le complexe singulier de l'espace des lacets de X

dtorigine X, . On se propose de montrer :

Théoreme 7 ¢ Il existe unc apnlication de complexes

£ (X)) — X

tellce que 1'homomorphisme £, H(Q(SE(X,XO)) —> H(X) soit un isomor-

nhisnme.

e ——

Démongtration : roppelons que fl(X,xo) est un complexe monoidal avce
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s o ' . N . .
homotopic (Exposé 18, th.2). Notons E 1'c csmace E(X,x ) alors ~M-(X,xoj

cst un sous-comploxc de E , et Kl(ngo) opere & gn ucho dans E . En

(&l

utilisant 1'homotopie explicite de contraction de E (l' pplication S de
1o démonstration du th.2 de 1'Exposé 18) , on peut définir une application
Wil (X,x )) —— T compatible avee les filtrations, cxactement comme dans
la demonstratlon du théorémc 2 dc 1'Exposé 12 (p. 12-04). Par conséquont,

i TTb(fZ(X,XO)) = 0 , le présent théoreme résulte du thioréme A de 1'Expo-
sé 3 . De plus il est clair que i, (2(%,x )) =TI (X % ) done le théo-
réne cst veal g1 X est simplement connexe.,

hid

31 X n'est pas simplencnt connexe, soit ™ un ecspace contonant X
ot tel quo 1T, (X) A= 7T, (xY) TTq(X*) =0 pour .g=2 (cf. [1]). Soit ¥
1'cespacce des chemins de X* dont 1'origine ost dans X , Alors X ect
rétracte de déformation dc Y , et il suffit de prouver que o
H(ﬁ(ﬁl(Y,XO))f;QH(gb . Or Y cst un esprco fibré de base X , avec unc
fibre F tclle que ‘ﬂq(F) s TT (Y) pour g = 2 , et Trl(F)': 0. En

outre, on 2 un diagramne commutatlf

U,z ) —Es WO (X" s%5))

\L fl l f2
- h
b4 —_—

ol les applications sont les applications naturelles. Finalement,
CEI(,x,))) = BEESUE,x,))) @ T (K, N s

EZ(Y) = H(H(F) & X¥) ; comme. F ost simplement connexe, et que chacun dec
comploxes ﬁ(Sl(x*,xo)) et % est équivalent & [( ﬁl(X,XO) s 1) (par

une "chalne-équivalence”) , le théoréme s'ensuit.
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