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Sémireire H, CARTAN, E.N.S., 1954/55.

HOMOTOPIE DES COMPLEXES MONOIDAUX, I.

(Exposé de J.C. MOORE, 18.4.1955)

1.- Notion de complexe ronoidal.

Définition 1 : un .complexe monoidal [ est une suite ( rq) (ol g

parcourt l'ensenmble des entiers > O ) de monoides ré avee élément nsutre

eq , et, pour chaque g , d'homomorphismes

. )
d; : ré+l —_— fé (O <1< q+l)
‘ . . )
5, rq — Tou (0gi<aq)

satisfaisant aux identités usuelles (cf. Exposé 12, page 1 ; ou Exposé 14,
formules (1.1) & (1.5)). Rappelonq qu'un monoide est un ensemble muni d'unc
loi de composition assoclatlve (qu'on notera multlpllcatlvemcnt) 3 un
"homomorphisme" de monoides avec élément neutre est une application gui
recspecte la loi de composition et transforme 1!'élément neutre dens 1'élément

neutre.

Fn d'autres termes : un complexe monoidal est un "complexe semi-gimpli-
cial complet" (Eilenberg-Zilber [ 1]) dans lequel les simplexes de chague
dimension q forment un monoide avec élément neutre, et tel que les opéra-
tions de face et de dégénérescence soient compatibles avec la structure de

nonoide & élément neutre.

Soit [ un coiplexe monoidal. Pour chaque g , soit R (") 1talgdhrc

du monoide'l'q & coefficients enticrs ; alors R(I) = > _ Rq(f‘) cet un
. q20
complexc d'anneaux, au sens de L'Exposé 12 (page 2), les opérations d; et

8; étont, bien cntendu; déterminées par celles de [~ . C'est méme un
complexe d'anneaux augmenté, si on définit, pour chaque q , une augmenta--

tion Eq : Rq(r) —> 7 en posant

E ( h X )- 1 ki ,  pour Ai € 3 ot 31.5 o

Définition 2 : on dit qu'un complexc monoidal [ = (rq)q:,O

st
involutif si chaque monoide qu est muni d'un automorphisme x —s X

(appelé involution) satisfaisant aux conditions suivantes ¢
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(1-1) :}-E= X
(1.2) 8, = o o Gy) =y x
(1.3) d;ix =d;x 13X = 8%

Alors 1l'involution X — X se prolonge au complexe R([) .

Excmple : supposons quc les l'q> solent des groupes ; on pose A
X = x~1 , et on a alors un complexc involutif., Cette espéce de complexc

o été considérée par A, Heller [2] .

‘Par exemple, soit X un groupe topologique. Soit rq 1l'ensemble des
g-simplexes singuliors de X ; la multiplication dans 1l'espace X définit
dans chaque r6 une loi de composition pour laquelle F est un groupe.

q
On obtient 2insi un complexe monoidal involutif.

Définition 3 : on dit qu'un complexe monoidal [ est un gomplexe

monoidal avec homotopie si

(i) - [ est involutif ;

(ii) ("cogdition de Kan") si Xopeo s Xy 13K 19009 € |

Tq+1 ¢ g
sont tels que dixj = dj—Ixi pour i ¢j, 1 ot j étant £k , alors il

existe wn x € [ tel que d,x = x; pour tout i £k

g+1

(iii) ("axiome de remplacement") si x f‘_q+1 et ¥y, ¥y's y" e !ﬁq

sont tels que
4% = y'yyy" ot dj(yy) = o, Pour tout j (0 <Jj<gaq), alors il
existe un z € ré+1 tel que

djz = djx pour j #k , ot 4z =y'y" .

Remargue : la condition (ii) ne fait pas intervenir la structure muiti-

plicative des | q " Elle est toujours vérifiée si, pour chaque q , iu cat

l'cnsemble des q-gimplexes singuliers d'un espace topologigue, parce que 1w

réunion de toutes les faces d'un - (q+1)-simplexe sauf une, est un rétractc

de cc gimplexe.

2.~ Exemple dc complexe monoidal aveg homotopie.

Un exemple important cst fourni par le complecxe singulicr de 1'"espoce
des licets" d'un espace topologique X . Nous allons d'abord définir 1'csna-
ce des chemins et 1l'espace des lacets de X , d'une manidre un peu diffé-

rente de la maniére classique.
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Soit X un cspace topologique. Un chemin de X est, par définition, unc
paire (r,f) , oi r désigne un nombre réel >0, et £ une application
continue du segment [0 , r] dans X ., Soient (r,f) et (s,g) deux che-
ming de I tols que f(r) = g(0) ; on définit le chemin composé
(ryf).(s;2) = (r+s;h) , ol ‘

' f f(t) pour 0 <t <«r

n(t)

1 g{t-r) pour r <tg r+s .

Soit alors X un espace topologique, connexe par ares, et soit un
point-base x, ¢ X . Soit E(X,xo) 1'enscmble de tous les chemins (r,f)
de X tels que f£(0) = X, Définissons l'application

p E(X,xo)-——bx
par p(r,f) = £(r). Soit L(X,xo) = pul(xo) : cnsemble des lacetg d'origine
Xy e La loi de composition de L(X,xo) est associative, et posséde pour

é1ément neutre le lacet  (0,f) , oi £ est définie par £(0) = X o

Deflnlssons sur 1'ensemble E(X, X, ) une topologic comme suit : pour

chaque triplet (C,V U) formé d'un ouvert V de la demi-droite R
(formée des nombrcs réels > 0 ) , d'un ouvert U de X , et d'un compact

C de {0,1], considérons 1'ensemble W(C,V,U) des chemins. (r,f)é_E(X,xo)
tels que r £V ot f(rC) €U, en notant rC I'enseable dee rt ol t
parcourt C . Les ensembles W(C,V,U) forment une base d'ouverts dans une
topologie sur E(X,xo) , qui devient ainsi un espace topologique. L'espace
des lacets L(X,XO) est muni de lo topologie induite. La loi de composition

de L(X,xo) est gontinue.

Théoréme 1 ¢ Soit X un espace topolcgigue, connexe par arcs, et soit

x, € X un point-base, Alorg :

1) E(X,xo) egt un_espace contractile ;

2) le triplet (E(X,xo),p,x) est un egpace fibré (au sens de Serre) :

3) si X -est sdparé, E(X,xo) est aussi géparé.
(Lo démonstration est semblable & celle de Serre [3)).

Soit maintenont lzq(X X ) 1l'ensemble des g- simplexes singuliers de
L(X,x, ) , et soit (X, X, ) la collection des Q (X X, ) pour q >0 ; il
est ev1dent que Sl(X X ) est un complexe mon01dal. Con31derons dons

9l (X X ) l'lnvolutlon deflnle par l'application

(r,f) ———> (r,f) de L(X,x.) »
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o F(t) = £f(r-t) pour O <t <r . Alors (I (X,xo) est un complexe monci-
dal involutif.

Théoreme 2 ¢ Si X est un espace topologigue, connexe DT ArcS, ct

X ¢ X , alors EZ(X X ) est un complexe monoidsol avec homotopie.

Démonstration : 12 condition (i) cst vérifide ; 1la condition (ii) sussi

puisque fl(X X ) est le complexe singulicr d'un espacc topologique. I
rcste & prouver (111) Notons I le segment [0,1]; définissons une appli-
cation S @ E(k,xo) x I —> E(X,x ) par S(r,f,t) = (rt,h) , o h dési-
gne la restriction de f au segment [O,rt] . Soient alors

x€e $ o+1(x X ) et y,y7',7" € () (X,x ) comme dins L'axiome (iii), c'est-

a~-dire dkx = y'yyy" , 4. (yy) = eq , pour 0« J <a . Notons lﬁ%;+1 1a
i-ieéme face du 31mplexe ékq 19 et définissons une application continue
r: (A § X § l) U ( kMJ Zl X I) —> L(X,xo)
o 0¢i¢q |
comme suit :on pose

f(u,0) = x(u) pour ue Zlq+1 ,
£(u,t) = x(u) pour u € le , i#k,
fu,t) = y'(u).S(y(uw), 1—3 S(y(u) 1-t).y"(u) pour u € Zl o

les produits du second membre s!cniendant au sens de la multiplication dans

l'espace E(X,x ) .

Alors f ge prolonge en une application continue f“ de Aﬁq+1 x 1

dans u(h,x ) 5 soit =z 1'application de flq dans L(X,xo) telle que

+1
z(u) = £f(u,1) pour uc¢ él .0na

diz = dix pour i £k, de =y'y",

ce quil achdve la démonstration.

3.- Autre exemple de complexe moncidal avec homotopie.

Théoréme 3 : Si " est un complexe de groupes, I cst un complexc
avee homotopie

~Demonstration : les conditions (i) ot (iii) de 1la définition 4 sont

trivialement vérifiées (rappelons que 1'involution de " “est alors, pur

-1 . . ’
définition, domnée par X =x =~ ) . Il reste & prouver (ii). Etant douné

k entier tel que 0 < k < g+l , nous supposons donnés des Xy = r q
(0 €41 <q+l , i#k) tels que de-d_llpour ici,i#k,

i # k ; et nous cherchons un x e,réﬁ tel que 4;X = x; pour toui i Ak
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Montrons d'abord l'existence d'un u € rg&l

i<k, Clest trivial si k=03 si k > 0, on définit, par récurrcncc

tel que diu = x; pour

sur L'enticr r (0 & r <k) , un ut 6.[—q+1 tcl quc

(3.1) diur =x, pour igr.
. o . .
Cn prend d'abord u° = 8%, 5 ona bien dou =X, 3 puls, s1 r< k-1

posons

r+l

r T rr
y o=s,. (@, wx, ), o o=uy ;

r+1 r+l

un calcul facile, compte tenu de (3.1), nontre que diyr = ¢  pour i_é r,

r T sas r+l _ s oo
eb dr+1y = (dr+1u )xr+1 « On en déduit que ké%u =X, pour ig r+l .

Finalement, si on prend pour u 1'élément u y On aura diu = X, pour

i< k , comme annoncé,

On vo maintenant prouver, par récurrcnce sur llentier r (0 € reg-k+l) .

1'exigtence d'un x° € F~Q+1 tel que
(3.2) _ dix? = X | pour 1<k et pour i> g-r+l .
Pour r=0 , on prend x° = u. Supposons défini x pour r £ g-k , ct
posons |
r T r+l rr
a2 = Sq—r((dq r+1% ) a- r+1) ’ - X =xa
un caleul facile, comple tenu de (3.2), montre que dizr = e (élénent
r '?
neutre) pour i<k et 1> q-r+1 , et dq ra1? = (dq R )x qerel *
I1 s'ensuit que dix T+l X, pour i<k et pour i >q-r . Finalement,
si on prend pour x 1'¢lément x+ kel s ona d;x=x pour 1 £k, co

qui achdve 1la démonstration du théorsme,

4.~ Groupes d'homotopie d'un complexe monoidal.

Soit [ un complexe monoidal. Définissons les monoides TTq(f’) en

posa nt
Tf ( ) = , ¢ty pour q>1, “] (fu) = {/\\ Kerd, : I o . ..
0<¢j<q J a Kl
- - ° ' » P . ° ’ Ad
Proposition 1 : L'application dg,q ? ré+1 N Fq applique
() dans TI ( ') , et si on considére la suite d'homomorphismes

q+1
...‘-—9> ql({—)‘——'——éﬁ(‘)—"""‘éﬂq_l(r)—‘—gf ¢ce
lec composé de deux homomorphismes consécutifs est trivial (i.e. : son imapo
est 1'élément neutre).
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Démonstration : soit x € ‘Tq+1(r.) 3 alors, pour j £q,

d.d x =dd.x=¢
Jaq+l q ] g-1

Théordme 4 ¢ Soit | un complexe monoidal nvec homotopic. Dans le

noyau Nq de dq : ffq(Y~) —_ fiq_l(r') , il existe une relation d'équiva-

» ce qui prouve tout,

et une scule, compatible avec la loi de composition de Nq s et _jouissant

des propriétés suivantes : la classc d"quivalenco de 1'é1ément neutrc e,

est 1'image de d_ . : 7 . (I") -a;‘T (V) , le monoide-guoticant de Nq

q+1 g+l ) -
est_un groupe iTq‘!‘) ; et les classes d'equlvulenco de x et =x scat des

[t

éléments inverses de ce groupe.

Démonstration : s'il existe une relation d'équivalence jouissant des

propriétés de 1'énoncé, clest forcément la relaotion suivante (entre ¢lémonts
x et y de N ) ¢ '
Xy eost dans 1'image de d ot ffq+1(F') — 17 (f‘)..
Montrons que cettc relation est bien une relation d'équivalence, et qu'clie

jouit des propriétés annoncées. On aura besoin de deux lemmes :

Lemme 1 ¢ Soient x,y , z ¢ Nq tels que x§yz soit dans l'image de

[ad

ﬂ,q+1(’~) par dq+1 ; alors xZ gst oussi dans cette image.

Cela résulte de l'axiome de remplacement (axiome (iii)) : soit

u € TiQ+1( ) tel que dq+1u = xJyZ ; on & dj(yy) = e, ; pour iga

q—
pulsque y € Nq s donc il existe -v & T‘q tel que

+1
djv = dju pour j<q, et dQ+1v = Xz ;
on a done dyv = e, POUr j £q, ot por suite v "Tq ¢ M) . Dol le
leminc,
SN “o l . = i ° z yat y
Lemne 2 i Soient u € 118+1(l ) et z¢ Nq s alors z(dq+1u)z est de
la forme d v, avee v € TTQ+1([‘) .

En effct, on a -dj((qu)u(qu)) = e Powr j<a,

dq((sqz)u(sdi)) = 7% , et dq+1((sqz)u(sd§)) = z(dq+1u); . Dtaprés

1l'axiome de remplacement ,'il existe v e ré+1 tel que
d.v =d. . .' z j ‘ = . |
3 J((sqz)u(sqz)) pour £q, et dqv eq On o done
~ .
vV € TTQ+1(Y—) , e dq 1v :_Z(d u)E , ce qui démontre le lemme.

Revenons maintenant & 1a démonstration du théoreme 4 . 801t R(x,y)

lc relation (entre éléments x , y € N ) définie par :
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u, avec u & T (r).

xy est de 1la forme dq+ g+l

"

1

On R(x,%x), en vertu du lemmc 2 j; la relation R ost symétrique, car si
Xy = dq+1u s 0N &YX = dq+lu ; enfin, R est transitive, car =i on o

R(%,y) ot R(y,z) , on 2 R(x,z) en vertu du lemme 1 .

0

Montrons que la relation d'équivalence R est compatible avec 12 loi
de composition de Nq ¢ solent x , x', y € Nq ,.avec R(x,x') ; alors yx

est équivalent & yx' , car yxX'y est de la forme dq+1v (avec
N

ve T ,(I)) , en vertu du lemme 2 . Montrons aussi que xy cst équiva-

g+l ,
lent & x'y , cutrement dit que xyyx' est dans 1l'image de TTQ+1(§‘} par
dq+1 s d'aprés le lemme 1 , il suffit de montrer que xx'z'yyx' est daas

l'image on quostion 3 or clest égal & (x®')(x'yyx') , produit de deux

414 o 4 IS o 19y ] F = ‘ [eIe] \.',‘T’."ﬁ
é1léménts dont chucun est dang 1'imagé de TTq+1(‘ ) por dq+1 (1le pronier,

par hypothése ; le second, par application répétée du lemme 2).

1

Soit alors 'TTq(l") le monoide-quotient de Nq par la relation d!écul
valenee R . Si x € N, les classes d'équivalence de x et X sont dos
éléments de TTq([') inverses 1'un de l'autre, en vertu du lemmec 2 . Aingsi

TTq(I’) est un groupe, et le théoréme 4 -est cntidrement démontré.

Définition 4 :+ si [ est un complexe monoidal avee homotopie, lcs

groupes TTq(T') s'appellent les groupes d'homotopic du complexe [ .

(Cettc définition cst justifide, car on woit facilement que, dans le cas ob
I sc compose des simplexes singuliers d'un espace de laccts, les groupes

TTq( ") sont bien les groupes d'hemotopie de cet espace).

Théoréme 5 ¢+ Si [ est un complexe monoidal avec homotonic, les grou-

pes iTq(T') sont qbé;iens pour q >1.

Dﬁmmmﬁm:sdmtx,yéNq;mthmMmrw%siqgl,

1474 g N e 114 = y s
1'élément =xyxy est danﬁ 1'image de .71q+1(r') par dq+1 . Or soit
7z = sq(xyi&) 3 on 2 djz = ¢y pour. j<a, et dqz = dq+
Puisque q =1, on peut considérer z!

12 = WX .
(Sq_lx)(SqY)(Sq*li)(Sq?) 5 on 2

-

42" = ey pour §<a-l, 4 48" =3®, 4z’ =R, 4,,3' =57 .

J q q
D'aprés l'axiome de remplacement, il existe z" & Y"O+1 tel que
z" = d.g! 3 -1 : : no— " — 8oi
sz , sz pour j #g-1, g+l , ot dq—lz dq+1z ey * oit

w = 2z" ; on a



dw = e, pour j <, dv=xxyiya) , dgeq¥ = XYF o

D'aprés l'axiome dc rcmplacement, il existe w' & Y'q+1 tel que

d.w' =d.w pour j t dw' =c_ .
Onadohe w'e TW_ . (), et dq+]w' = xyxy . Ceci prouve le théordme.

g+l
Remargue ¢ la démonstrition précédente prouve & nouveau quc les groupos

d'homotopie 77 _(X) d'un espace topologique X% sont abéliens pour g 2 s
'q | >

il suffit do considércr l'cspace des lacets de X .
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