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HOMOTOPIE DES COMPLEXES MONOÏDAUX, I.

J.C. MOORE,(Exposé de MOORE, 18.4. 1955)

Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55.

1 . - Notion de complexe monoïdal.

. Définition i 1 un, complexe monoidal F est une suite ( 0393q) (où et

parcourt l’ ensenble des enticrs > 0 ) de monoides Ç avec élément ne;tr.;.
/ ~ q

e , et, pour chaque q , d’homomorphismes

satisfaisant aux identités usuelles (cf. Exposé 12, page 1 ; ,ou Exposé J.4,
à ( ~ e ~ ) ~ . Rappelons qu’un monoide est un ensemble muni d’une

loi de composition associative (qu’on notera multiplicativement) ; ~,~r

"homomorphisme" de monoïdes avec élément neutre est une application 
respecte la loi de composition et transforme l’élément neutre dans l’élément

neutre.

En d’ autres termes : un complexe monoidal est un "complexe semi-simpli-
cial complet" (Eilenberg-Zilber dans lequel les simplexes de chaque
dimension q forment un monoide avec élément neutre, et tel que les opéra-
tions de face et de dégénérescence soient compatibles avec la structure de
monoïde à élément neutre.

Soit 0393 un complexe monoïdal. Pour chaquo q p soit Rq(0393)
du monoïde 0393q à coefficients enticrs ; alors R( r) = 03A3 Rq(0393) F ) est un

~ 
. 

complexe d’anneaux, au sens de l’Exposé 12 (page 2 ~ p les opérations di et

s. étant, bien entendu, déterminées par celles de r. C’est même un
complexe d’anneaux augmenté, si on définit, pour chaque q , une augmenta-

Rq(0393) -. Z en posant

Définition 2 : on dit qu’un complexe ?. 0 
involutif si chaque monoïde 0393q est muni d’un automorphisme x ~ x

(appelé involution) satisfaisant aux conditions suivantes ?



Alors l’ involuti on x .-~-~. X ’se prol on ge au complexe R ~ i~ ~ .

Exemple : supposons. quo 1Qs 0393
q 

soient dcs groupes ; on pose 
.

x = x 9 et on a alors un complexe ’involutif. Cette espèce de complexe
a été considérée par A. Heller [2] .

exemple, soit X un groupe topologique. Soit r 1.’ ensemble des
. 

q

q-simplexes singuliers de X ; la multiplication dans l’espace X .définit

dans chaque 0393q une loi de composition pour laquelle 0393q est un groupe.

On obtient ainsi un complexe monoïdal involutif.

Définition 3 : on dit qu’un complexe monoïdal 0393 est un complexe
monoïdal avec homotopie si :

(i) 0393 est involutif ;
(ii) "condition de si xo,...,xk -1,xk+1,...,xq+1 ~ 0393q

sont tels que d. x. = d . x. pour i  j p i étant ~ k S alors ily ~ -1 ~. 
.

existe un x ~ ~’ 1 
tel que d.x ~ x. pour tout i ~ k 9q+1 1 z ’

de rempla~cement" ~ si x E i~ ot ~r , y’ 9 y°’ E 1-
q+1 q

sont tels que

et 
1 pour tout j 0jq) , alors ilk ~ q1 

existe un z E 0393
q+1 

tel que . 

,

Remarque : la condition (ii) ne fait pas intervenir la structure multi-

plicative des !~ q . Elle est toujours vérifiée pour e~t

l’ensemble des q-simplexes singuliers d’ un espace topologique, parce que la

réunion de toutes les faces d’un - (q+1)-simplexe sauf une, est un rétracte
de ce simplcxeo o 

~ 

.

2. -~ Exemple de complexe monoidal avec homotopie. o

Un exemple important est fourni par le comploxe singulier de 1 
dos lacets" d’un espace topologique X . Nous allons d’abord définir 

ce des chemins et l’espace des lacets de X, d’une manière un peu 
rente de la manière classique.



Soit X un espace topologique. Un chemin de X est$ par définition, une

paire (r9~f ~ 9 où r désigne un nombre réel ; 0 9 et ’ f une application

continue du segment [0 , r] Soient (r,f) et deux 

mins de X tels que f(r) = g(0) ; on définit le chemin composé

Soit alors X ur. espace topologique, connexe par arcs, et soit un

point-base Soit l’ensemble de tous les chemins 

de X tels que x . Définissons Inapplication

par =? f(r). Soit = ensemble des lacets d’origine

x . La loi de composition de L(X~x~) est associative, et possède pour
élément neutre le lacet (O~f) ~ où f est définie par f(0) = x~ .

Définissons sur l’ensemble E(X~x ) une topologie comme suit : pour

chaque triplet formé d’un ouvert V de la demi-droite R

(formée des nombres réels ~ 0 ) , d’ un ouvert U de X ~ et d’un compact

C de [0,1], considérons l’ensemble des chemins 

tels que r ~ V et f(rC) en notant rC l’ensemble dM rt où t

parcourt C. Les ensembles forment une base d’ouverts dans une

topologie sur qui devient ainsi un espace topologique. L’espace

des lacets est muni de la topologie induite. La loi de composition
de L(X~x ) est continue.

Théorème 1 : Soit X un espace topologique, connexe par arcs. et soit

x ~ X un point-base. Alors : 
. 

.

l) est un espace contractile ; 
"

2) le triplet est un espace fibre (au sens de Serre) ~
3) si X est séparé. est aussi séparé.

(La démonstration est semblable à celle de Serre [3D).

. Soit maintenant 03A9q(X,xo) l’ensemble des q-simplexes singuliers de

et soit ~ la collection pour 1 ~ 0 ~ il

est évident que est un complexe monoïdal. Considérons dans

l’involution définie par l’application



où Î(t) - £(r-t) pour 0 t t  r . Alors ££ (X,x ) est un complexe monoï-

dal involutif.

Théorème 2 : Si X est wn espace t,opologique, conncx_£_pi-r ircs _c.t

x é X , alors ù (X,xo) est ian complexe monoïdal avec homotopie.

Démonstration : li condition (1) oxt vérifiée; la condition (ii) 

puisque est le complexe singulier d’un espace topologique. Il

reste à prouver (iii.). Notons I le segment [0, 1] j définissons une 

cation S t E(",x ) x I - par S(r,f,t) = (rt,h) , où h dési-
o o

gnc la restriction de f au segment [0,rt] . Soient alors

x.« et Y,Y’ ,Y". E iiqx,xo> comme d.=nS l’axiome iii> , ’ QS"t-
à-dire dkx = 5r’YJY" , dj (Y5) = eq-1 pour °  j q o Notons 4lÉ+, 12.

i-ième face du simplexe Ô , et définissons une application continue

comme suit : on pose

les produits du second nombre s’entendant au sens de la multiplication dans

l’espace E(X,xo) .

Alors f se prolonge en une application continue f de 1

dans soit z l’application de 0394q+1 dans telle que

ce qui achevé la démonstration. 
’

3.- Autre exemple de complexe monoïdal avec homotopie.

Théorème 3 : Si F est un complexe de groupes ! est un complexe
avec homotopie .

les conditions (i) et (iii) de la définition 4 sont
trivialement vérifiées (rappelons que l’involution de est alors~ 
définition, donnée par S = x ) . Il reste à prouver (ii). Etant donne
k entier tel que 0 ~ k  q+1 ~ nous supposons donnés des r 

q

(0  i  q+1 , i ~ k) tels que d.x. =d..x. pour i j , i ~ k ,

k ; et nous cherchons un F . tel que dix = x. pour tout i ~ k .



Montrons d’abord l’existence d’un u C 0393
q+ 1 

tel quo d . - 

i  k.. C’est trivial si k = 4 9 si k i Q 9 on définit, par récurrence
s ur. l’ ent i er r (0  r  k j 9 un ur ~0393q+1 1 

tel queq+

(3.1 j d. 1 ur _ x, z pour i  r .

On prend d’abord uo = s oxo 9 on a bien d ouo = x ; puis 9 si r 

posons

un calcul facile~ compte tenu de (3.1)~ montre que d.y = e pour i~ r ~

et d r+ lyr ==(d r+1 .u rB )x r+1 .. On en déduit , , que ,1 d.u T’+l =x. i pour 

Finalement~ si on prend pour u l’élément u "~ ~ on aura d..u = x~ pour

ik ~ annoncé,

On va maintenant prouver, par récurrence sur l’entier r (0  
l’existence d’un x 6 F 

q+ 1 
tel que

Pour on prend x° - u . Supposons défini xr pour r ~ q-k, et

posons 
°

un calcul facile, compte tenu de (3 0 ~ ~ 9 montre que e 
q 

(élément

neutre) pour i : k et i / et 

° 

Il s’ensuit que ~- x. pour i  k et pour i > q-r . 

si on prend pour x l’élément xq-k+1 , on a d.x = xi pour k , cc:

qui achève la démonstration du théorème. 
’

4.- Groupes d’homotopie d’un complexe monoïdal.

Soit F un complexe monoïda.l. Définissons les monoïdes 03C0 (0393) eu
’ 

q
posant _’

Proposition 1 s d . : F . 2014~> F applique

~ ~(  ) dans ~~( r) ~ et si on considère la suite 

... 2014. ~(D -~ r) 2014-~ ... ,
le composé de deux homomorphismes consécutifs est trivial (i.e. : son image

est l’élément neutre). ..



Démonstration s sort x 6 U i~) ? alors~ pour 
d.d .x = dqdjx = ce qui prouve tout,

Théorème 4 s Soit F un complexe monoïdal avec homotopie. Dans le

noyau N de dq : 03C0q(0393) ~ 03C0q-1(0393) , il existe une relation d’équiva-
et une seule, compatible avec la loi de composition de N , et jouissant

des propriétés suivantes : la classe d’équivalence de l’élément neutre eq
est l’image de dq+1 : 03C0 q+1 ( 0393) ~ 03C0q ( 0393) , le. monoïde-quotient de N 

°°

est un groupe H (r) . et les classes d’équivalence de x et x sont des
°~~~~’~ 

-i 
"~°° °"°~"~°’~~"’’’"’’" °"’’"’~~"~"’"~~ ~ ~°’°’’’’~’~

éléments inverses de ce groupe.

Démonstration : s’il existe une relation d’équivalence jouissant des

propriétés de l’énoncé, c’est forcément la relation suivante (entre éléments

x.et y de N ) : . ,~~-

x~ est de d . : ~ 1~) 2014~ ~n~~ ’
Montrons que cette relation est bien une relation d’équivalence, et qu’elle

j ouit des propriétés annoncées. On aura besoin de deux lemmes :

Lemme 1 : Soient x , y , z S N tels que xyyz soit dans l’image de

p .( F) par d . ; alors xz est aussi dans cette 
Cela résulte . de l’axiome de remplacement (axiome (iii) ) t soit

u ~03A0q+1(0393) tel que xyyz ; on a d.(3Fy) 
puisque donc il existe v ~ 0393q+1 tel que

on o, donc d .v = e q et par suite v ~ 03C0 q+1(0393) . D’où le

Soient u ~ 03C0q+1 (0393) et z ~ Nq ; ° alors z(dq+1u)z est dE

la forme d q + 1 ’v~ s avec 

l’ axiome de remplacement , il existe v ~ 0393q+1 tel que
. . q+

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 4 . Soit R(x,y)
la relation (entre éléments x , y ~ Nq) définie par : 

’



xy est de la forme d .u~ avec u~ ~! .(F) .
On a en vertu du lemme 2 ; la relation R est symétrique~ car si

xy = d Q+i .u y on a yx == d o enfin. R est transitive car si on a

et R(y,z) , on a en vertu du lemme 1 .

Montrons que la relation d’ équi.valence R est compatible avec 1~. loi

de composition de N s soient x ~ x’~ y R(x~x’) ~ alors yx

est yx’q , car yxx’y est de la forme dq+1v (avec

v ~ 03C0 q+1(0393)) , en vertu du 2 . Montrons aussi que xy est équiva-
lent à x’y ~ autrement dit que est dans l’image de 

d . s diaprés le lemme 1 , il suffit de montrer que est dans

l’image en question ; or c’est égal à produit de doux

éléments dont chacun est dans l’image de Tf i( 0393) par d 
- 

. (le prunier,
par hypothèse ; le seconde par application répétée du lemme 2).

Soit alors ’H ( D le monoïde-quotient de N par la relation d équi-
valence R . Si x ~ Nq , les classes d’équivalence de x sont 

éléments de F) inverses l’un de 1. ’ autre, en vertu du lemme 2 . Ainsi

F) est un groupe  et le théorème 4 est entièrement démontré.

Définition 4 : si  est un complexe monoïdal avec homotopie, les

groupes 03A0q(0393) s’appellent les groupes d’homotopie du complexe F" .

(Cette définition est justifiée, car on voit facilement que, dans le cas ou
F se compose des simplexes singuliers d’un espace de lacets~ les groupes

03A0q( 0393) sont bien les groupes d’homotopie de cet espace).

Théorème 5 : Si F est un complexe monoïdal avec homotopie, les grou-
pes TT (F ) sont abéliens pour q  1 .

Démonstration : soient x , y (E: on veut montrer que, si q  1 ,
l’élément xyxy est dans l’image de 03C0 q+1(0393) par d .. Or soit

on a et- °

~1 ~ on peut considérer z’ = > on a

= 

e~ q-l ~ ~i~’ = ~ , = d~~’ = V~ 
D’après l’axiome de remplacement, il existe F 

q+1 
tel que ’ 

’

djz" = djz’ pour j ~q-1 , q+1 , et dq-1z" == dq+1z" = eq . Soit

w- = zz" ; on a .
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dw d ~w= 
D’après l’axiome de remplacement, il existe w’ ~ 0393q+1 tel que

On a w’ 6 ~t .(~) ~, et d .w’ = Ceci prouve le théorème.

Remarque : la démonstration précédente prouve à nouveau que les groupe"
d’homotopie d’un espace sont abéliens pour 2 : 

il suffit do considérer l’espace des lacets de X .
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