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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55.

OPERATIONS EN COHOMOLOGIE RéELLE.

(Exposé de R. THOM, 28.3.1955)

™

l.- Soit E un espace, et soient x , y deux classes de cohomologie de I
(dans des groupes de coefficients G , G’ arbitraires). On sait que y est

une construction cohomologique de la classe x , si, pour toute appllcatlon

f de E dans un espace arbitraire A , la relation x=f (x ) x' & {
(A; G) entrafne que y est de la forme y = f*(y') ,yt e H (4 @) .
Rappelons qu'en ce cas, on a toujours dim y >dim x (sauf si y =0 w
dim y = 0), et qu’on obtient toutes les constructions y de x en prenant
pour espace A le complexe d'Eilenberg-lMac Lane K (G', dim x) de classe

fondamentale j , avec l'application f : E — K telle que ) = x .

Si on transerit cette définition, par dualité, sur les classes d'homolo-
' . . a2z . * R
gie, on est amené & considérer, non plus les images de f  , mais les noyaux

de f, Il est par suite naturel d'introduire la définition suivante :

Classes subordonnées d'une classe . Soit x e HP (E; G) une classe de
d'un, ,
cohomologi6vespace E ;3 une classe y € HY (E; G') sera dite subordonnée
4 x, si, pour toute application f d'un espace arbitraire A dans E ; la

relation f£*(x) = O entraine la relation y) =0.

I1 est clair que l'ensemble des classes subordonnées d'une classe X
constitue un idéal dans HY(E) (pour peu qu'on ait défini une structure

multiplicative de cup-produit danS‘_H*(E) ).

On définira de fagon analogue 1'idéel des classes subordonnées & un

nombre quelconque de classes (x1 s Xy 3 een s xr) € BYE) .

Pour déterminer l'ensemble des classes subordonnées & une classe donnée
x € B (E 3 G) , donnons-nous une application f : E —» K(G , p) , telle
que f*(j) = x {cf. Exposé 14, paragraphe 2). On sait que K(G , p) est la
base d'un espace fibré O acyclique (1'espace des chemins sur K(G , p) ),
dont 1la fibre (espace des lacets sur K(G , p)u% a 1'homotopie de K(G,p~-1) .
L'image réciproque, pour f , du fibré ac eSfV/space fibré Q de base b ,

de fibre X(G , p-1) . On appellera Q 1'espace fibré canonique attaché &

i
la classe x . De méme, pour un nombre f1n1 de classes X, € Hp (E ; Gi) s
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on définira un fibré canonique multiple Qy, associé aux (xi) en considé-

rant l'application de E dans le produit de complexes d'E.M.L. TTi K(Gigpi)
qui induit les X 3 ce produit est sa base d'un espace acyclique O dont le
- fibre est un produit TTi K(Gi , pi~l) , et Qx, est l'espace irege récipro-

que de U .

L'espace fibré canonique Q, est fibré de base E ; soit p QU - 5
l'application de Qx sur la base et px : H*(E s Q') —p H*(QX 5 G')

1'homomiorphisme induit par cette application. On a alors le théoréme :

Théoréme 1 s L'ensemble des classes subordonnées & une classe x g'idon-

tifie au noyau de 1'homomerphisme p-  induit par la projection p & Q — E

du fibré canonigue Q, attaché & x.

La considération du diagramme commutatif

QX _ﬂ_> a6
(2) - P l l Py
. E -—f—'-> K(G , p)

*
1

14 b . x
subordonnée a x appartient au noyau de p” .

montre que p(x) = p(£X(3)) = £ pT(j) = fT(O) = 0 . Donc toute classe

Soit réciproqﬁement une classe y du noyau de p* 5 pour montrer que y
est subordonnée & x , soit g : A —> E une application d'un espace arbi-
treire A dans E , tclle que g(x) = O ; soit Y le fibré, image récipro-
que de QX pour g ; Y est le fibré canonique associé & la classe nulle sur
A ; c'est donc le produit A x K(G , p-1) , et ¥ admet une section
st A— Y ; il en résulte que l'application g ¢ A — E se factorise en

a2 Q, 2> E; par suite g*(y) =h™ p'(x) = h"(0) =0 .

Corollaire ¢ Toute classe y , construction de la classe x , est subor-
donnée & x. En effet, toute classe de K(G , p) donne une image nulle dans

H*(QX) d'aprés le diagramme (2) . Question : pourrait-on démontrer cette

propriété sans passer par les complexes d'E.M.L. ?

C'est une remarque banale - fort utile néanmoins - que le type d'homoto-
pic d'un fibré canonique Q. sur E ne dépend que de la classe x , et du
type d'homotopie de E . La cohomologie Hx(Qx) doit ainsi pouvoir se calcu-

ler entierement en fonction de la cohomologie de E . C'est ce calcul que nous

allons cffectuer en coefficients récls, sous réserve d'une difficulté théori-
- s

que qui sera signalée.
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La notion de fibré canonique joue d'ailleurs un rdle essecnticl dans la
décomposition de Postnikov d'un type d' homotople en ses fibrés succcssifs Ei
de fibre K(G. , 1), d'invariant k; & i (E ) chacun des fibrés successifs

E; ., est le fibré canoniquc assoc1e &k Hl(h ) .

2.- Subordination en coefficients réels.

On considére une classe x <H(E ; R) & coefficients réels. Le fitré
canonique Qx aésocié a pour fibre le complexe K(R , n-1) ; rappelons que
la cohomologie H *(R , n-1 ; R) & coefficients réels est, pour n pair,
1somorphn 4 celle d'une sphére de dimension impaire Sn- (de générateur
v e gt (R, n-1; R) ) ; pour n impair, c¢'est une algébre de polyndmes

(sur R ) engendrée par un générateur v , soit S(v) .

Cas oi_n_ est pair : La fibre K(R , n-1) "ayant la cohomologie d'une
“sphére gt , la cohomologie réelle de 1'espace fibré Q. est donnée par
la suite exacte de Gysin :

A % _
— Hlq) — BB L5 #() B> #(q) —
ot les homomornhismes en seconde et troisiéme position sont resp. le cup-

produit par x , et 1'homomorphisme p’K . Il en résulte immédiatement que

toute classe y du noyau de p* est un multiple de x , d'ol ¢

Théorsme 2 : Toute classe y , & coefficients réels, subordonnée & une

classe x de dimension paire, est multiple de x dans 1'anneasu de cohomo-

logie de E .

In ce cas, il n'y a pas d'autre subordination que le cup-produit. Tirons
encore une congéquocnce pour les espaces fibrés en sphéres : soit Y un espsa-
ce fibré en sphéres Sn—1 de dimension impaire n-1 : soit x 1la classc
caractéristique de l'eupace Y, et soit gq: Y- ¥ la projection corres—
pondantd : pulsque q (x) =0, il existe une appllcatlon g Y o QX
telle que q se factorise en : Y _55 Qx E, et l’appllcation g
appliqué chaque fibre Sn-1 de Y dans la fibre K(R, n-1) de Q. avee
conseryation des classes fondamentales ; par suite, gaK iﬁduit un isomor-
phisme des suites exactes de Gysin relatives aux espaces fibrés Y et By 3
par suite g induit un isomorphisme additif de Hx(O ) sur H *(Y) , qui,
en tant qu'homomorphlsme induit par wie application, est au951 un isomorphis-

me multlplicatlf. Dol ¢

Théoréme 3 : L'anneau de eohomologie réelle d'un espace fibré en sphéres,
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de dimension impaire, g'il est orientable, ne dépend que de la classe_ carac-

téristique fondamentale x (2 coefficients réels) de 1'espace fibré.

On verra plus loin comment on peut effectivement déterminer cette coho-

mologie.

Cag o n_ est irpair (n=p+l , p bair).

En ce cas, le fibré canonique Q admet pour fibre K(R,p) , dont la
cohomologie réelle est 1l'algébre de polyndmes S(v) . La suite spectrale de
cette fibration peut présenter des différenticlles de Leray di non nulles
pour tout i1 =1 mod p . Il importe de donner un procédé canonique permettant
de déterminer ces différentielles, par la seule donnée de l'espace de base T .
A cet égard, la théorie de Hirsch permet de fournir 1'argument nécessaire,
avec toutefois 1'hypothdse suivantec : tous les espaces fibrés considérés

admettent des "couvertures" (systémes de cochaines) fines et anticommutatives

Qggg_igqup;groduit ; on suppose en outre que la théorie de la suite spectreie

d'une fibration peut eétre étendue & ces couvertures.

I1 est assez 1égitime de prétendre que; pour une catégorie étendue
d'espaces (par ex. les C.W. complexes), on peut trouver, en coefficients
reels, des couvertures de ce type. En effet, la propriété est vraie des poly-
" 3dres finis, car ce sont des rétractes par déformaticn de variétés différen-
tiables (& bord) pour lesquelleé les formes différentielles fournissent le
type de cochaines cherché. Par contre, il parait difficile d'étendre & ces
cochafnes la théorie de la suite spectrale d'une fibration, cette suite spe~-
trale n'étant établie, pour une fibration du type espace de chemins sur un
espace,qué pour les cochaines singuliéres, pour lesquelles 1ltanticommutativi-

té laisse & désirer ...
Rappel sur la théorie de Hirsch.

Soit Q_ 1le fibré canonique associé & la classe X GEHP+1(E s R) 5 la
cohomologie de la fibre K(R ; p) ~ est une algébre de polynOmes & un généra-
teur u de degré pair p . Soit u} une cochaine de Qx , telle que
~du =pYx') , x' désignant un cocycle, choisi une fois pour toutes,

dans la classe x . La restriction de u' & la fibre K(R ; p) donne la
classe fondamentale u . Le choix de la cochaine u' permet de définir un
‘isomorphisme V du produit tensoriel C(E) & H*(R , p) du groupe des coclied
nes de la base par la cohomologie de la fibre dans le groupe C(QX) aee

cochalnes de l'espace fibré, comme suit :
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v(auzour)=p(a)\J(u')r .

Un observera Que V ost également un isomorphisme pour le structure multbi-
plicative du cup-produit, L'image V (C(E) & HY(F)) constituc une sous-
algebre de -C(QX) s le résultat essenticl dc 1a théorie dc Hirsch consiste
a affirmer qu'elle suffit & obtenir la cohomologie de QX ct qu'on peut

remplacer C(QX) per V (C(E) & H*(¥)) ; ce qui sc démontre en remarquant

que V (C(E) = H*(F)) s'identific ou terme E; de la suite spectrale asso-

ciée & la fibration. Ceci étant admis, le cobord d dans C(Qx) est trans-
formé par 1l'isomorphisme v oen un opératour Z\ Aéfini comme suit :

D (a gu)=rax & ur“1 tdasu .

I1 suffira donc de former la Zl—cohomologie du produit tensoriel
C(E) @ H*(F) pour cbtenir la cohomologie H*(Qx) , et méme, dans le cas

actuel, avec sa structure multiplicative.
Revenons maintenant 3 notre probléme : déterminer le noyau de 1'homomor-
phisme pr o HYE) — H*QQY) .81 ze H*(E) est annulée par P, il

existe un cocycle z' de la classe z , et un élément c e CO(E) ® H¥(F) ,

tel que ¢
2’ =A ¢
R . ' :
Si on explicite ¢ =.:Z: bj ® u’ , on trouve par identification :
§=0

+" ' - 0O ‘- ; @ — . = X ¢
3 bj x' +d bj—l =0, pour 1 ¢J ¢<r ; db=0; 32'= bl.x +d b, .

Ces formules définissent une "opération" en cohomologie réelle ; désignons-

la par Dr(br) = z ; on vérifie aisément que los opérations D, se définis-

sent par récurrence comme suit D,(b;) = £ b,.x ; D est définic sur toute

classe y € H'(E) telle que Dr~1<y) = 0 ; si, pour un cocycle représentatif
y' de y , ona Dr_l(y') =d b, alors Dr(y) est la classe du cocycle

+ b,x’. On vérifie également par récurrence que 1'opération D, est définic

modulo le groupe Dr_l(H*(E)) . On voit aisément, par ailleurs, que ces opé-

rations Dr sont liées aux différentielles de Leray drp+1 de la suite

spectrale (classique) de la fibration Q, —» E, par la formule ¢

r W o
QT @) =D.(7) @ 15

_ Dr augmente la dimonsion de rp+l .

' On peut voir, en fabriquant des complexes universels pour ces opérations; que

toutes les D sont non triviales. Il existe donc des classss-saborgopmdss—
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4 une classe x de dimension impaire, qui ne sont pas multiples de x au

sens du cup-produit.

Exemple d'une classe subordonnée non multiple. Soit S'7 _ S4 s de

fibre s , la fibration de Hopf ; soit f : s x S1 —_— S4

de degré un , M? l'espace fibré induit sur 83 X S1 par f de la fibration

uné application

de Hopf : c'est une variété de dimension 7 ; désignons par v , t les clas-
sedfondamentales de S3 x1,1x S1 resp. de la base. Dans C(M) , on a la
relation p*(vt) =d s' , ou la cochaine s' induit la classe fondamentalc
de la fibre s . La cohomologie‘dé M est celle du produit Basé x Fibre ,
dans lequel on a supprimé les produits 1 x 1 xs8 et vxt x 1. Il reste
meo classe u de dimension 6 . On vérifie sans difficulté que cette clasze
u est subordcnnée, dans H*(M) , ala classe vv & HB(M) ; 81 on forme en -
effet, sur M , le fibré canonique qQ, relutif & v , on constate que

u = Dy(t) . )

(Rappelons que l'espace fibré M----ya;s3 x 1, de fibre & x S1 , & servi 2
Hirsch de contre-exemple pour montrer que l'existence d'une section n'entrai-
ne pas la trivialité de la suite spectrale ; & Serrc, pour montrer qu'un
espace fibré différentiable n'admet pas toujours pour groupe de structure un

groupe de Lic.)

3.~ Subordinations & deux variables.

Soient x ¢ H(E) , v e Hq(E) deux classes réelles supposées d'abord de
dimensionspaires ; formons le fibré canonique multiple Qx,y sur E ; il a
pour fibre le produit K(R , p-1)x K(R , g-1) , dont la cohomologie est une
algdbre extéricure a deux.vafiables A(u , v) . La théorie précédente conduit
a former le prbduit tensoriel C(E) ® A(u , v) muni de 1'opérateur bord JAY
dfini par A (egu)=dasu*axael; A (a<g v) =daegvi(ayeml)
(Ici, on remplace x , y par des cocycles représentatifs choisis une fois
pour toutes). La recherche des classes 2z éubordonnées & x et y conduit
a la formule : . |

z21l=0 (a@(uv) +b®u+c®@v +e&l); soit, par identification,

da=0; ~-ay+db=0; ax+de=0; b, x+c.y+de=23 .

On obtient done, outre les multiples de x et y , les -éléments définis par
1'opération classique de Massey, définie sur une classe a < H(E) telle que

2a.x=0, a,y=0.

Théordme 4 : L'engemble des classes subordonnées & deux classes X , ¥
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de dimcnsions paires cst engendré par les classes images par une opération do

Mosscy associée au couple ( x, y ) (i.e. définie sur une classe u tellc

que u.x=uy=0) -
Une tclle opération n'étant définie que modulo 1'idéal cngendré par x
et y , i1 cst inutile de mentionner ce dernier.

 Si 1'une des clusscs, x par exemple, est de dimepsion impaire, la fibre

a pour cohonologic S(u) & A(v) ; la forme générale d'une cochaine du produit
C(E) » H(F) cst c=p_ 8, (W' + > bj (W? v
L'identification z = 4 ¢ conduit aux relations :

da_ =db =0;41ia, x+b,

r 5 | 5 1_1.y +da, , =03 j bj;1x+d b, , =0,

i-1 j-1

2 d a

fl

ot x+bO Y,
- ce qui définit encore toute une série d'opérations & deux variables auxiliai-
res, subordonnées les unes aux autres, suivant lc degré en u . Si on avait
deux classes x , y de dimensions impaires, la fibre de Qx,y aurait pour
cohomologie une algébre de polyndmes & deux variables S(u , v) ; toute forme
homogéne de degré total k on u et v définit unc opération Dy définic
sur les cocycles qui figurent (comme variables auxiliaires) dsms les coeffici-

" ents de la forme,

4.~ Détermination de la structure multiplicative de la cohomolcgye d'un £ibré
T - canonique.

Exemple d'opérations d'espece supérieure.

Revenons au cas d'un fibré canonique Q associé & une classe x de

dimension pzire n'. La suite exacte de Gysin
1-‘- l x — . 1
F o) N W o ) s o) s

détcrmine la structure additive de H*(Q ) 3 rappelons qu'un supplémentaire
dans H (Q ) de 1'image p (H¥(E)) est 1somorphe & 1'idéal OU des annula-
teurs de x . Dans la théorie de Hirsch, soit s 1lu classe fondamentale do
1a fibre ; un cocycle de C(E) @ A(s) est de 1a forme c & @+ e ® 1 , ou
de=0,avec cx+de=0.8 u désigne la classe de ce cocycle dans
1*(Q) , alors on a \k*(u) = classe de ¢ . Ceci permet la détermination
compléte de la structure ﬁultiplicative de H*(Qx) ;s soient en effet deux:
cocycles u=cgs+ewml;v=agu+bm1l, avec encore db= - a x ;
on aure pour le proﬁuit de u et v (supposées de dimensions paires) :
u.ve(ces +e ® Di(a®u+b®1l) =(cbae) ®s + eb® 1 . On voit quo
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q/“ (u.v) = (cb-ae) , classe image de (c , a) par 1'opération de Massey
associde aux rclations a x = c.x = 0 . Supposons que , par un choix conven:z-
ble des cochaines b et e , cette classe puisse étre acnnulée ; on pourra
alors trouver une cochaine f , telle que ¢ b-a e = d f ; comme

dfws - (fx®1l), uv est aussi homologue & (eb - fx)pl , donc de lu
forme p(X) , od X ost la classe dans H%(E) du cocyele (e.b-f.x) , défi-
nie & un multiple de x prés. Cette opération, qui, & deux classes a ,

c € Hx(E) , telles que a x=cx =0 ; et que l'opération de Massey associée
(2, c)x soit nulle, ossocie la classe X ; n'est pas, comme on peut le véri-
fier aisément, une subordination de x ; en effet, son image p (X) dans le
fibré canonique Q_ n'est pas nulle en générol, puisqu'ellc est égale ou
produit w.v , avee ‘X(u) = ¢ R \Px(v) = a , Il fuudrait tuer une 'nouvclle®
classe apparue ding la cohomologie du fibré canonique Q, associé & x ,
conme u ou Vv , pour tuer la classe X . On a donc ainsi une "opération

d'espéce supérieure”,

De fagon générale, on dira qu'unc classe x € Hn(E) n'est pas primitive
dans la cohomologie de E , si on peut'trouver une suite de fibrés canoniques
E «— Qul &« Qu2 — ... Qur ; chacun des Qui étant canonique sur lc
précédent et la dimension de toute classe uy étant strictement infériecure 2
n, (et dim u, croissante) , de maniére que, dans la projection composée
p:Q —> E, onait p(x) = 0 . Cette notion présente un intérét dans lc
probléme classique suivant : coractériser en homologie le sous-groupe des
classes sphériques, images dons Hn(E) du groupe d'homotopie TTn(E) par
1'homomorphisme cunonique. En cchomologie, il revient au méme de caractériser,
dans H'(E) , le sous-groupe des classes des annulateurs sphériques (spheri-

cal annihilators). Or : une classe x € H(E ; R) est un annulateur sphérique,

si et seulement si c'est une classe non primitive.

En effet, si x est non primitive, il existe une suite de fibrés cononi-

ques E e Qul oo e Qué du type indiqué plus haut, telle que, dans la

projection globale p : Q —s E , on ait p*(x) = 0 . Considérons une appli-
_cation f de la sphére S dans E ; comme fx(ul) =0, f se rcléve en

we application f, : st Qul ; comme fT(UZ) = 0 (pour raison de dimen-
sion), £, se rcléve en £y 2 st s Qu2 , ebe ... ; finalement f est
projection d'une application ‘fr : 87— Qur s telle que f =p o fr .

n . n x .
Por suite <f (8" , x> = <p*(fr)*(sn) y x> = E(87) , p(x)> =0
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Supposons maintenant x € HY*E ; R) primitive ; on peut former, aprds un
nombre fini de fibrations, un flbre canonique superposé Qur du type précé-
dent, tel que lu cohomologie H (Q s R) soit nulle pour 0< i < n ; soit

. A ¥/
p la projection p ¢ Qu. —> b si x est primitive, la clagse x' = p ()
T
n'est pas nulle ; d'aprés le théoréme de Hurewicz en C-théorie (C : clusse
. . n
des groupes finis) , il existe une application g : S —> Qur , telle que

<fg*(sn), x'>#0; 81 f=pog, onaura par suite

(R (™, x >= g 8"), 0 x> = (g, x> A0 .

’

Ceci va nous permettire d'énoncer le théoréme suivant :

Théoreéme 5 : Si un espace E est tel que Hl(E ; R) soit nul‘nour‘

: ,n 1 22 - T 0 .
Vi g 3+3 0 le sous—-groupe des_annulateurs spherigques dans Hn(h s R) st

formé du sous—groupe des éléments décomposables pour le cup-produit.

Soit x , en effet, une classe générateur du premier groupe non nul
Hp(E s R).Ona p> % ; formons le fibré canonique QX s le noyau de L'homo-
morphisme -p% = H*(E) —_— H*(Qx) ne peut contenir, outre des multiples dc
X , que des subordinations "d'ordre supérieur" ; lesquelles n'apparaissent
qu'avec l'opération Dl(c) dont le.degré est (deg c¢) +2p -1 >n . Par
ailleurs, dans H*(Qx) , i1l n'y a pas de "nouvel" élément de dimension

'('% n; en effet, tout élément de H¥(Qx) / p(H*(E)) provient d'un élément

u € Hr(E) tel que u.x =0, qui donne naissance & un élément de dimension

au moing €égale & r + p - 1 > 30 Formons alors la suite des fibrés canoni-
ques E «— Qxl &— QX2 - er‘g__ s qui ‘tue toutes les classcs

de dimension <n (eventuellement y compris des classes nouvellement apparues ...,
et solt a = er —> E la projection finale ; soit dés lors ¥y une clagse

de Hn(E) annulée par q"€ ; ¥ est alors, dans la suite des projections, nulle

dans.un Qg; » sons 1'étre dans QXi_i;c'est dire, d'aprés 1'observation .
faite plus haut, encore valable pour la fibration Qxi — Qxi—l’ que l'image
de y est dans H*(Qxiﬁl; miltiple: de la classe x; :y =% . V; or,

dans tous lés espaccs Qxi s la'cohomologie Hr(Qxi) , pour r <'2'n , €5t

nécessaircment dans l’image p*(Hr(E)) en partlcullcr, H (Qxl =0 pour

n .
r éﬁg 3 par suitc deg V > 3 donc deg X, <’3 ;5 par suite X5 est de la

forme x; = p*(ui) , 6t V=p*(v) s si on forme alors la classc
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Yy =7 - 4.V, on voit que son image dans H (QX ) cost nulle ; en itérard
i-1

le roisonnement, on voit qu'au bout d'un nombre d'opérations au plus égal

& i, on pourra redescendre la suite des fibrés cononiques Qxi et aboutir
ainsi & une rclation de la forme y = 2 u
J
Il x -
classe annulée par q  est déoomposable gu sens du cup-produit. Or le noyzu

. vj , ce qui exprime que toute

X .z . s s "y
de q cst précisément formé dos classes non primitives, donc des annuléteurs

spheériques.

5.- Remarque sur 1a notion de classe non primitive.

On a défini plus hout une classe X e Hn(E) comme non primitive si clle
ost annulée par la projection d'un fibré G canonique superposé, associ¢ &
des clasées dc dimensions <n ; il importe de voir que 1l'espace er men-—
tionné plus haut joue par rapport & tous les espaces G possibles un rolc
universel : l'espace Qxye s'envoie dans tout espace & de fagon compatible
avee les projeetions sur E ; ear toute classe x' servant a définir un fibré
canonique de 1la suite (G) est, pdr hybothése, ct & chaque niveau, tuée duns
er , sa dimension étant <n . Il en résulte que l'application de Aer peut
se relever dans le fibré canonique associé & x' , et ainsi de suite ...

Le diagramme s ‘
G e— G

PN\, e

nontre que toute classe du noyau de p* est dans le noyau de qx , ce qui

meptre le réle universel de er pour définir les classes non primitives,

N . *
1'ensemble de ces classes pouvant étre défini comme le noyau de q .




