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Séninaire H, CARTAN, E.H.S., 1954/55.

OPERATIONS COHOMOLOGIQUES, II.

(Exposé de H, CARTAN, 14.3.1955)

Le but final do cet exposé et du suivent consiste & déterminer touics
les opérations cohomologiques additives H (X ; T ) — HY(x , G) dans le
cas ol tous los éléments de G sont d'ordre premier » ( T désignant un

groupe abélien quelconque). _D'apfés 1'Exposé 14 (théoréme 5), il revient au

néme de déterminer les éléments de .
HY( 1T, n; 6) &2 Hom(H (T0, n 5 2) , 6)
qui sont "orthogonaux" aux éléments décomposables de qu( T, n; 2.).

Coci nous conduit & introduire l'espace vectoriel (sur le corps ‘Zp ,

quotient de Hq( M, n; Zp) par le sous-espace’ Dq des éléments décompo-

sables ;3 soit A ( M,n; % ) cet espace quotient. Alors le sous-espace

: Aq( T,n; @) ,qformé des éﬁémon‘bs "additifs" de HI( T ,n; G, s'idon-
tifie & Hom(Aq( T, n; Zp) s G) + On notera que Aq( M, n; G) =0 pour
0 <g <n ; on posera

Ax(ﬂ,n;Zp)=§ A (ﬂ,n;zp)’,

a0 B
!‘x’K(T(, n;G):ZAnJ'q(TT , nj G) .
qz0 =

1.~ Opérations homologigues modulo p .
Une opération homologigue additive (modulo p) consiste dans lu donnée,
pour chaque CSS-complexe X , d'une application linéaire

T(X) Hn+q(X ;'zp) N Hn(X 5 zp} (n et q domnés) ,

qui soit naturelle dahs le sens suivant ¢ s1i h : X — X' est CSS-applica-

tion, le diagramme suivant est commutatif s

T(X)
H (X3 2) —_—l s H(X:Z)
n d
+q p ‘
h*‘ \L h
<r ° r'. T(X’) . ’ R
n+q(A' 5 Ap) — s H (X zp)

Soit donnée une telle opération homologique T . Pour chaque groupc
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abélien T , considérons l'application composée

H' (X3 W) —s HY(X; T/pT) — EYx ;5 T/HT) ,

la premiére application étant naturellement définic par l'honomorphisne de

T sur son quotient T(/p T, et la seconde étant transposée de T(X) :

Hh+q(X : Zp) —_— Hn(X ; Zp) . On obtient une opération cohomologigue
additive
HY(X ;1) — H7%x; W/pTi) ,
dite agsociéc & T . Ceci vaut pour tout groupe zbélicn TT .
Cette opération cohomologique cst définie par un élément

wuEHTY T, n; M/AT ), qu'on obtient corme suit : 1'application

T -
Hig{ T3 2) —— H(T,n;2)T/pT

définit un élément de Hom(Hn+q( T, n; Zp) , TT/p 11 ) 3 clest 1'¢1ément u
cherché. Puisque 1'opération cohomologique définie par u est additive, =

est orthogonal aux éléments décomposables de Hn+q('ﬁ , 03 Zp) (Exp. 14,
th. 5) ; donc T induit une application linéaire

S(TT):An+q(TT,n; Zp)—-> An(TT,n;-Zp)
es cette application est naturelle vis-a-vis des homomorphismes TV s 77!

==

Propogition 1.- Réciproguement, soit donnée une opération additive

S(¥) , pour tout groupe abélien T , et naturelle vis-a-vis de T . Alorg

il existe une opération homologique additive T(X) Hn+q(X ; Zp) —_—

10}

Hn(X s Zp) et une_seule, qui donne naissence & S(TT) .

Démonstration : soit donné X ; posons Hn(X ; Zp) =G, ot soit
€ e H(X; G) as Hom(H_(X zp‘) , G) la classe fondamentale. Elle définit
(cf. Exposé 14, th, 1) une classe d'applications f. : X —> K(G , n) .
Composons les applications suivantes ’

. . (f)x : . .
Hn+q(X ; zp) —_—EK qu(G , 03 Zp) —3 A

. s(a) .
n+q<G , N3 Zp) —_—l G,
On obtient une application lindaire T(X) : Hh+q(X ; Zp) — Hn(X ; Zp) .
On va voir que T(X) est natureclle, et que si X =K(TT, n) , T(X)

induit S(7TT) . Ce dernier point est évident, en prenant pour f, 1'appli-
cation canonique K( T , n) ~—s K(TT/p 7T, n) . Montrons la naturalité de

T(X) : soit h: X —3 X' 5 on pose G' = Hn(X : zp) , et h aéfinit wn
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homomorphisme A : G._> G' . Les deux applications composées

D,. f
X2y 1 &, K(G' ,n) et X £ K(C, n) A K(G' , n) sont

>

homotopes, car clles ont néme classc caractéristique ; done le diagranrmc

Py
L]
o3

~
v
jan]

—
[®]

-

o]
(wN]
~—r

H (X' Zp) — qu(G' s 03 Zp)

est commutatif, et ceci entraine aussitdt lo naturalité.

2.~ Collection d'opérations homologigques. stable par suspcnsion.

Supposons donné un cntier g ; et, pour chaque n , une opération

homologique edditive (natureclle)

T Hn+q(k 3 Lp) _— Hh(X ; Zp) .

Pour chaque groupe abélien TT , et chague entier n , ceci définit un é1lé-
ment uh(TT) e, n; M/pT) . Nous dirons que la collection dos
‘I'n est stable par suspension si, pour chaque T , 1la collcetion des

un(TT) est stable par suspension (i.e : un(TT) est suspendu de un+l(TT)) .
Il revient évidemment au méme de dirc que, pour chaque groupe abélien

et chaque entier n , le diagrarme suivant est comnutatif :

Sp (1)

An+q( , f ; Zp) S AR An( T, n Zp)

’ e ’ o
i \ . sﬂ+1(TT/\ 3 M .
nnqu”_( TV, n+t ; zp) s An+1_( T, n+l zp) .

en notant Sn(TT) l'application induite par T_ . Noter que la suspension

‘ ° ‘ o ! . ! WO v(-’-.rv s e
o ¢ Hn+q( T, n; Zp) —_— Hn+q+1‘( T, n+l Zp) s'annule sur les Zlérmcnte
décomposables (Exp. 6, prop. 1), donc passe au quoticnt ct définit unc

application linéaire An+q(1T , N Zp) —_— An+q+I( TT, n+t Zp) , €ncor:
notée o~ . Noter que o ¢ An( T, n ;.Zp) —_ An+1( T, n+l Zb} cst
isomorphisme,

Proposition 2.~ Soit (Tn) une _collection d'opération homologigucs
t
ot

tout groupe abélicn G tel que pG = 0 , le diagramme suivant est corrut:s

additives, stable par gsuspension. alorg pour tout groupe abélien T ,

if

Hn+1(TT s I+l 3 G) e Hn+q+I( T, n+l 5 G)
ltc—' | J/tO*
(T, n; G) —_—s  E(T, n; o)
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ot les homomorphismes horizontaux désignent les opérations cohomologigues

‘s - t . :
additives définies par Tn+1 et Tn ; on a noté “o— la suspension en

cohomologie, transposée de la_suspension en homologie.

Clest une conséquence facile du théoréme 2 dec 1'Exposé 14.

3,- Déteruination des espaces voctoricls A}K( T, n; Zp) .

Rappclons d'abord que, dans les Exposés 6, 7 ot &, on o étudié les

opérations suivantes @

1°) la suspension o ; elle envoie 17 /p TU dans Hl( T, 13 Zp) ,
et, pour n =1, ellec envoie Hq( T, n Zp) dans ~Hq+1( T, n+l ; gp) )

"Ellc cst additive, ¢t s'annule sur les d1éncnts décomposablcs. La susponsion
induit -donec unc epplication additive (notée encorc o~ ) de T"/p T dans
AI( m, 1 Zp) ; eb de Aq( T, n; Zp) dans AQ+1( TV, n+t ; Zp) pour
n=>1, ‘

29) la transpotence $p elle envoic _I{ dans H2( v, 1 Zp) 5

~

p
et, pour n>1, elle envoie HZk( M, n; Zo) dans Hka+2(TY , n+l 3 Z,

—

Elle cst additive pour p premier impair ;3 pour p =2 , elle est additive
modulo les éléments décomposables (cf. relation (2) de 1'Exp. 8) . Lo walour
de Llpp sur un élément décomposable est O si p est inpair, et est
décomposable si p =2 (cf. prop. 3 de L'Exp. 6). La transpotence induit
donc une application additive (notée encore (,F ) de _TT dans

A (T, 1 zp) s et de A, (T, nj zp) dans Aka+2( T, n+l zp) pour

n =1, Ceei vaut aussi bion pour p = 2 que pour p impair.
3°) la puigsence _k-iéme divigde Vi » définie pour q pair =2 ¢t
n >1, et qui envoie Hq( T, n; Zp) dans Hkq( T, n; Zp) . 81 Lk n'est

pas une puissance de p , 1'élément 'Xk(x) est décomposable, en vertu de

la relation (15) de 1'Exposé 7. Si k est une puissance de p , on o

Z(’pi = 'Xpo""o Xp (i fois), d'aprés 1'Exposé 7, paragraphe 7. Enfin,

Xk(x+y) est égal & Xk(x) + Xk(y) modulo les éléments décompossbles.

De plus,; pour k =2 , Xk(x) est décomposable si x est décomposable, en
vertu de la relation (4') de 1'Exp. 7. De tout cela, il résulte notanncnt
que X induit des applications zdditives (encore notées Xp) de
AZk(TT,_n;Zp) dans AZkP(TY,n;Zp),pour k>t et n=1.

Le "théoréme fondamental" de 1'Exposé 9 (pour p . impair) et l'appendicc

1 de 1'Exposé 11 (pour p=2) vont alors nous pormettre d'expliciter -
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entiérement 1'espace vectoricl gradué A*( ™, n; Zp) .
On a défini (Exp. 9, paragrophe 1) la hauteur et lc degré stable d'un
not oL , composé aveec les lettres T, Xb et cfp ; los mots dc prenisgre

espéce soht ceux terminés (& droite) par o~ ; les mots de deuxiéne espéce

sont ceux terminds (& droite) par %’P « On a dfini les mots "admissibles? g

un mot admissible o , de premiére espece, de hauteur n et de degrs

stable q , définit une application linéaire

£F(X) e /T sy Hnﬂ(ﬂ,n;zp);
un mot admissible X , de deuxiéme espéce, de hauteur n et de degré
stable q , définit une application lindaire

(&) pTT —_— Hn+q(ﬂ',n;Zp).

Le théordne fondamental (Exp. 9) dit que les f£(X) sont des isomorphismes
sur des sous-espaces vectoriels de Hn+q( M, n; Zp) ; que la somme
Mn+q( T, n;g Zp) de ces sous-espaces est une somme»directe ;s et que
l'algsbre H (11, n; Zp) est l'algébre universelle (& puissances divisées)

du sous-cspace vectoriel gradué M (T, n; 2)=2>_M (T ,n; 2) .
* e ! P

Tout cela vaut pour p premier impair. Pour p =2 , c'est encorc vrai
si 7T est un groupe cyclique (cf. Appendice ! de 1'Exp. 11). Do 1la résulte
aussitdt

Théoreme 1.- L'espace vectoriel gradué ﬁ¥(1T , D3 Zp) =

> A& (T yn; 2) est sorme directe des images de 11 /p T (resp. 17)
par les applications lindaire

g(x) ¢+ T/pTl — a4 (T, n; Zp)

m
resp. g(X) pjT — A*( N, n; Zp)

qui_correspondent & tous les mots o de premiére espece (resp. de deuxidic

espéce), de hauteur n , gu'on obtient en éerivant & gauche d'un not admis-

sible un nombre gquelcongue fois (éventuellement nul) la lettre Xb .

Ce théoréme vaut aussi pour p = 2 . En effet, il est vrai si 1T cst
cyclique ; il est vrai si Tl est sorme directe d'un nombre fini de groupcs
oycliques, car A (T, + AP Zp) est somme directc de
A*(Trl ) N3 Zp) et Ax(TTZ s N3 Zp) ; enfin, il est vrai dans le cag

général, car le foncteur covariant Ax(TT , 0 Zp) du groupc abélien
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commute avee les limites directes.

4.- Leos espaces Vectoriels 4 (T, n ; Zp) (Suite) .
Dans 1'Exposé 9, on a nis on correspondance biunivoque les mots zdmissi-
bles de hauteur n et de degré stable q , avec les suites d'entiers

(al 9 ere 5 Dy o5 eee ) qui satisfont aux conditions

(1) a; = 0 ou 1 (nmod. 2p-R)
(11) 9 = Pay
(1ii) > e, =a,
i
(iv) pa; L(p-1)(n+q) .

La corrcspondance s'cxplicite comme suit : soit donné unc suite

(ay 5 oo 52y 5 +.o ) sotisfaisant & (i) ot (ii) 3 posons

(1) a; = 2ki(p-1') +uy (ki entier >0, u, = 0 ou I)
(@) hyy =k -pkg g -w . pour 11

alors h, , est >0 d'aprés (ii) . Définissons alors gq par (iii) , puis,

n étant donné de manidre & satisfaire & (iv) , posons

(3) h, = n+q - 2k1p - 2u

1 1°
Le mot o de hauteur n qui correspond & la suite (2, ;5 «.. By oy wes )
est

hy | 2h . 2h;
(4) TGO T, e T L,

N o 2 . . = y ol i = . 1 ot
ol N designe Xp si uy 0, ct désigne (Fp siu, 1, Un tel o

se termine automatiquerent, & droite, par ¢~ ou par (Fp 3 il cst de
deuxiéme espéce s'il y a un a; égal & 1, de premidre espéce dans le cus

contraire,

Dans tout cela, p est supposé impair. La condition (iv) exprirc que

. _ . - Co , Yon o
hy 20 sl &, = o 2 et hy >1 si "Xp . Si maintenant 1'on vecut

avoir non seulement les mots admissibles, mais aussi, comme dans lc th. 1,
ceux qu'on obtient en écrivant un nombre quelconque de fois la lettre \C{p
& gauche d'un mot admissible, on doit permettre & l'entier h, d'é€tre nul
néme si X 1= ,Xp . Cela revient simplement & remplacer 1'inégalité (iv)
par la suivante :

(iv') pa, < '(p—l)(n+q) .
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En résumé, 1l'espace vectoricl An+q( T, n; Zp) est sorme dircete des
sous-cspaces, images de T /p 1l , resp. de pT\ s por les applications
linéaires g(o{) qui correspondent & tous les mots X de la forme (4),
dont chacun est indexé par une suite (al yoeee 3 Bi g eee ) satisfaisant &
(1) , (ii) , (iii) et (iv') .

Ce résultat, valable pour p impair, cst encore vrai pour p =2,
comme le prouve une simple inspection, en se roportant & 1l'.ppendice 1 de
1'Exposé 11 .

y vee )

Intrcduisons les notations suivantes. Soit I = (a1 »oeee s B
‘/
unc suite d'enticrs = 0 satisfaisant & (i) ot (ii) . Posons '

(5)  a@ =29 n(1) = [pa,/(p-1)7 - a(1) ,
1

ol le symbole [u] désigne lc plus petit enticr au moins égal & u .

On notera que [pal/(p-l)] = 2k,p + 2u, . avec ces notations, (iii) et (iv')
s'éerivent
(6) q = q(I) , n >n(I) .

La différence n - n(I) n'est autre que 1l'entier h1 de la relation (3) .
Pour chaque entier n > n(I) , on notera gI(n) l'application g(() rela-
tive au mot o de hauteur n défini par I ; gI(n) est ur: isomorphisme de
T/o T (resp. de pﬂ) sur un sous-espace vectoriel de A*('\T,n s Zp) , Sous-
espace gque nous noterons AI(Tr,n H Zp) et A*(W,n 3 Zp) est somme dirscts
des AI(\T,n 3 Zp) . I1 sera commode d'introduire aussi une application -;;I(n)
pour n< n(I) , en convenant que gI(n) = 0 dans ce cas ; la notation
AI(]T,n ; Zp) désignera le sous-espace nul de A*(".T,n 5 Zp) lorsqus n<n(I).
I1 est évident que la suspension g~ est un :lgoxggrph_isrgg de AI(Tr,n H Zp) sur
AI(W,n-rl;Zp) si n>n(I) ; et qu'elie applique biunivoquement A*('!T',fz Z.p}
dans A*(TT, n+l ; Zp) . )

Théoréme 2.- L'application de suspension

s T B3 ) —> (T, mel 5 2)

An+q+1

gst_un isomorphisme lorsque n >q/(p-1) .

En effet, nour que ce soit un isomorphisme, il suffit que l'on zit
n>= n(I) pour toutes les suites I telles que q(I) = q ; or, pour unc
telle suite I , on a évidemment als\(q 3 donc, d'apres (5) , il suffit
que n > [pa/(p-1)] - q , ce qui achéve la démonstration.

T et A*(Tr, n ; Zp) est somme directe des AT(ﬂ O Zn) .

&£
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Puisquc la suspension o= applique biunivoquerent VAX(‘W s N3 Zp)
dans Ax(TT s 03 Zp) , 82 transposée Eo* applique A% T, n+l 5 G) sgur
ﬂ*( My, nj; G), pour tout groupe abélien G tel que pG =0 . D'ailleurs
Y5 cst induite par la suspcnsion en cohomologie : H (7T , n+l ; G) ——>
H(7T,n; G) , dont 1'imige est contenue dans A (Tl , n ; G) , car cctto
image est orthogonale aux élénents décomposables de Hx(’ﬂ‘, n ; Zp) (en
vertu de la prop. 1 de 1'Exposé 6). ainsi :

al

‘s . . *
Proposition 3.~ L'image de la suspension H (17, n+l ; &

X 2 K " ) - g 1o
H'(T(, n; G) est examterent le sous—espace A (T, n ; G) des §lércots

additifs de la cohomologie, si pG =0 .

5.- Les opérations de Stcenrod (en homologie et _en cohorologic).

(La théoric de Stcenrod n'est pas supposée connuc).

Théordme 3.~ L'entier % =1 étant donnd, il cxiste une sculc colloc-
ion d'opérations homologi : s H (X Z
tion d'opérations homologigues Tn n+2k(p—1)(’ 8 Zp) —_— ( 5 p) ’

n

stable par suspension, et teclle gue 1'application.

définie par Toy » Jouisse des propriétés suivantes : elle s'snnule sur

\

13 2 A o — ° N A - o 7
1l'image de la suspensiom A2kp~1( M, 2k-1 ; Zp) — Aka( T, 2k Z) ,

I

et pour x € AZk( v, 2k ; Zp) , elle transforme szx) dans x . Alors
T, &st nulle pour n <2k , et la transposée de Toy |
B 7)) — ;5 7))

est la puissance p-iéme (dons l'anneau de cohomologie (X 5 2.)) .

¥

Démongtration : puisque SZk(TT) s'annule sur l'image de la suspension,
les Sn(TT) sont nulles pour n < 2k ; done T, =0 pour n < 2k . L'espace
vectoriel A2kp( T, 2k Zp). est la somme directe des images de XP y O
et (Fp s d'aprds le théordme 1 ; mais 1'image de (fp est nulle en dincn-
sion 2kp , car 2kp n'est pas de la forme 2k'p+2 . De plus, zp gst un
isomorphisme de A2k( m, 2k ; Zp) sur son inege ; done les conditions do
1'énoncé définissent bien une application lindaire et une seule de
Azkp(fT s 2k ; Zp) dans 4y, ( T, 2k 3 Zp) . Elle est évidemnment naturc%lc
vis-a-vis du groupe L1 D'aprés la proposition 1 , ceci détermine 1'opéra-

tion homologique T2k .
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L'existence et L'unicité de Tn pour n > 2k sc montrent alers poir

récurrence sur n ,parce que, pour n > 2k , la suspension

&

; « 9 - ’ . 7 isomorphisre
An+2k(p-—1)( M,n; Lp) An-f-2k(p-~1)+l( Thusl 5 "p) est un igormorpbis e
(théoréme 2).

I1 reste & montrer que Tpy » POT transposition, définit unc opération

cohomologique H?k(X ; Zp) —_— H?kp(X : Zp) qui n'ést autre que 1la

puissance p-iéne . Posons Il = Zp s il suffit de montrer que

T

Zk:szp(ﬁ,Zk; Zp)——!—é sz(ﬂ,?.k; Zp)i\\i»z

P

définit un élémont £ H?kp('ﬁ , 2k 3 Z_) qui est 1la puissance p-iar:.
la classe fondamentale g E.H?k(‘ﬂ s 2k Zp) . Or l'isomorphisne du 7!
avec Zp définit un générateur a dc 1 ; les transformés de o por lov
applications gI(Zk) telles que n(I) =2k , et leurs produits, forrent
une base de 1l'espace vectoriel H*( T, 2k 3 Zp) . Considérons la base dunlc
de HY( TN, 2k ; Zp) . Les é8lénents % et 7 en font partie é:

correspond & o*zka , ot ’O 3 XP(O“Zka) . D'aprés 1'Exposé 9, paragraphc 5

(démonstration précédent 1'énoncé du théerdme 2), il s'onsuit que Y o= Z

ce qu'il falleit démontrer.

Le théoréme 3 est ainsi entierement établi.

Corollaire du théoréme 3.- L'entier k > 1 ¢&tant donné, i1 existe ur.

seule collection d'opérations cohomologiques additives

HY(X Zp) —_— Hn+2k(p—1)(X ; Zp) (me pour chaguec nj

> 9

qui soit stable pour la suspension, et se réduise, pour n =Rk , & l¢

puisgance p-iéme, Ces opérations sont nulles pour n < 2k .

Or Steenrod [1] a, par des procédés explicites, défini unc telle collice-
. Id 3 e k - 3 I d ’ I
tion 'd'opérations, notées Pp (notation indépendanté de n) . Les oplrnilior:
de notre corollaire sont donc celles de Steenrod, dont l'existence se tr o

ainsi ddmontrée & nouveau., De plus, nous considérercns, pour chigue groupo

abélien TI s les opérations cochomologiques
R T s #EED(y )

associées aux opérations homologiques dont les opérations de Steenrod suint

les transposées. Ces opérations cohomologiques seront encore appelécs

opérations de Steenrod, et notées Pﬁ .

Notons que tout ce qui précéde vaut aussi pour p =2 .
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6.~ Compléments.
A titre d'excrcice, on va expliciter l'opération homologique
Toy * ﬂzkp(X ; zp) — sz(x ; zp)
" dont la puissance p-idme est transposée. 4 priori, il existe au plug une
application linéaire ayant une transposée domnée. Il suffit donc d'en

exhiber une.

Soit X¥ 1le conplexe-produit Xx ... xX (p facteurs). L'application
"diagonale" X ——> xP "définit une application linéaire

. . P,
A e H2kp(X ; zp) — szp(x s Z.) .

On va définir unc application linéaire M H2kp(x ; Zp) _;;.dék(x ; Zp} .

S o]

Pour cela, prenons une base homogéne (ei) de l'cspace veetoriel
H*(X ; Zp) s H*(Xp ; Zp) stidentifie au produit tensoricl de p cxempliei-

LN Z -
res de Hx(X ; Zp) , donc posséde une base fornée des ej, ... K s
les indices 17 , ... , ip étant distincts ou non. Nous posons

/“(61169... Q@eip) =0 si iy, «n ip ne sont pas tous égaux 3

/{4(61®;.. ®ei) = €4 .

Ceci définit bien une application linéaire M : H (Xp ; Z ) —> 0 (s n) 5

7

qui envoie les éléments de degré 2kp dans ceux de degré 2? . I1 cst

imnédiat que si on considére l'application composée
Mot By (X5 2) —s Hy (X5 2)
o i 2k & 1o pus sire. Do
sa transposée (% Zp) _— (X ; Zp) est la puissance p-idme. Done

l'application WUo /\ ne dépend pas du choix de la basc (ei) , bien que
4 X

M en dépende.

Le groupe des permutations sur p éléments opere d'une nanierc évidonto
_dans H (Xp 5 p) L'application diagonale A envoic HX(X s Zv) dzns lo
' j3

P

sous-espace i (Xp ; Zp) des 41éments invariants de HH‘(Xp ; ap) . On poub

\

~s
vérifier que la restriction de M a H*(Xp H Zp) ne dépend pas du chiiy 't
la base (ei) .
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