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OPÉRATIONS COHOMOLOGIQUES, I.

H. CARTAN,(Expose de H. 7.3.1:5~~

Séminaire H. CARTON~ 1954/55.

rST.~. : La matière de cet exposé et des deux suivante,a été remaniée après expo-

sition, en vue de la présente rédaction.

~ 

Dans cet Exposé, nous nous proposons de développer indiquée dans le

paragraphe 3 de l’Exposé 1. Comme le cadre des ~paces topologiques les plus géné.
raux ne permet pas une théorie satisfaisante, nous adopterons ici; avec ~-

le cadre des complexes CSS (complexes "semi-simpliciaux complets" au

sens d’Eilenberg-Zilber [2]), qui comprennent comme cas particulier les complexes
singuliers des espaces topologiques.

1.- Complexes CSS. . 

° 

On a défini une notion de complexe dans l’Exposé 12. Nous nous bornerons 

au cas des complexes sur l’anneau Z des entiers ; ainsi un complexe X est une

somme directe 2::: X de groupes abéliens libres, munie d’applications linéai-

re 

.

satisfaisant aux relations

Les d. s’appellent les opérateurs de face, les si opérateurs de dégénérese
cence.

Un tel complexe est un complexe CSS siy pour chaque q ~ la base du groupe

X est donnée (les éléments de cette base.prennent le nom de simplexes), et si
les d. et les s. transforment les éléments de base dans des éléments do base.

i i



Si X et X’ sont deux complexes CSS, une application CSS

est une application linéaire qui envoie les simplexes de X q dans les 

de X ’ q 3t satisfait à fdi = d , i f , fsi = s . i f . Deux telle s applications f i .£

g seront dites CSS-homotopes si, pour chaque. q >/ 0 , on a q+1 

linéaires k. : X - (transformant les simplexes de jl en sir;.»li.>;:,is du
1 q q+ 

° ’ 

q 
’"

~~(+l ~ qui satisfassent aux conditions suivantes:

Alors k = 03A3 (-1)iki est une homotopie (au sens classique) de f à. j= ,

si on munit X et X’ des opérateurs différentiels à = Î 
k (de même que d ) Passe aux complexes normalisés XiN et X§j (quotients

de X et X ’ pa.r le sous-groupe de s éléments de la forme s.x, resp. s . = ’ ) ,
1 1

ainsi d’ailleurs que f et g ; dans les complexes normalisés, k est alors

une homotopie de f à g .

Soit .X un complexe C3S ; on a la notion évidente de sous-complexe Y

(pour chaque q , le sous-groupe Y 
q 
c X 

q 
est sta ble pour les :J. i 1..i-ùs £.. i.

et a pour base une partie de la base de Xq ) ; d’où la notion de complexe-
quotient "/Y = § X /Y , muni des s . ct de s d; obtenus par passage au.

~ 

quotient. Le normalisé (X/Y)N s’identifie au quotient XN/YN (quotient de

groupes abéliens munis d’opérateur différentiel d ) .

Soit X un complexe CSS, et soit G un groupe abélien de coefficients. 0n

notera le groupe des n-cochaînes normalis6es de " , c’est-à-dire d.:...z

applications des simplexes de X dans G qui s’annulent sur les simplexes .lé-

générés. L’opérateur différentiel d : X définit, par transposition,
l ’ opérateur cobord



tel que 03B403B4 = 0 . Le noyau de 8 se compose des n-cocycles (normali

sés) ; le quotient de par l’image de S: ~ Cn(X;G) est

le de cohomologie 

Une application CSS de X dans X’ définit des 

~ Hn(X;G) , et deux applications CSS-homotopes (ou même ho-

motopes, au sens classique) définis sont le même homomorphisme des groupes 

homologie.

Enfin, ra;)pelons que si on a une suite exacte de complexes CSS :

on a une suite exacte de cohomologie

Cas de§ espaces topologiques : si JÔ est un espace topologique, le com-

plexe singulier (simplicial) S(x) est Un complexe CSS ; toute application COn--

tinue §C -+ JC ’ 1 définit une application CSS des complexes singuliers

S(K) -+ S(K’ ) j toute déformation (topologique) d’ùne application continue

dans une autre définit (par subdivision simpliciale du prisme de déformation)
une GSS-homotopie des applications correspondantes S(X) -+ S(Y, ’ ) , llcut,/1’)É’ÉÎa-
ce flj d.’un e space .X définit un sous-complexe S(y) do S ( l£ ) j c ml,i?-

mologie de S(% )/S(?j ) est la cohomologie relative Hh(x) mod "lf jG) .
2.- Soit 03C0 un groupe abélien. Les complexes K(V ,n) et L(lT,n+1) , défi.-

nis dans l’Exposé 13, paragraphe 5, sont des complexes GSS, munis en outra d’une

multiplication (chaque Kq(W ,n) , resp. L q (Tr ,n+1) , est un anneau commutatif) ;
K.(V ,n) est un sous-complexe de L(W,n+1) , ct ce dernier est acyclique. Pour

q  n , K (TT , n) et L ( TT , n+ 1 ) ont un seul simplexe (élément de base), 1 ’ ,$16 -
q q

mont unité 1 de 1 ’ anneau . Pour q = n , K ( Tr , n ) et L ( TT , n+ 1 ) coïncident ;
q n n /

un n-simplexe est défini par un élément de Tr .

L’application b qui associe à chaque n-simplexe cet élément de W est

une cochaîne, élément de Cn(L(03C0,n+1) ;TT) , appelée cochaîno fondamentale de
L#’i,n+1) . On définit et note de môme le cocycle fondamental de lI( Tr,n) .

. 

Enfin, pour q > n. , il exi.ste un simplexe y de L (" ,n+1) et un seul

tel que, pour toute suite d’entiers * * ° ’ distincts  q ,

di1 ° ° ° diq-ny soit un simplexe donné de. 

Soit maintenant X un complexe CSS, et u une n-cochaîno, élément de

À chaque q-simplexe x de )1 , associons l’unique q-simplexe 1,,



de L q ~’~,n+1) si q  n ; et si associons à x l’unique 

y de L q (T‘9n+1) tel que

pour toute suite d’entiers il’... distincts et / q . Il est 

la re lation (3 ) définit une correspondance biunivoque entre l 

ct l’ensemble des applications CSS de X dans L(03C0, n+1) . On notera g,a l’ap-

plication associée à une cochaîne u. Il est clair que gu+V est 1.;; des

applications g et g , c ’est-à-dire l’application qui, à chaque Â00FF , ,

associe le produit (g 
u 
x).{g 

v 
x) dans l’annoau L 

q 
( )

L’application g : X. ~ L(TC,n+1) est 1 ’ unique application CSS 

forme la cochaîne fondamentale b de dans la cochaîne u.

v Pour que l’application g prenne ses valeurs dans la sous-complexe
u .

K( ii ,n) de L( n,n+1) , il faut et il suffit que la n-cochaîne u soit un co-

cycle. On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre 

semble de s applications CSS de X dans ; on notcra f l’application

.X -~ h( i s ,n) associée à un cocycle u ~ f u+v est le produit 

applications f .et f . L’application f : X ~ K ( est l’unique 

cation CSS qui transforme le cocycle fondamental b E ~ ~ dans Z~

cocycle u ..

Théorème 1v-- Pour que les applications f et X -+ ,n) 
ü r

par deux cocycles de Zn(X;03C0) soient homo topes, il faut et il suf fit uc u y

v soient homologues (i.e. définissent le même élément de la cohomologie
’

Démonstration : la condition cst nécessaire 9 d’une façon Précisa, si f

ct "I 1 ^; f V sont homotopes {au sons classique, qui a priori est plus faible que laCSS-homotopie), alors les deux homomorphisme s 

par f et f sont égaux pour tout q, et en particulier la classe 

tale de a même image dans Hn (X9 TC’) ; autrement dit p u et v

ont même image dans 03C0).

, 

Montrons maintenant que la condition est suffisante 3 plus précisément, si
les cocycles u et w sont homologues, alors les appl ications f et f 

CSS-homotopes (il en résultera que, pour f et l’homotopie au sens 

sique équivaut à la CSS-homotopie) . Soit donc w , avec w ~ C n--1 (X;G) 
On va d’abord construire une CSS-homotopie de à. f 

o 
( f 

0 
désignant

plication triviale définie par le cocycle 0 ), comme soit



(S- : L l’application do "suspension"~ composée de

~ : L (n,n) -~L et de p : L ~(T~n) -~ 

~ est définie par l’application ~ Cn-1(0394q+1;03C0) qui, à 

cochaîne u ~ Cn-1(0394q;03C0) , associe la cochaîne v ~ Cn-1(0394q+1;03C0) telle que

(avec les notations de l’Exposé 13~ paragraphe 5)’. L’application pest définie

par l’application "cobord" Cn-1(0394q+1;03C0) ~ Zn(0394q+1;03C0) .
Soit alors k : X ~ K .(TT,n) l’application composée o- o gw . Il ’’st

immédiat que

(observer que p o g = f03B4w) . Définissons des applications
v v 

,

ki : xq -° Kq+i ? , n> , pour ° x 1  Q , on. Posant

un calcul fastidieux montre que ccs k. satisfont aux relations (2.1) à ;~ ~ ~ ~ ! ’

et 
~ 

.

Pour obtenir une CSS-homotopie de f à f , posons, pour tout simplexe
x ~ X ,

et on vérifie facilement que les k’ satisfont aux relations (2.1) à (2.3)~ :-ù

k. serait remplacé par k! . Ceci achève la démonstration.

Corollaire du théorème 1 ~ si~ à chaque CSS-application f do .1 -:iar-::

on associe la classe caractéristique de f , c’est-à-dire

image de la classe fondamentale par f" ; ~



obtiont une correspondance biunivoque entre les classes d’applications CSS (le

mot "classe" étant pris au sens de l’homotopie) et les éléments du groupe de 

homologie 

Par abus de langago, on notera f~ l’une quelconque des applications

i ~ K(03C0,n) ayant .pour classe caractéristique un élément donné 1> 

on a donc

La correspondance biunivoque § - f~ est naturelle, dans le sans su.ivant . :

soit h : X ~ X’ une application CSS /soit h* : Hn(X’;03C0) ~ Hn(X;03C0) l’he-
momorphisme défini par h ; alors, pour 03BE’~ Hn(X’;03C0) , on a

3.- Opérations cohomologiques.

Soit X un complexe CSS ; soient donnés deux entiers n et q, et deux

groupes abéliens TT et G . Etant donné deux éléments

considérons les classes d’applications

La classe f o f : X ~ K(G,q) définit un élément de que nous 

rons T(u,03BE) . Nous définissons ainsi une loi de composition entre groupes d.j co-

homologie. Cette loi est associative, dans le sens suivant : si 
,

la considération de l’application f o f o f03BE montre que

On notera que

Pour u ~ Hq(03C0,n;G) donné, considérons l’application partiel-le
03BE -4 do 03C0) dans (qui n’est pas additive en 

voir paragraphe 5 ci-dessous) ; c’est une fonction linéaire de u, noté? ?(u) . >

D’après (8), on a .. 
’

pour et L’application



T(u) : t Cl (l19’~T) --~ pour un u donné, cst définie pour tous les

CSS-complexes X , et est naturelle : si h : X ~ X’ est une application 

le suivant est commutatif

Réciproquement, pour des entiers n ot q donnés, et des groupes 

TT et G donnés, considérons une opération cohomologique
F : 1 -~H~(X;G) , définie pour tous les CSS-comploxes X , et 

le. Alors il existe un u ~ et un seul tel que F = T(u) , a savoir

u = F(6) , où 6~- désigne la classe fondamentale. C’est évident,

après tout ce qui préc ède ..

On a donc défini une correspondance biunivoque entre les opérations cohorte-

logiques (naturelles) pour n,q,TT et G donnés, et les éléments du groupe

,n;G) . Cette correspondance respecte l’addition.

4.- Cas de la cohomologie relative.
" 

Soit Y un sous-complexe d’un CSS-complexe X , et considérons le CSS-

complexe X/Y . Le théorème 1 et son corollaire s’appliquent au complexe X/Y . .

Pour l’ interpréter, il est bon de songer que les applications f ?

(::/Y) -~K (~,n) , k~ : (X/Y) -~ Kq~i~~) ~ sont on correspondance
biunivoque (évidente) avec les applications X ~ K (03C0,n) , resp.

Xq ~ Kq+1 (03C0,n) , qui induisent sur le sous-complexe Y .1’application 

(i.e.: dont sur chaque simplexe de Yq , est l’élément unité 1q ,
resp. 1q+1) 

Proposons-nous d’interpréter l’homomorphisme ~ : i H~(Y;ïr) -~ H" ~(X/~ :.~

de la suite exacte de cohomologie. Soit T) ~- et soit

~ ~ y une application de la classe correspondante; on cherche ur-.

application f~ ~ : X/Y de la classe qui correspond à

03B4(~) ~ Hn+1(X/Y;03C0) . Notons, par abus de langage, ~ un cocycle 
de la classe

d’après la définition même de l’application 03B4 , on doit i

en une cochaîne 03BE~Cn(X;03C0) , puis prendre 03B403BE ~ Zn-1(Y;03C0) ; Implication

f03B4(~) cherchée est définie par le cocycle 03B403BE . Or la cochaîne 03BE définit un

application



qui prolonge f~ : Y (on identifie à un sous-complexe do

si on compose avec la projection canonique

p : on obtient une application X -~ K ( ÎT , n+ 1 ) qui 

triviale sur le sous-complexe Y , d’où une application X/Y -~~ j

c’est une application de la classe cherchée ~/~ ’
Théorème 2.- Soit u 6 et soit 03C3u ~ 

formé du u par la suspehsion (la suspension des cochaînes est déduite de 

suspension par transposition), Soit Y un sous-complexe

~ X ; si on a

Autrement dit, le diagre me suivant est commutatif :

Démonstration : avec les notations des lignes précédant l’énoncé du 

me , nous avons une application g : X 
~ L(03C0,n+1) qui induit sur Y 

cation fm , : Y et déf init, par passage aux quotients, une 

tion g : ~ L(03C0,n+1)/K(03C0,n) ; cette dernière, composée avec la projec-

tion p : donne f~ ? 
Considérons le diagramme commutatif

6 est un isomorphisme, puisque est acyclique, et le compose

(S)"~ p~ n’est autre que la suspension r ; ceci prouve la formule (9).

. Réciproque du théorème 2 : soient u’~ Hq(03C0;n;C)
tels que, pour tout couple (X,Y) forme d’un complexe X et d ’un sous-corn-.l-y

. Y , le diagramme



soi t commutatif. Alors u’ = 03C3 u .

Démonstration : appliquons l’hypothèse au X = L(03C0,n+1) et au

sous-complexe Y = On a commutatif

d’où la commutativité du diagramme

Or la classe fondamentale 03B2’ ~ ’n) est 03C303B2 , 03B2 désignant la 

fondamentale de comme T(u). 03B2 = u çt T(u’).03B2’ ’ = u’ , i1

vient u’ 

5.- Opérations cohomologiques additives.

On se propose de caractériser les éléments u ~ Hq (03C0,n;G) tels que l’apé-

ration cohomologique T(u) soit additive. i.c. :

quel que soit le CSS-complexe li et quel que soit le couple (03BE , 03BE’) d’élé-
ments de Hn(X;03C0) .

Définition : une CSS-application f : K(T ,n) -~’’ ~ (G,q) sera dite 
~ 

multiplicative si le diagramme 
’

où u et v désignent les applications définies par la multiplication 

plexe K(Tr,n) , resp. K(G,q) , est "presque commutatif" ; ceci signifie, d’une

façon précise, que les applications V o (fxf) et sont homotopcs.

Théorème 3.- Pour que l’opération cohomologiQue i (u) soi t additive, il

faut et il suff it que chaque application f : ~ K(G,q) de la classe



définie par u soit ptesque multiplicative.

Démonstration : soient et ~’~ TT) ~ et soient f~ ot 1 des

applications ayant f t corme classes caractéristiques.

Soit g l’application X - K(TT,n) x K(TT,n) définie par g (x) = (f~(x),f~~(x)~
pour tout simplexe x de X . L’application composée po g s X -~K(’~’~n) 

" 

a

pour classe caractéristique la ~’ * Donc f~ o g : 11 -~l~G.q) r..

pour classe caractéristique T(u,~+~’) . L’application
(f xf ) o g : X ~ K(G,q) x K(G,q) a pour classe caractéristique

(T(u,03BE),(T(u,03BE’)) ; donc 03BDo (fu fu) o g : X a pour classe car ct6-

ristique T(u,03BE) + T(u,1 ’ ) . La relation (10) signifie donc que les applications

f o  o g et 03BDo .(f xf ) o g sont homotopes. ..

Cela pose, supposons que l’application f soit presque multiplicative :

et Va (f xf ) sont homotopes ; donc f o g et

sont homotopes, et l’opération T(u) est additive. Réciproquement, supposons

que T(u) soit additive ; prenons X = K(rr,n) x et pre-

nons pour f et 03BE’ les éléments de Hn(03C0 03C0,n;03C0) , images réciproques de la

classe fondamentale de ,n;TT) pour. les deux applications -~

’. 
définies respectivement par les homomorphismes (x,y) -~x et

(x,y) "~y de T xTT dans W (ces applications ne sont autres que It. 

mière et la deuxième projection du produit x K(lT ,n) dans K(03C0 ,n) ).

Alors g : X -~ K(TV,n) x est l’application identique, ot par suite

f et v o (f xf ) sont homotopes ; donc f est presque

multiplicative.

Théorème 4.- Pour Que l’opération cohomolosiquo T(u) soit additive. 

fit que u&#x26; soit dans l’image de la suspension

(cf. [Il, théorème 16.2) .

Demonstration : Soit u = 3" u’ ; nous devons montrer que les deux appli-

cations f et ~o f~) de x dans K(G,q)
définissent le même homomorphisme des groupes de cohomologie. D’après la théorie

des obstructions rappelée dans l’Exposé 1, paragraphe 3, il existe une 

tion continue f s X --~Y d’un espace X du type dans un espace

Y du type telle que l’image f~ de la classe fondamentale de

G) soit l’élément donné G). Prenons un

point a  X et son image Y ~ soit X’ l’expace des lacets de

X au point a , et Y’ t l’expace des lacets de Y



au point f(a) . Alors f induit une application continue g : X’ --~ Y ~ .,. 
tible avec la multiplication des espaces ~~’ et Y’ , . D’ailleurs X ’ et. ~x’

sont dès espaces du typc et respectivement, et ce-

ractéristique do l’application g est l’image par g* de la classe 

de c’est donc 03C3 u’ = u . Ainsi u cst le, classe 

d’une application multiplicative d’un espace X’ t du type ~.(’~,n~ dans un 

pace Y’ du type x (G,q) , tous deux doués d’une multiplication Soit h l’ ap-

plication des complexes singuliers S(X’) ~ S(Y’ ) définie par g. Alors le

diagramme

où les flèches verticale s désigncnt..les applications définies par la .: _.--

tion des espaces X’ ot Y’ , est cornutatif. En passant on 

tient encore un diagramme corr;.uta.tif, et ceci achève la démonstration.

6.- Cas des opérations modulo p (p 

Dans ce dernier numéro, on suppose que pG = 0 ; autrement dit : tout élé-

ment du groupe G G st d’ordre p (premier). Alors s’ ca-

noniquement à Hom(H (’Tf ,n;Z ),G) , espace vectoriel des applications linéaires
du Z -espace vectoriel H dans le Z -espace vectoriel G , On a donc

la notion d’un élément ,a ~ Hq (03C0,n;G) orthogonal à un sous-espace donné de

l’espace d’homologie Hq(03C0,n;Zp) .

Théorème 5.- Pour qu’un élément (avec pG = 0 ) définisse
une opération T (u) additive; il faut et il suffit aue u soit orthogonal au

sous-espace des éléments décomposables de Hq(03C0,n;Zp) . (Rappelons qu’un élé-
ment de degré q est décomposable s’il est de produi ts d’éléments de 

grés  q ) ,

Démonstration : d’après le théorème 3, il s’agit d’exprimer que les deux

applications f ’0  et v o (f xf ) ont même classe caractéristique
v x Or v s’identifie à un homomorphisme 

.

H x ~ H ~ G . on doit donc exprimer la 

vité du diagramme
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où les homororphisncs horizontaux sont induits par f u xf u et f 
u 

Dont, et les homomorphismes verticaux par la multiplication de K(03C0,n) , resp.
de Autrement dit, on doit avoir dans la 

ot pour cola. il fg-,ut et il su=..it que, pour 0  1  q , l’application composée

h. (V,n:Z ) @ X . (TT ,n;Z ) ~ H (W ,n;Z ) ~ G , où U? est défini pi r +:iil1 P q-1 P q P ’ 
" 

’ ’

tiplication en homologie mod. p , ct . où W est l’application définie: .par la

classe àe cohomologie ’a , soit nulle. Ceci .:.xprii?e que u est orthogenal :;:,»:

éléments décomposables de H (V,n;Z ) .
q P

, Remarque : en supposant toujours %G = 0 , une condition nécessaire =.t i"...f-

fisante pour que T(u) soit additive cst quc l’application

H* ( OE , n ; Z ) ~H* ( G, q j Z ) des algèbres d’homologie, dé finie par

f§ : il(fl ln) -+ Î(G,q) Î soit multiplicative.
(En eff:t, si cette application est multiplicative, e?-l e s’annule sur 1...s

produits d’éléments de X. (7T ,n;Z ) ct H (Tr,n;Z ) , peur 1 > 0 . 

quement, si T("à) est additive, le. critère du théorème 3 entraîne que l’appli-
Ca.tion des algèbres d’homologie est multiplicative).

Autre remarque : on verra dans l’Exposé suivant que le sous-espace do

,n;G) formé des .Flôn>nt,s orthogonaux aux éléments décomposables d» ’1. ’ h?-

mologie X ( TT , n ; Z ) , est exactement 1 ’ image ài la suspension
q P 

~ 

’ ° ~~ ’ °

-+ lorsque pG = 0 . Li théorème 5 a d.onc pour coi:-

séquence que lox opérations cohomologiques additives T(u) sont

celles associées aux éléments u situés dans l’image do )t. suspension ; ceci

complète le théorème 3 dans le cas où pG = 0 . On ignore si cc résultat :ist

encore vrai sans restriction su,r le groupe G .
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