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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1954/55.

SYSTEMES DE POSTNIKOV ET COMPLEXES MONOIDAUX

(Exposé de J. C. MOORE, 16.5.1955)

On se proposc de donner une construction cxplicite de complexes
0SS (Exp. 14) & partir des complexes K(T7, n), ou plutdt (1T, n)
(cf. Exp. 19, paragraphe 3) ; et ceci d'unc manidre assez générale pour
qu'on obticnne ainsi un complexe "équivalent" & n'importe quel complcxe de
groupos. Fn fait, le procédé de Postnikov [1] et Zilbor (non publié) pcrret
d'cbtenir un complexe équivalent au complexe singulier de n'importe qucl
cspace topologique ; mais ici nous nous limiterons au cas des complexcs de
groupes. Voir aussi [2 1
1.~ Préliminaircs.

Lomme 1 : Soit [ un complexd monoidal avec homotopie (Exp. 18, d$f. 1),

. m - P . o 31
Soit x € ! nel tel que didjx = e, 1 pour 0 ¢i < j< n+l, Alors il

existe y e ffn+1(f“) tel que

d 47 = (dox)(dlx)“r(qzx),,,(dn+1x)<r(n+1)

5
ot o (j) désignc (—1’)j .
Démongtration : on prouve, par récurrcnce sur l'enticr k(0 £k <mn+l) |
1'existence d'un yk € ifn+1 tel que
djyk = ¢, pour j <k, didjyk = e,y Dbour 0<1<jgmn+el o3
%ﬂ (d.y‘k)w(j) :%t‘]; (dX)Gﬂ(J) .
=0 7 : 3=0 *7J

On prcnd d'abord y° = X ; supposons défini yk , avee k <n , et définis-
k+1 :
sons y . Pour cela, posons
#H 2 yk(skdkyk) si k pair, £+ 2 (skdkyk)yk si k dimpair,
Raisonnons par excmple pour k “pair (le cas oh k est impair se traite

d'une manidre analogue) : on a

e+l . k+1 Ky, . k
djx = e, pgu; J <k, dkx = (dky )(dky )
k+1 ky,, k k+1 X .
X = (A ¥ )6,y ) 4z = d;y"  pour i> k2,

k+1

D'apres l'akiomo de remplacement (Exp. 18, paragraphe 2), il existe ¥
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tcl que djyk+1 = e pour j<k, ot djyk+1 = djxk+1 pour j >k .
Cet élément yk+1 satisfait aux conditions voulues. Finalement, si on preud
ynfl , c'cst un élément y qui satisfait aux conditions de 1'énoncé.

Proposition 1 ¢ Soit [ un _complexe monoidal avec homotopie, et seit

n=0. 8 Fq =0 pour q <n , il existe une application multiplicative
noturclie £t 0 ey [ (TTn( M) ,n).

Démonstration ¢ puisque [ =0 pour g< n , on a une applicaticn

naturclle £ ¢ [ o ———> T!'n(f.") , ot £ est multiplicative. De pluz,

lc lommo 1 nontre que f ost un n-cocycle de [ & valeurs dans TTn‘( D
Alers le proposition suit de 1'Exposé 14, paragrephe 1 .

Lomme 2 ¢ Soit [ un complexe de groupes, mipimal (cf. Exp. 19, pore~

graphe 2). Soit y ¢ r1q+1 tel que d.y = &g PouT j#£k;elors 4y = o

Démonstration : posons dky =x.8 kgq, soit z= y—l(SkX) 5

ona d.z= eq pour j £ k+l , et dk+1.z = x ., Il suffit donc d'cxaminer

le cas o k = q+l ., Alors y € TTq+1(P) , ot puisque [ est minimal on a

dq+1y = oq .

Notation ¢ si [ est un conplexe de groupes, ¢t si x, y ¢ [

note [x, y] la quontité xyx y . Il est évident que
di[x,y] = [dix’diyj 9 Si[x’y] = [Sixysiy] .
Lemme 3 : Soit | un complexe de groupes, minimal. S x ¢ i\ _ (™) .

a+l

yel g1 O &y =e, pour wn k>0, alors [x,y] = €q41

Dénonstration : On a

pour j ¢ k-T

©
s

dJLuk s B Y= [sk 145% 5 Ay Jl=e

J g+l

Alex, o yl=lxyl, &  laxe v]=[xs 4yl= Casl ?

L

1 bpour j>= k+1 .

dj[skx R sk_ly] = [Skdj-lx ) Ay 1y] = ey

Aingi 4 [ukx s Sy ly] = e pour j # k ; d'aprés lo lemms 2 , clost

q+l

encore vrai pour j =k , done [x,y]=¢

g+l °
Lemme 4 : Soit r’_ un complexe de groupes, minimel, Si x & Tq* N
u € "q+1 s V€ Pq+1 ; et si du=dv pour un k >0 , alors

[x,u] =[x,v] .
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En offct, cettc derniére relation dquivaut & [ x,u v]= Cqet ?

-1
pesant u v =3y , on est ramené au lomme 3 .

Proposition 2 ¢ Soit [T un complexe d¢ groupes, minimal, tel gue

() =0 . Alors TTq( ") cst_contenu dans lc centre dc I"q .

Dénonstration : c'est trivial si g = O . Supposons q =1 , et zoit

3

)

y & "q . Posons y, =s dly s Vo = 51(12,,1 y see 5 ¥

10\,:1,‘«

q q-ldn”

— - ? p ) by LA
dly = dlyl s oo 3 dqu 1 dqu . D.apres le lemnme 4, on a

[x,7)=[xy,d= o0 = [x,yq] dés que x € TTq(F) . Or

o= ' Q . a - 3 ag ! notheao
T = 8q-18%qp tor S oldy )Y , ot comme (dl)qy = e, & cause de 1'hypothesc

sur T (r ) , onea g =% Ainsi [x,yl= eq » ©@ qui prouve la pronogi-

tion.

2.~ Produit cartésicn tordu induit par une applicotion.

Soit: ' un complexe monoidal, Rappelons (ef. Exp. 19, paragraphe 1) Juo

M

l
q*l( ) = l +ooo + ' O o
Définisgsons ﬁq+l(‘ ) —— fﬁq par Tf(xq s ees s X) = X, -

Soit maintconant Y un CSS-complexe, et soit
£0 Y W)

unc CSS-application. De mémc qu'on a défini 1'espacc fibré induit par une
application (Bxposé 17, paragraphe 1), on définit ici le complexe wf(f‘)
comme suit : ses éléments de dimension g sont les couples (X,Y) tele que
X ¢ ; s V€ lq 3 on pose

/ ‘do(xa.V) = ((dox) (tty) , doy) ’

di+ly) ?

2\ 1+1(X’y) (a 14150

& si(x,y)

(5;% 5 85%) &
On fait opérer | & gauche dans wf(f‘) , en posant

x'.(x,y) = (x'x,y) pour x', x €| _ ,yeX

q q’

On notera cncore T H q+l _“.,; !ﬂq l'application composée t o f ,

Theoremc 1.- Soient | un_complexe monoidal, Y un complexe CSS , et
£f:Y—> W(T) unc CSS-application. Alors (I, Y, f(! )) est un
produit cartésicn tordu. '
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Démonstration : soit (x,y) € Wf( r )q+1 . On a

d,d; 1 (%y) = a (a; ;xd;,,7) = (a4, %) (Td, ,fy),d; 1) .

Si i>0, ona ?:d. = d.’t , et par suite

ad; (%) = 4,4 (%) .

Si i =0, alors Td,x = (do'tx) (Tdox) , et on obticnt la dernidre idontité

1
des opérateurs dc face d'un complexe. On achdve la démonstration en obser-

vont que T x- . = g8.Tx 3 ar suite
ont g s qu’ usl+1x 8y , ¢b par s

Go8s,1(%5y) = 854 (x,y) 5, d s (x,7) = (x,5) .

3.~ Systémes de Postnikov.

Définition 1 : Un comploxc monoidal avec homotopic A = (A q) sera
dit de type (T, n) si s
(1) M (A) =0 pour q#n, et T (A)=TT ;

(i1) /\q:O pour q <n .

Excmple : le complexe minimal ["(TT, n) dAéfini dans 1'Exposé 19,
paragraphe 3 .

Si A est un complexe de type (77, n) , la proposition I donnc une

application naturclle A .—s (T, n) .
Définition 2 : Un systéme de Postnikov est unc suite

1,.,.,/\(ﬂ‘n,n),xn,fn, ces)

oy S (o] - 1
‘,t = (W(A (T\—O:O)yf 9-/\(711,1);)( sf
o TNy Ty s een TT, sont des groupes, tous abélicns sauf peut-Ctrc
T, 5 ot ol s
1) A (ﬂ'n,n) est un complexe de groupcs de type (ﬂn,n) ;
2) . £° est une GSS-application W(A (T ,0)) ——— W(A(TT;,1)) ;
3) pour j>1 , f9 cst unc CSS-application X s WA (ﬂ’;ﬂl,jw'-l),\)’ 5
4) pour ji>0 , X.'Hl est le complexe induit par £ , complexe qu'on
note wﬁj(/\(ﬂ. 1,j+1)) (éf. paragraphe 2).
f J+ oo
L'application f£9 définit une application

x? — w( P(U 1,J+.L)) = P(T l,;j+2) , c'est-a-dire un (j+R)-cocveln

dc xJ 2 vuleurs dans 11
_ j+1°

Un systéme de Postnikov est dit pinimal si N (77 n,n) = (77 ,,m
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pour tout n ; dans cc éas, lc (j+R)-cocycle précédont détcrmine 1l'applica-
tion £ . Ce cocycle est ce quton appclle habitucllement 1'invariont It
4'Eilenberg-MacLane [ 3]

Soit L. "produit cartésien tordu® (A (T 1,]),.,1(/\ (T“ ,O),A ) 3

0 % n+l

¢t goit, pour n s le produit cartésien tordu

>
(A (TTn+1,n+1) , &t s Xn+") deflm. par l'application £, Los complexcs

n n+l - . . . oo
X et X ont mémes faces dc dimension q pour g <n ; soit X le

2/
complexe-linmite, tel que X XZ pour g.4€n . On notcra E (E™ 1

Eny

terme mz de 1a suite spectralp du produit cartésien tordu %n

L'application £° définit un élénent o € HZ(T\ 5 ) qui ecst
1l'inage de la "classe fondamentale® de HZ('Tl,Z 1 ) nar l'h0m0*10rpn3 o
|défini par £° : w(/\.(no,o)) —_— W(/\(H'l,l)) . Alors o détcrmine une
extension de 0 par T

Oy Ty M1y T s O (suite exacte),
définic & unc équivelence d'cxténsions pi‘és. Posons
T (xF) = T pour n>1, . T (®) =T
Soit un éecond systénc de Postnikov
E'= N (T2,00,20 %, (T 1,EL 0, AT 0,00l

n

Un honomorphisme h : — 1' consiste dans la donnéc d'o.pplications

h° s WA(T ,o)) _— WA (171,0)), ht o X X0 .(pOur n > 1),

‘c,clle,m que ¢

(a) la rostriction de oy soit nt |

(v) B**lr X‘”l) CERX™ (R, désignant le filtration) .

Alors los 4hn induiscnt une application h ¢ 3P 0@,

Dans ce qui suit, on dc proposc de comparer un systeéme de Postnikov

donné & un systéme de Postnikov minimal.

Lemme 5 : Soit A un complexe dc groupcs de type (71, n) . &i
p + A ——> [ (TT,, n) désignc l'application naturelle, il existe une
CSs-application o ¢ T(T, n) — A teclle que o soit 1tidentiteé.

(Muis o n'est pas multlpllcatlve, on général).

Démonstration : puisque /\q = {eq} pour q < n o(q est bien défi-

nic pour g < n , Soit ot T oa— A , une application telle que
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1

(7T, n) , alors, d'aprés le lerme 1,
=~ i 5 (3)

PR c T A ro= .X) . Dérinis-

il oxiste un y,_ € Hn+1( N)  tel que 417y E ocn(de) Dérin

’ ’ - ' o . Y I . . N
@y Xy soit 1'identité, Si x ¢ rn+1

sons

X (0) = s (% dx)sy (o (a0 o_(a,)) ...

ces (2 (a0 W (a0 Dy (@ x). (r 7 0

dans lc cas ot x est non dégénéré ; sinon, si x = s;x' , posons

) — ? A -
ocn+1(x) = siocn(x ). Alors dJ an+1(x) _(xndjx .
Supposons o, @éfini pour i <n+k (k > 1), ot soit

x ¢ (W, n) non dégénéré. Soit Y, un élément tel que

n+k+1
diyX = ‘Xn+k(dix) pour 1 < n+k ;3 un tel Iy existe en verdtu de la condi-
tion de Kan (Exp. 18, condition (ii) de 1a déf. 3). On =

-1, _ _
(( n+K+ly )(O(n'l'k n+k+1X) }'—- en+k-l pour O _<_ J = n+k K

1 Id Id ’ /—<
sl )(an+kdn+k+1 x)7" roprésente un élénent de T N 1(’\) ,

groupe oul est reduit & 1'élément ncutre puisque k > 1., Il existe donc

-1
s ZXGWn+k+1(/\) tel que d+k1x‘(o< )

Done (d

n+k n+k+1 x)(d ( n+k+lyx

On pose o (x) = 2V Ceci achéve la définition récurrentc de 1'appii-

n+k+1
cation o« . Comme Y est 1'identité en dimension n , il en est de mlme

en toute dinension.

Loemng 6 ¢ Soit /A un complexe de groupes do type (T, n) , ct soit
¢ : N s (T, n) 1'application naturclle, &i (A, X, X) estun
produit cartésien tordu, il existe un unique produit cartésien tordu
(M1, n),X , ¥) tcl que 1'application ‘{/ X - ¥ définie par
Y(axb) = ¢(a) xb pour a € N, be¢X, soit une CSS-application. I
outre, il existec une CSS—appllcatlon B X —> X tolle que’ Wy ,’3 solt
1'identité.

Démonstration : soit ' 1l'application composéde

P T 12 ‘
Xq+1 —_— /\q — Pq(ﬂ', n) .

Y st déjd défini comme ensemble, et les applications d; et s; sont

toutes connucs sauf d . Posons
do(a x‘b) (d u.)( b) x (dob) _pour a € r’q+1(ﬂ, n) , b 6Xq+l .
Alors (I (TTyn) , X s Y) est un produit cartésien tordu, le seul compnti-

ble avec V' .
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Soit maintcnant o« : [ (77, n) —s A une CSS-application telle que
@™ soit l'identité. Soit 3 T, —— X 1tidentité pour g < n , ot
posons f3(a x b) = (Xa) xb cn dimension n . Soit cnsuite 2 x b & T
on va définir B (a x b) . Observons que

i

d.i((aa)xb) ,@d.(axb) pour i >0,

(2ap)(TD)) x (ab) .

i
1l

do((0< a) x b) (doo<ﬂ)(’c b) x (d b)

Dc plus ,3d0(a x b) = ((d 2)(T'b)) x (d b) ,
Pa((xa) x b) = dBd (a xb) =4 (a xb) = (d2)(T'D) x (4;b) .
Soit a' = (TbH) N T'h) . On a
@(a') = (cp'tb)‘1(<9 « Tth) = ('t'b)'l(ﬁ:'b) =e_ .

n

all = ¢, On définit

e ] : s
I1 oxiste donc un afte A 141 n

. ¢ Al = !
n+l tel que d a' , d

sla xb) = (xa)a" xb si o xb n'est pas dégénér ré, sinon on se sort ce

1'opérateur de dégénéresceonce.

Supposons maintenant que /3 soit défini en dinensions - < n+k (x =

et soit a x D an+1r+1 . Soit a; € /\n+k‘ tel que
£A(d;(a x b)) = a; x (&;b) , O <1< nekel .
Soit a =.sO(aO).s1,(a-o'1a1) Sn+k( o (n+k) an+k) . Alors d;a' ==
pour i€ n+k, ot d , ja' = aocr (n+k)a1<:'(n+k—l) eee o g3 dloll
dj(<dn+k+1a')~1e‘n+k+l) = Cpag-1 PO 0<J<n+k .
Puisque le groupe n+1{( N)  cst réduit é‘l'élémen‘b ncutre, il existe
al e TTn+k+ (A) tel que 4 neka1® = (dn+k+1a')-'lan+k+l . Finalcment, si

a xb n'est pas dégénéré, on pose 16 (a x b) = (2'a") x b . Ceci achdve 1:
démonstration du lerme 6 .

Lemme 7 ¢ Soient f et g deux CSS-applications

X e W((TT, n)) = D (T, nel)

telles que, pour tout =x € Xn 1 » on ait

n+l

(M(@—WMMWW',

oh h désigne une-appllcatlon Xn — TU | Alors il existe une unicue
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0SS-application /\h : Wf(r(}‘f, n)) —> wg(f‘(ﬁ, n)) telle que :
1) /\h soit 1'identité on dimensions < n ;
2) )\}(a x b)
1

3) dyle x )

a(hb) x b en dimension n ;

1

a( g?hb) x b en dimension q > n , ou Scfh désigne

- Pq(ﬂy )

Jéfini
Démonstration : /\‘h est déjaren ‘dimensions < n . In dimension n+li |

une opplication Xq

tout revient & trouver ‘; h? sachant que
“ _ -1
45,1 (§pP) = B(dy 1) 5 d,(Epp) = (hd R)(£0)(gb)™ .

Or, d'aprés la condition de Kan, il existe un a' e \ﬁm_l(TT, n) £61 quo

a, ,a' = h(di+1b) , ¢t un tcl a' est unique puisque M (7, n) ost

i+l
4 n+l .
minimal ot que ﬂm_l(r'(ﬂ, n)) = 0 . Puisque | | (d a’)O‘(J) = e
4. J O
on a n+ n+l
= i) - -
ag' = (11 @02 (7T maym) ™9 )
j=1 j=0

1}

(fb)(gb)"l(hdob) .
On peut donc prendre g h(b) =a', et )\h sera une CSS-application en
dimensions £ n+l .,

Lo démonstration s'achéve facilement, comme celles des lemmes 5 et € .

Remarque ¢ 1l'application '\h du lemme 7 est compatible avec les
opérations & gauche de [ (77, n) , méme si )‘h n'est pas compatible avec
les structures de produit cartésion tordu. En outre, si ¥ est un sous-

complexe de X et sl h s'annule sur Y , alors
..-\h(axb) =axb pour a €[ (TN, n), EEY.F
Théoréme 2.~ Soit un systéme.de Postnikov-
E = @AT,, 0, 2, AT, L E )

et_soit (fn A (ﬂn y ) s (TTn , n) Ll'application naturelle.

Alors il existe un systéme de Postnikov minimal
. - . i 1
ﬂ(,')z w(rm, , o ,.g° , T, , Y, g, een )

et _des homomorphismes (X ¢ 36__..}. y s &t B ’“H — 36 s tels gue
1) % WA(TT,, 0)) — W(" (T, , 0)) soit induit par '

2) o¢pp goit 1tidentité ;

P Q
¢ B
()!
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3) (p"a™), + H(X") — H(X") soit 1'identitd ;
4) si ae€ /\q(ﬂn ,n) et b ex'ci1 , alors  ®%(a.b) = (@™a). (™) .

Démonstration : soit L-?-n : wa(/\(l"fr1 y N)) —> -b-I(T'(TTn , n)) ltap-

plication induite par (?n . Soit A" X —s W‘-é n—lfn-l( (1T, 4 n))

ltapplication noturelle, et soit g % une CSS-application telle que
APET soit 1'identité.

L'application ®°® est déterminée par la condition 1) de 1'énoncé.
Soit 5 une CSS-application tclle que o° [4‘0 s’o:Lt 1tidentité ; prenons
pour g l'application c(lfo ;50 . Ceci définit Y . Les applications

gooco et (? f sont homotopes ; d'aprds le lemmo 7 , il existe donc une

epplication
1 . :
et 1)~ est un 1somorphisme. Soit f;, 0,0 (!"(T‘1 y 1)} —>

(l_'(}'T1 , 1)) = v 1'appllcat10n naturclle .

Soit maintenant ot = ?f,l 'Y)l Py . De plus, soit

\4/ ~Wg (fary , ) =y — W(?lfo (F(,; ,.1))
1'application naturellec. On a

xlpl o 1yl AL gyt
ct on peut supposer que 1)
sur l'imoge de \Pl . Par consequent 0( [3 est l'identité, et on voit

facilement que ( [Slcx )* est 1l'identité.
k 1

Eiglt -,

été constru:.t de manieére. Y étre l'identltc

f)

Supposons.enfin Que cx , [3 aient été.définis pour k < n .

Définissons gn comme Gtant 9 +1fn £ , et recommengons la démoﬁstration
précédente en utilisant les lommes 5 , 6, 7 ¢ on acheve ainsl la démonstra-

tion du théoréme 2 .

4.~ Le gvsteme de Postnikov d'un comglexe de groupeg.

Définition 3 : pour tout complexe de groupcs N , on notera "N\
le -sous-complexe d'Eilenberg [4] , se composant des simplexes dont toutes

les faces de dimension (' n sont 1'élément neutro.

Il est clair que /A est wn sous-complexe formé do sous-groupes
invariants, et que le complexc quoticnt n/\/n +1/\ ocst un complexe de typc
(Trn(/\) ) 'n) .
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Définition 4 ¢ soit A un complexe de groupecs ; posons Wn = ﬂn( Ay
et notons N(TT 0 ? n) le complexe A /n'i'l/\ . Supposons que A soit
conncxe, i.¢. que TTO(/\) =0, d'o N= 1A . Définissons X° = /\/n+l/\
Soit V] ) Gl 1'cpplication naturellc, et choisissons unc
application inverse de ) compatible avec les s; , ainsi qu'avec les c’ii
pour i >1 . Alors Xn+1 s'écrit comme un produit cartésien tordu
(/\("T +1? n+1), X" Xn*l) On notera f£° 1'application naturclle

Xt H(A (T » n+1)) , et on définira le _slsteme de Postnlkov X (N)

comme étant

( ’O,A(.ﬂi:l),x ’f: ,/\(TTZ,Z),...).'
IL dépend du choix des applications |

Théoréme 3.- Soit A un _complexe de groupes tel gue N = 1/\ .
Alors A est mipimal si ot seulement si ¥ (/\) est un gystéme de
Pogtnikov minimal, '

Démongtration : évidente 3 partir de définitions. .
. On o vu, au paragraphe 3, que pour un systéme de Postnikov minimal,
.chaque application st détorminde par lo donnée du (n+)-cocycle
correspondant de' X a veleurs dans ﬂrn-r»l . ‘On voudrait mointenant voir

comment sont faits les complexecs de groupes minimaux.
Définition 5 : si /\ est un comploxe de groupes tel que A = A ,
définissons é‘n s 0 x X — AT s n+l) comme suit % dans'le
: prodult cartésion tordu o+l ,ona, pour a, at € /\q(ﬂ'n_l_l' , n+l) 4, et
, b€ xn . | | :
(a,b)(a',b!) = (aat s(b,b') ,.bb!),

Si. A (T n+l ? n+l) -est aiaélien, on définira ’\fn : X% ..+
AT,y me1)) par’ A p(xx) = )P @7 0) 8 A est

minimal, on notera | Zn+2((X'nx Xn)N ;77 .) le cocycle qui detemno

. n+l
’\fn J ot gn Cn+1((an Xn) ) 1a cochafne qui détermine én .

z_héo_r_eme 4.~ Soit r un gomp_lexe minimal de groupes. Alors @

1) 5%“: )\fn;

1. . . n N
‘2) § € ZA(xn el 3 T ,1) » en considérant X , comme un groupe.
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Démonstration ¢ on a

dg (X x') = ?n(d:hl}'c ;—di+1x') 4

i+1 9
dog n(x,.x') T(xx') = g‘(dox , dox')"c(x)”c (x') .

Par suitc, si x et x' sont dans Xnn+2 , on o Sgn(x,x') = f\fn(x,x') 5

ce ‘qui prouve 1) .
. . Xn+1
Dc plus il c¢st clair que, puisque el est un groupe,

én £ Zn+1(Xg+l : ﬁm»l) est le cocycle qui le détormine comme extension

du groupe X;d . Bt, en vertu dec la proposition 2., les coefficicnts sont
sinmples. ' . . |
.. @n ~ , e
Bien que & 3 X'x Xn —_s (T nal 3 n+l) ne soit pas une
CsS-application, on voit facilement qu'elle cst déterminée par sa restric-

tion Xn xX 4 —> r n+1(ﬂn 9 n+l) = T

n+l
Ainsi on voit qu'un complexe mininal de groupes est entiérement dc,tcr—

miné par la donnde, pour chaque n , d'un élément £ e n+2 Xﬁ 3 -Tn 1/ ct
ro 2 n+1 - . - . o
d'un é€lénocnt é‘ EC (X'nx © 3 ”n+1). tels que § g = A e o et cela

' PN . s 2N n p . :
de manierc que si on considere comme une 2-cochaine du groupe X
avee cocfficients (simples) dans TTn+1 s é soit un R2-cocycle. Lo fu:x.t

que A cst un cocycle exprime que le diagramme

£n
XJT: x X M—» T (T L1 n+l) e r(ﬂn;l , n+l)
Xn . : fn >, ‘ ‘r(nn+1 ) n"'l)

est “prcsque commutatlf" (cf Exp 14, paragraphe 5). D'aprés les théoremes
3 et 4 de l'Expose 14, i}l suffit pour cela que 2 soit dens 1l'imnge de la
suspension. - En fait, dans le cas qui nous occupe, % ost bien dans 1timage

dec la suspens:.on, parce que 5\ g’ A m et qu'on a en méme temps

g Faniow ) . |

_ Proposition 3 : Si ° est un complexé minimal de groupes, et si

1l'application &n : n+'3(xn ) —— 'T .1 est est définie par
CWPITRTE 2 SCHI(-SICE NPT Rl

alors

1) &° c P @ T ) s

n+1 3T n+1



2) 1z suspension de ¢ ost £,

La déronstration est laissée au lectcur.

Remarque finalc : on ne sait pas grand chose au sujet de l'existence
de complexes de groupes minimaux. Si cc ne sont pas des produits de comple-
xes [{iT, n) , ils ne peuvent pas &tre obéliens (en vertu du théoreme 6 du
1'Exposé - 19) ; mais pour le moment la question de caractériser los systémes
mininoux de Postnikov qui corrcspondent aux complexes de groupes minimausx

semble & peine avoir été abordée.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] POSTNIKOV, M.M. ; Doklady 67-3, 66-4, 7t-6 .

[23 HELLER, Alex : Homotopy resolutions of semi-simplicial complexes

(Trans. Amer. Moth. Soc., & paraitre).

(3] EILENBERG-MAC LANE : Relation between homology and homotopy
groups of spaces II (Ann. of Math., 51, 1950, p.514-533),

[4] EILENBERG, Samuel : Singular homology theory (Amn. of Math., 45,
1944, p. 407-447). :




