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Séminaire H. CARTaN, E.N.S., 1954/55. 101

LES ZSP4CES K( [T ,n)
(Exposé dec J-P. SERRE, 10,11.1954).

Dans cet exposé, nous allons indiquer les principales propriétés des espaces
K(lyn), introduits par Eilenberg-Maclane [4]; nous nous placerons & un point
de vue puremént "topologique" ( cf. [20], [15], [17]) « Le point de vue "algébri-
que (efe[4 [5 [1]) fere 1l'objet des exposés suivants . "

1. Rappel .
Soit £ ¢ X -~ Y une application continue d'un espace X dans un esvace T .
Le "mapping-cylinder" »Xf de f est défini ainsi ¢ si Z désigne l'espace somme do
Y etde XxI(I= [O,l) )s X, est 1l'espace obtenu & partir de Z en iden~
tifiant (x,1) avec f(x) pour tout x & X .
L'espace X, contient X et Y, et Y est un rétracte de déformation de X. 3
de plus l'application composée ¢ X —3% X, -—> Y est égale & f o Si 1l'on convient

f
d'identifier X. et Y ( ce qui est naturel, vu qu'ils ont méme type d‘homotopic ),

f
on voit que f ge_trouve ainsi identifide 2 l'homéomorphisme de X dans Xf .
A titre d'application, supposons que les homomorphismes
¢ ) -» T,
£or oy (X) e
définis ypsx f .soient bijectifs pour tout i ; on en conclut que i(xf,x) =0

tout i , ce qui montre que

. — A
, £ Hi(X) .Hi(f)
est bijectif pour tout i .,

De fagon analogue; toute apvlication continue peut &tre remplacée par une proice~
tion d'espace fibré . D'aprés ce qui précéde, on peut se borner & le montrer nour
une injection X —>Y ., Soit alors X' 1l'espace des chemins de Y dont 1l'origine
appartient & X ; l'espace X est un rétracte de déformaticn de X' ; 1l'apolication

T qui fait correspondre a tout chemin de Y son extrémité fait de X' un @an.co
fibré de base Y { au sens de [15] ), et l'application comvoséde X — X' -+ ¥
n'est autre que 1l'injection de X dens Y . Si, comme précéderment, on identific X
avec X' , on voit que l'injection de X dans Y est re~mplacée par la projection

’

o e Xt =Y,
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Ces deux procédés sont souvent utilisés dans les questions relatives aux grouneo

d'homotopie, Cf. notamment [97J, [10], [16 ]

. Les espaces K( [1,n) — définition et construction .
' Soit n un entier = 1, et soit N un groupe, supposé abélien si n = 2
Un espace X est appelé un espace K([],n) si l'ona :
] T’;’i(X) =0 pour i#n
L ) =T .
En particulier, "Ifo(X) = 0, ce qui signifie que X est connexe par arcs.
Exemples « Le cercle S1 est un cspace K(Z,1) ; le tore ™ est un espace
K(z®,1) ; plus généralement, si X est un espace K(Tl,n) , et X' un espucc
K(Ti'yn) , i1 est clair que X x X' est un espace K(TV x TTt,n)
L'espace projectif réel de dimension infinie, P :}J(R), est un espace K(Z2,1) H
dé méme, un espace lenticulaire de dimension infinie est un espace K(Zn,l) .
L'espace projectif complexe de dimension infinie, P GO(C), est un espace
K(2,2) «
Construction d'espaces K( I ,n) . Donnons-nous n et I ( abélien, si

n > 2 ) . Le procédé décrit dans [22] permet de construire un gcomplexe cellul:ire

T, -
ue

.

qui soit un espace K( TT yn) : on définit par récurrence le g-squelette 9
ce complexe, de la facon suivante :
pour g <'n , qust réduit & un point X
Kn g'obtient en attachant a X, des cellules de dimension n , correspondant
chacune 3 un générateur de groupe 1.
Kn+l s'obtient en attachant & Kn des cellules de dimensi_on n+l ,
de telle sorte que leurs bords fournissent les relations nécessaires entre
les générateurs précédents.

Kar a>n, s'obtient en attachent & K des cellules de dimension g+i,
de telle sorte que leurs bords engendrent le groupe T/ q(Kq) .

On constate alors que ‘h’i'(K ) =0 pour i<qgq, et 1 £Zn s tandis que, ei
q > n+tl, ona Trn(Kq) = I + Le complexe K , réunion des Kq,' est donc bien
un espace K( 1T ,n) .

De plus, si T est un groupe abélien de type fini, on peut.faire en sorte quo
les Kq soient des complexes finis ( cf. [18],p.36-37 ) : on raisonne par récur-
rence sur q ; si K est un complexe fini, ¥ q(Kq) est un groupe de tvpc fini |
(L15] 4pedct , ou.[16] s Pel71-274 ) , donc Kq+1 peut &tre obtenu en attachent

by

a Kq un nombre fini de cellules.
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3 « Espaces K(Tl,n) et clagses de cohomologie .
A partir de maintenant, nous nous bornerons au cas ou TT est un groupe abélien

(ce n'est une restriction que si n=1 ), Si Y est un espace K( T ,n) , ona
alors H (Y) = 71 et H ' (Y) =0, ce qui montre que H(Y,G) = Hom( Tl ,G) ; en

varticulier, 1o gfoﬁpo H(Y,IT) contient une glagse fondamentale 1 , correspond.nt

4 l'application identique de T sur 1l

Soit f ¢ X -2 Y une application continue d'un espace X dans l'espace Y ;
1'¢lément £ ( %) est un élément bien déterminé de H*(X, 1) , qui ne dépend auc
de la classe d'homotopie de f .
Théordme - Si X gst un complexe cellulaire, 1'application f — £ %) met on
correspondance biunivogue les classes d'homotopie des apolicationg de X dans ¥
et les éléements de H(X, 1) .

(cf. [5], Note IV, [6], III, ainsi que [17]) .

Le théoréme précédent est une simple conséquence de la théorie des obstructions
de S, Eilenberg : par exemple, pour montrer qu' 'i]l existe une application f ¢ X —= I
telle que £™(*t ) soit une classe de cohomologie donnée x & Hn(X 1), on com-
mence par définir f sur le n+l-squelette de X (ce qui est toujours pcssible,
comme on sait ) , puis on prolonge f aux squelettes successifs en utilisant le faiv
que les 'Wi(Y) sont nuls pour i > n . On procdéde de la méme fagon pour construirc
une homotopie entre deux applications f et g telles que £~ (2 ) =g~ ().

On peut appliquer le théoréme précédent au cas o X est lui-méme un espace
K( Tl ,n) ¢ on en conclut qu'il existe une application f : X —» Y telle que
£ 1£(X) - ‘ﬂn‘Y) soit 1l'application identique de N s T, D'aprés ce

)
qui a été rappelé au n°® 1, f induit donc un isomorphisme des groupes d'homologie

de X sur ceux de l'espace_ Y . Donc, les groupes d'homologie d'un espace K(T‘,n)
ne_dépendent gue de ) g&igg n(cf. [4]) ; on les note HQ( MT,n;G) 4 ce sont

les groupes d'Eilenberg-Maclane , Pour n = 1, ils se réduisent aux groupes d‘'homo-
logie du groupe TT', au sens de.Hopf et Eilenberg-Maclane . Le calcul des Hq(ri,ngﬂ/,

pour n quelconque, fera l'objet des exposés suivants .

4 . Les espaces K( I1,n) , comme foncteurs de i .
Soit X wun complexe cellulaire qui ‘soit un espace K(Tl ,n) , et soit Y wn
espace K(ji',n) « Ona Hn(X,FI‘ ) = Hom(i7, it ), et le théoréme du numéro pré-
cédent montre donc que les classes d'applications de X dans Y correspondent

biunivoguement aux homomorphismes de iTdans 13" . En appliquant le procédé du n° 1,
on peut en déduire diverses fibrations (cf. [17],n° 6 ).
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Appliquons ce qui précéde a 1'homomorphisme || x T — T qui fait correspondre
4 tout couple (x,f) 1'élément X +f : si X est un complexe cellulaire gqui
soit un espace K(TI,n) , l'espace X x X' est un espace K(TxW,n) , et c'est ausci
un complexe cellulsire (du moins si X a un nombre fini de cellules en toute dimen-
sion) ; il existe donc une application ¢ : X x X — X tclle que ib H ‘ﬁn(X % X)
-5 q1’n(X) soit 1l'homomorphisme ci-dessus. D'olu une structure d'algébre sur
H (X) = Ei;Hq(x) . Sil'on note (x,y) xX.y 1l'application qui vient d'8trc définic
(et qui est unique & une homotopie prés), on voit que cette application est homotone
& l'application (x,y) y.x (car les deux applications ont le mdme effet sur 4{n )

le méme raisonnement montre que (x,y).z et =x.(v.z) sont des applicetions homotonus

de XxXxX dans X . Donc HN(KT,n) est une algébre associative et anticomrutative.

On démontre de méme l'existence duns X J'mn ‘inverse & une homotopie prés+.

5. Rolations entre K(T,n-1) et X(iT,n) .

Soit X un espace K(Iil,n) , et soit ZL(X) 1'espace des lacets sur X (ayant
leur origine et leour extrémité en un point fixé de X ) . Puisque ?Ti(fl(x)) =
'ﬂi+l(X) , 1'espace SL(X) est un espace K(TT,n-1) . En considérent 1l'espace Tibré
E dos chemins sur X d'origine fixée, on voit (cf. [15], chap. VI) qu'il existe

un esvace fibré contractile dont la base est un XK(1,n) ct la fibre un (Ml ,n-1) .

Une telle fibration fournit. des reletions frés précises entre K(IT,n) et
K(TMynel) ; d'ou la possibilit? d'une étude des K(i1,n) par récurrence sur =
(le cas nx=l étant bien connu) ; c'est ainsi que, par des calculs de suites soectra—
les, on peut déterminer les algdbres de cohomologic H(IT,n;R) et H*(ij,n;zy) ,
cfo [151, [17] . Lorsqu'on se plecc au point de vue algébrigue, cetie fibration
est remplacéc par la notion de "construction' de H. Cartan [1] .

Le produit de deux lacets définit une multiplication dans fl(X) , qui est un

espace k(T ,n-1) ; d'ol une structure d'algébre sur Hx(fi,n—l) . Cette structure

coinaide avec celle définie au numéro précédent, comme on le voit en derivant un
diagrarme (voir aumsi [7]) . L'cspacc fibré E joue, pour le ‘groupe’ x(1,n-1) ,

/7

le r6le d'un espace fibré principal universel, dont 1l'cspace classifiant est K(T,a),

6 . Bspaces K(Ii,n) et opdrations cohomologiques.

Le théoréme du n® > jous un rdle essentiel “ans 1'étude des opérations cohomolo-
giques (ef. {6], IIT , ainsi que [17] , paragraphe 4 ) . Par exemple, supposons

que l'on veuille prouver la formule suivante, due & Adem :
qu qu(x)'z'SqBSql(x) pour tout x (tHn(X,Zz) .
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On peut supposer que X est un complexe cellulaire. Dans ce cas, d'aprés lc n®
on aura X = fx(T’) , [ étant une application continue convcenable de X dans un
o . N 2 2 2 1 ~
ospece k(Zz,n) , et tout reviendra & démontrer que Sq°Sq~(%) = SqBSq (V) dars
n+ - A /. P, . . N
H 4(az,n;Zp) . On peut méme éviter de vérifier cette dernidre formule : supposons

seulement Gémontré que Hn+4(22,n;z ) est un espace vectoriel de dimension 2 sur
legcorps Z, (n 2tant 2 4) ; alors les trois éléments Sq4( ), quSql(t )
Sq qu(ﬁ‘) sont 1iés par au moins une relation lindaire ; mais il est facile do
construire une classe de cohomologie x particuliére (dens un produit d'esnaces
projectifs réels, par exemple) telle que SqZSqZ(x) = SqSSql(x) et cue SqA(x) et
Sq38q1(x) soient linfairement indépendantes sur Z, ; il on résulte que la sculc
reletion linéeire possible entre Sq4( v) o, SqBSql( ) et qusqz(i ) est la rela-
tion Se°Sqi(t) = Sg28q%(*) , C.Q.F.D.

La méme méthode permet de retrouver les résultats d'Adem relatifs aux puissances
réduites de Steenrod (cf. [2] ) ; le seul résultat que 1l'on utilise est la dimension

de Hq(Zp,n;Zp) sur le corps Zp .

7 o Bspaces K(T,n) et type d'homotopie .

Soient ‘ﬁl sy ees 9 T ... une suite de groupes, et essayons de construire

n’
un espace X dont lc i-céme groupe d'homotopie soit ‘“i . Soit d‘abord Xl un
espace K(1‘1,l) . Nous allons déterminer un espace X2 , fibré de basc o, ot

de fibre un espace K('“2,2) ; 11 est clair qu'un tel sspace aura pour grouvcs d'ho-
motépie W, ,7W,, 0, ... . Soit E un espace fibré aontractile de base K(112,3)
T ,52)

et de fibre K(- »R2) 3 si f est une application quslcongue de X, dans K(“‘Z,S),

1

l'cspace fibré image réciproque de E par  f sera bien un espace fibré de busc X,

et de fibre K(‘ﬂ2,2) . Si Xl est un complexe cellulaire, nous savons quc la

classe d'homotopic de f correspond biunivoquement & une classe de cohomologie

€ H3('“l,l;'ﬂ2) . On voit donc que, & tout élérent ¥k~ &H ﬂl,lgﬁlz) , oet

.associé un espace X, que nous appellerons un espace K(ﬁfl,l,’“z,Z,kB\ . e la

/
méme fagon, toute classe de cohomologie k4 & H4(X2,‘“3) définit un cspace fibrd
X3 = K(’“l,l,‘ﬂ2,2,k), 1%,3,k4) de base X, et de fibre un espace K(W‘B,B) .
Et ainsi de suite,
La construction précédente a été introduite, & un point de vue purement algébri-

que, par Postnikov (.[13], [14]) et Zilber (non publié) ; voir aussi {2} . OSirna-
. §
lons que 1l'on'peut démontrer que tout espace X ‘a mdme type d'homotopie (au noint

de vue singulier) que la limite d'une suite (Xl EETTEPID SR ) 3de’finic GO
ci-dessus ;3 les groupes d'homotapie ,41 s eses ot les invariants %k~ , .., concui-

tuent un.systéme complet d'invariants du type d'homotopie.
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Les espaces K(Ttl,l,TTz,kB,.,.) jouent un réle "universel" pour les opdration:
cohomologiques non partout définies (par exemple les opérations introduites pur lazs -,
et par adem), de méme que les espaces K( Il yn) jouent un réle universel pour lcg

opérations cohgmologiques partout définies,

8 . sutres apolications des K(T) yn) .
Les espaces K(Tl ,n) sont en relation étroite avec les problémes d'obstructicn ;
ef. [5Note IV, (5], III, [IT], [12],
Ils peuve-nt égele-ment &tre utilisés dans le galcul des groupes d'homotopic
d'un espace donné X : on construit des espaces (X,i) qui "tuent" les groupes
d'homotopie de X jusqu'au i-éme, et qui sont reliés entre eux par des fibr.tioas
faisant intervenir des espaces K( Tl ,n) (cf. [3], Vote I, et [21]). On trowverm
des applications de cette méthode dans [3] ,Note II, [$], [I0], [16], [17], [1d.
Pour une construction explicite d'uA complexe cellulaire K(Zyn) (en dimensipns

assez basses), cf. [19],
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