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7-1

THÉORIE DES ALGÈBRES ANALYTIQUES

H. Cartan,(Exposé de H. Cartan, 25-1-1954,

revisé ultérieurement)

Séminaire E.N.S., 1953-54

§1. Anneaux noethériens.

Nous rappelons ici quelques propriétés fondamentales des anneaux

noethériens. Il s’agit uniquement d’anneaux commutatifs, à élément unité

1 ~ o. Un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A possède un

système fini de générateurs; il est bien connu que tout sous-module d’un

module de type fini sur un anneau noethérien A est lui-même de type fini.

On suppose aussi connu le théorème de Hilbert: l’anneau A[X] des poly-

nômes à coefficients dans un anneau noethérien A est noethérien; d’où

il résulte, par récurrence sur n, que l’anneau ~1[X1,..., Xn~ ] des poly-

nômes à n variables est noethérien.

Proposition 1 ("Lemme d’Artin-Rees"). Soient A un anneau noe-

thérien, I un idéal de A, E un A-module de type fini, F un sous-

module de E. Dès que l’entier r > 0 est assez grand, on a, pour tout

entier n > r,

Démonstration: l’inclusion F) C F est triviale.

Plus généralement, si r  r’  n, on a trivialement

Il suffira de montrer que, pour r assez grand, et n > r, on a

Soit un système fini de générateurs de l’idéal I; et soit (e.)

un système fini de générateurs du A-module E. Le sous-module InE se

compose des éléments de la forme 03A3j P.(u.)e., où les P. sont des poly-
J J i J J



nomes homogènes de degré n par rapport à des variables Xi (en corre -

spondance biunivoque avec les éléments et à coefficients dans A.

Considérons l’ensemble Bn des systèmes de polynômes P. homogènes de degré

n, tels que 03A3j Pj(ui)ej ~ F; ils engendrent un module gradué B sur l’ an-

neau des polynômes A[Xi], que est noethérien. Donc B est engendré,

comme module sur par un nombre fini d’éléments, qu’on supposer

homogènes ; soient ra leurs degrés. Soit r le plus grand des ra, et

soit n un entier > r; on a

D’après (2), le second membre est contenu dans F), et ceci éta-

blit (3). La proposition est démontrée.

Soit toujours I un idéal de l’anneau A. Pour tout A-module E,

on considère la topologie dans laquelle les InE constituent un système

fondamental de voisinages de zéro; on l’appellera la I-topologie de E.

Proposition 2. soient A un anneau noethérien, et E un A-module

de type fini. Si un idéal I est contenu dans le radical r(A), la I-

topologie de E est séparée.

Démonstration: rappelons que le radical d’un anneau (non nécessaire-

ment noethérien) est l’intersection des idéaux maximaux; et que si a E r(A),

1 + a est inversible dans A. On veut montrer que l’intersection F des

sous-modules InE est réduite à zéro. Or la relation (1), où l’on fait

n = r + i, donne

Comme F est un A-module de type fini, et que I est contenu dans le ra-

dical de A, ceci entraîne F = o, en vertu d’un lemme connu, dont nous al-

lons rappeler maintenant la démonstration (et qui est valable sans supposer

que A soit noethérien) :

Supposons d’abord que F soit engendré par un élément x, et mon-

trons que la relation F = IF entraîne x = o. En effet, on doit avoir



x = ax pour un a E I, et comme 1 - a est inversible dans A, ceci en-

traîne x = o. Soit maintenant F un A-module engendré par n éléments;

montrons, par récurrence sur n, que la relation F = IF entraîne F = o.

C’est vrai pour n = 1; pour n > 1, on a une suite exacte de A-modules

où F’ est engendré par n - 1 éléments, et F" par un élément. Le module

F"/IF" est quotient de F/IF, donc est nul; par suite F" = 0, et F est

isomorphe à F’, donc engendré par n - 1 éléments; d’après l’hypothèse de

récurrence, on a F = o.

Corollaire. Dans un anneau noethérien A, l’intersection des puis-

sances In d’un idéal contenu dans le radical r(A) est réduite à zéro.

Proposition 3. Soient A un anneau noethérien, E un A-module de

type fini, F un sous-module de E. Si un idéal I est contenu dans le

radical r (A), la I-topologie de F est la topologie induite par la I-

topologie de E, et F est fermé dans E.

Démonstration: l’entier r étant choisi comme dans la proposition

l, la relation (1) donne

ce qui prouve bien que la 1-topologie de F est la même que la topologie

induite sur F par la I-topologie de E. D’autre part, la I-topologie de

E/F est la topologie quotient de la I-topologie de E, et puisque E/F

est séparé (Proposition 2), F est fermé dans E.

§2. Eléments entiers sur un anneau.

Nous rappelons ici quelques notions classiques. Soit A un anneau

avec élément unité l, et soit B un sous-anneau de A contenant l. On

dit qu’un élément a E A est entier sur B s’il existe un polynôme uni-

taire P(X) à coefficients dans B, tel que P (a) = o.

Cette condition équivaut à chacune des deux suivantes:



(i) le sous-anneau engendré par B et a est un B-module de type

fini;

(ii) il existe un sous-anneau A’ de A, contenant a et B, et

qui soit un B-module de type fini.

En effet, il est évident que si a est entier sur B, la condition

(i) est satisfaite; et que (i) entraîne (ii). Il reste a prouver que (ii)

entraîne que a est entier sur B; or soit (a.) un système fini d’éléments
de A’ qui engendrent A’ comme B-module; on suppose que 1 est l’un des a.,
et on écrit

d’où [det(u.. - s.. a) ] ’a. = 0 pour tout a. ; pour a. = 1, cela donne

det(u.. - 03B4i,j a) = o, ce qui prouve que a est entier sur B.
iJ J

Si al est entier sur B, et si a2 est entier sur l’anneau (B, al)
engendré par al et B, alors le sous-anneau (B, al, a2) engendré par al,

a2 et B est un B-module de type fini, donc a2 est entier sur B. Si al
et a2 sont entiers sur B, leur somme et leur produit sont dans (B, al, a2),
donc sont entiers sur B ; ainsi l’ensemble des éléments de A entiers sur

B est un sous-anneau de A, qu’on appelle la fermeture intégrale de B

dans A.

On dit qu’un anneau A est entier sur un sous-anneau B (ayant même

élément unité) si tout élément de A est entier sur B. 

Proposition 4. Si A est entier sur B, tout idéal maximal de A

coupe B suivant un idéal maximal, et pour tout idéal maximal m de B

il existe un idéal maximal de A coupant B suivant m.

Cela résulte aussitôt du théorème de Krull-Cohen-Seidenberg, (1) qui

affirme que tout idéal premier q de B peut être "relevé" en un idéal

premier p de A (c’est-à-dire tel que p n B = q).

Corollaire. Le radical r(B) est égal à l’intersection B n r(A).

Si A est un corps, B est un corps.

~ ~ Voir par ex. Bourbaki, Alg. commutative, Chap. V, §2~ Théorème 1.



Soit A uni anneau, et soit F(A) l’anneau complet des fractions de

A (c’est-à-dire l’ensemble des classes d’équivalence des quotients formels

uw, où u E A, v E A, v n’étant pas diviseur de zéro dans A; les opéra-

tions d’addition et de multiplication des quotients formels sont définies

de la manière usuelle). L’anneau A s’ identifie ~, un sous-anneau de F(A) ;
N

l’ensemble des éléments de F(A) entiers sur A est un sous-anneau A de

F(A), appelé la clôture intégrale de A. On dit qu’un anneau A est in-

tégralement clos si .A = A. Lorsque A est intègre, F(A) est un corps,

et la clôture intégrale A est intègre.

Soit A un anneau~noethérien sans élément nilpotent. Rappelons

que les éléments minimaux dans l’ensemble des idéaux premiers de A sont

en nombre fini (2); ce sont des idéaux premiers . dont l’intersection est

réduite à o. L’application naturelle 
.

produit des applications

est donc une injection; elle Identifie 1’anneau A à un sous-anneau du

produit 13 des anneaux intègres A/ p. = Bi
Proposition 5. Sous les hypothèses precédents, l’application f

Induit un isomorphisme de la clôture intégrale A sur le produit des clô-
N 

.

tures intégrales B. des anneaux 13. = 

Démonstration: les a E A qui sont non -diviseurs de zéro sont

évidemment ceux qui n’appartiennent EL aucun des pi. Donc fi se prolonge
en un homomorphisme (noté encore f_ ) de F(Aj sur d’ où un homo-

morphisme produit F(A) -~ Ih qui prolonge f, et qu’ on notera

encore f. Il est clair que Ih F(B1) s’identifie à l’anneau complet de

fractions F(B) . D’ autre part, f est une injection de F(A) dans F(B) .

(2) Voir par ex. Bourbaki, Alg. commutative, Chap. II, §4, Coroll. 3 de

la Proposition 14.



Comme pl n’est pas contenu dans 1 ’ intersection des p. pour

j  i (sinon pi serait contenu dans l’un de ces p., ce qui est absurde) ,
i J

il existe un tel que pl et ~. pour °

L’élément u = 03A3i ul n’appartient â aucun des 03C1i, donc = el appar-

tient à F(A). On a

d’où f( (e. ) ) = f(e.), et par suite (e.)2 - e.. Ainsi e. est entier sur

A, donc el E A.

Montrons que f est un isomorphisme de F(A) sur F(B). Soit donné

un système d’éléments b. E F(B.); choisissons a. E F(A) tel que f.(a.)
= b. ; prenons a = 03A3i a.e. E F(A). Alors f.(a) = b. pour tout i, ce

qui démontre l’assertion.

De plus, si chaque bi E on peut choisir ai E A, et alors a

= ~i a.e. est entier sur A. Donc si on identifie F(A) à F(B) au moyen

de f, on voit que l’anneau B est entier sur A. Ces deux anneaux ont

donc même fermeture intégrale dans F(B), ce qui achève la démonstration.

Rappelons un autre résultat classique:

Proposition 6. Soit A un anneau noethérien, intègre et intégra-

lement clos; soit F’ un corps, extension algébrique séparable et de degré

fini du corps F(A). Alors la fermeture intégrale A’ de A dans F’ est

un A-module de type fini (c’est donc un anneau noethérien).

Démonstration : on peut supposer que l’extension F’ est engendrée

sur F(A) par un élément u (théorème de 1 "’élément primitif"), et il est

loisible de choisir u entier sur A. Soit P(X) le polynôme minimal de

u par rapport au corps F(A); ses coefficients sont entiers sur A, donc

appartiennent à A puisque A est intégralement clos. On a P’(a) ~ 0,

puisque les racines de P(X) sont simples (P’ désigne le polynôme dérivé

de P). On va utiliser le lemme suivant:

Lemme 1. Soit A un anneau intègre et intégralement clos. Soit

P(X) un polynôme unitaire irréductible à coefficients dans A, dont toutes



les racines sont simples (dans une clôture intégrale du corps des fractions

F(A)). Soit B l’anneau quotient A[X]/(P), et soit u la classe de X dans

B. Alors, pour tout élément a de la clôture intégrale de B, le produit

aP’ (u) appartient à B.

Admettons ce lemme pour un instant, et achevons la démonstration de

la Proposition 6. L’application A-linéaire injective de la

fermeture intégrale A’ dans l’anneau B identifie A’ à un sous-A-module

de B; comme B est un A-module de type fini et que A est noethérien par

hypothèse, A’ est un A-module de type fini, ce qui démontre la Proposition

6.

On va maintenant démontrer le Lemme 1. Si un y du corps des fractions

F(B) est entier sur B, la trace Tr(y) (somme des conjugués de y par

rapport à F(A) dans une clôture algébrique Q de F(B)) est un élément de

F(A) entier sur A, donc c’est un élément de A puisque A a été supposé

intégralement clos. Ecrivons l’identité polynomiale

où ri désigne le degré du polynôme unitaire P~ et où les c.(Y) sont des

polynômes de degré  n~ a coefficients dans A. Dans (4)~ remplaçons Y

par u~ et. X par l’un quelconque des n-l conjugués u. clé u~ distincts

clé u:

D’autre part, dérivons les deux membres de (4) par rapport à X, puis

remplaçons X et Y par u:

Soit alors a entier sur B; soit al le transformé de a par l’automor-

phisme de 03A9 qui transforme u en ul. Multiplions les deux membres de

( 5) par a., sommons sur i, puis ajoutons (6) multiplié par a; il vient

et le second membre appartient bien à l’anneau B, ce qui prouve le lemme.



Il sera utile d’expliciter le

Corollaire au Lemme 1. Soit A un anneau factoriel. Soit P(X)

un polynôme unitaire de l’anneau dont les facteurs irréductibles

soient tous distincts. Et soit B l’anneau quotient de A[x]

par l’idéal engendré par P. Alors si a ~ B (clôture intégrale de B),

on a

u désignant la classe de X dans l’anneau quotient B.

Démonstration: puisque A est factoriel, il est intègre et inté-

gralement clos; de plus, A[X] est factoriel, donc tout polynôme unitaire

à coefficients dans A s’écrit d’une seule manière comme produit de poly-

nômes unitaires Pi irréductibles. Soit puisque les P.

sont distincts, B se plonge dans l’anneau produit Ih Bi, et d’après la

Proposition 5, la clôture intégrale B s’iàentifie au produit IL Bi des

clôtures intégrales des anneaux intègres B.. Il suffit donc de montrer

que si al E Bi, on a

or P’ (n) ’a. = Q_ (u)P’ (u) ’a_ (avec Q. = compte tenu du fait que

o. D’après le Lemme 1, P~ (u) ’a. est dans B1, d’où le résultat.

§3. Algèbres locales.

On sait qu’un anneau local est un anneau A (que nous supposons

toujours commutatif, avec élément unité o) qui possède un seul idéal

maximal, noté m(A). Cet idéal est évidemment le radical de A. L’anneau

quotient A/m(A) est un corps, appelé corps des restes de A; l’applica-

tion ~: A -+ A/m(A) s’appelle 1’augmentation de l’anneau local A. Pour

qu’un anneau A soit un anneau local, il faut et il suffit que A/r(A)

soit un corps.

Proposition 7. Soit A un anneau local, et soit B un sous-

anneau de A, tel que A soit entier sur B. Alors B est un anneau



local dont 1 ’ idéal maximal est B n m(A). Si de plus B est un anneau

noethérien et A un B-module de type fini, l’anneau A est noethérien,

la m (A) -topologie de A induit sur B la m(B)-topologie, et B est

fermé dans A.

Démonstration: la première partie de l’énoncé résulte aussitôt de

la Proposition 4. Supposons maintenant que B soit un anneau noethérien

et A un B-module de type fini; alors tout idéal de A est un B-module

de type fini, et a fortiori un A-module de type fini; donc A est noe-

thérien. Appliquons la Proposition 3 en y remplaçant A par B, E par

A, F par B, et I par m(B). On voit que la m(B)-topologie de A in-

duit sur B la m(B)-topologie de B, et que B est fermé dans A; il

reste donc simplement à montrer que la m(B)-topologie de A coïncide avec

sa m(A)-topologie.

Or la m(B)-topologie de A n’est autre que sa I-topologie, I dé-

signant l’idéal de A engendré par m(B) ; on a I C m (A) . On va prouver

que I contient une puissance de m(A). Or B/m(B), qui est un corps K,

se plonge dans A/I, et A/I est un K-module de type fini, autrement dit

est un espace vectoriel de dimension finie sur K. La suite des images

de dans A/I est une suite décroissante d’espaces vectoriels dont

l’intersection est nulle, puisque la m(A)-topologie de A/I est séparée

(Proposition 2). Il existe donc un entier n tel que l’image de 

dans A/I soit nulle; ceci achève la démonstration.

Définition: soit K un corps. On appelle K-algèbre locale une

algèbre (commutative) A sur K, qui est un anneau local, et qui est som-

me directe de K et de son idéal maximal (cette dernière condition re-

vient à dire que l’augmentation de A identifie K au corps des restes

de A) .

Sur une K-algèbre locale A, on considérera toujours la topologie

définie par les puissances de l’idéal maximal m (A) ; on dira que A est

séparée si cette topologie est séparée (c’est-à-dire si l’intersection des



puissances de m(A) est réduite à o). Toute K-algèbre locale noethérien-

ne est séparée.

Proposition 8. Soient A et A’ des K-algèbres locales; tout

homomorphisme de K-algèbres f: A --~ A’ envoie m (A) dans m (A’ ) , donc

est continu. Si B est une sous-algèbre d’une K-algèbre locale A, et si

A est entière sur B, B est une K-algèbre locale; si de plus B est

noethérienne et si A est un B-module de type fini, la topologie de A

induit celle de B, et B est fermée dans A.

Démonstration: l’application composée de f: A -~ A’ et de l’aug-

mentation e ’ : A’ -~ A~ / m (A’ j ~ K applique A sur K, donc son noyau est

un idéal maximal, c’est-à-dire m (A) ; f applique donc m(A) dans m (A’ ) .

Les autres assertions de l’énoncé résultent immédiatement de la proposition

7.

§4. Algèbres analytiques

A partir de maintenant, le corps K est un corps value complet,

non discret, fixé une fois pour toutes. Toutes les algèbres considérées

sont des K-algèbres; "algèbre locale" signifiera K-algèbre locale.

On notera Hn(X1,..., e e ou simplement Hn, l’algèbre des séries

convergentes à n lettres Xl,..., Xn et à coefficients dans K. C’est

un anneau noethérien et intégralement clos (cf. Séminaire 1951-52, Exposés
10 et 11). Et c’est une algèbre locale, dont l’idéal maximal se compose

des séries dont le "terme constant" est nul. Plus généralement, étant don-

née une famille quelconque de lettres Xi (1 E I), on notera (ou

simplement HI) l’algèbre des séries convergentes en les lettres Xi, cha-

que série ne comportant qu’un nombre fini des X. ; cette algèbre s’identi-

fie à une limite inductive d’algèbres de la forme H . Il est presque im-

médiat que HI est une anneau factoriel (comme les H) j, donc intégralement

clos; et que la topologie de HI est séparée.



Définition: on appelle K-algèbre analytique (ou simplement: algè-

bre analytique) une K-algèbre locale séparée A qui possède la propriété

suivante:

(AN) pour tout système fini de p éléments a. E m(A) (p entier

quelconque), il existe un homomorphisme de K-algèbres

tel que ~(xi) - ai .
Il est clair qu’un tel homomorphisme est unique: en effet, ~ est

bien déterminé sur la sous-algèbre des polynômes KfXl,..., qui est

dense dans H . Or 03C6 est continu (Prop. 8).

Notation: pour tout f (xl, ... , ) E H , on notera f (al, ... , a )
l’image de f par l’unique homomorphisme ~ de l’axiome (AN). Cette no-

tation se justifie par les considérations suivantes:

L’algèbre H~ est une algèbre analytique: car c’est une algèbre

locale séparée, qui vérifie (AN) (substitution de séries convergentes sans

terme constant, aux variables d’une série convergente). Si les gi (1 

i  p) sont des s-éries convergentes sans terme constant en Y1,..., Yn, la

fonction composée ... , g ) est bien l’ élément de ... , 

image de f par l’unique homomorphisme 03C6: H - H qui envoie X. en

Yn). Plus généralement, toute algèbre H I est une algèbre ana-

lytique. Remarquons aussi que toute algèbre de séries formelles est un

algèbre analytique.

Proposition 9. Soient A et B deux algèbres analytiques, et

soit ~V: A ~ B un homomorphisme d’ algèbres . Pour tout système de p

éléments a. E m(A) et pour tout on a
i - P - -

C’est une conséquence immédiate de l’unicité de l’homomorphisme

H 
p 

qui envoie les X. dans les 03C8(ai).



Quotients d’algèbres analytiques. Soit J un idéal fermé d’une

algèbre analytique A, avec J 7~ A. Alors A/J est une algèbre analytique.

En effet, c’est une algèbre locale séparée, et la condition (AN) est satis-

faite : car si on se donne des bi E m(A/J), il suffit de les relever dans

des a. l E m(A).

Proposition 10. Pour qu’une sous-algèbre B d’une algèbre analy -

tique A soit une algèbre analytique, il faut et il suffit que, pour tout

système fini p éléments bi E B n m(A), et tout f E H. l’élément f(bl,
..., b ) soit dans B. (On exprime cette condition en disant que B est

analytiquement stable.)

Démonstration: la condition est nécessaire; en effet, les élé-

ments bi sont non-inversibles dans B, puisqu’ils ne sont pas inversibles

dans A; donc il existe un homomorphisme H -~ 13 qui envoie chaque X. i en

b., et en composant cet homomorphisme avec l’injection B --~A, on obtient

nécessairement l’unique homomorphisme Hp~A qui envoie X. en b.. Ré-

ciproquement, soit B une sous-algèbre analytiquement stable de A; B est

somme directe de K et B n m(A); les éléments non-inversibles de B sont

exactement ceux de B n m(A), car tout élément k + b (avec k E K, k ~ 0,

b E B n m(A) ) possède un inverse dans B. En effet, soit f(X) la fonction

analytique f(X) = l/(k+X); il est clair que f(b) E B est inverse de k+b.

Ainsi B est une algèbre locale, d’idéal maximal B n m(A) ; elle est évidem-

ment séparée, puisque A l’est, et la condition (AN) est satisfaite par B

puisque B est une sous-algèbre analytiquement stable de A.

Soit A une algèbre analytique. Pour toute partie B C A, l’in-

tersection des sous-algèbres analytiquement stables de A contenant B est

une sous-algèbre analytiquement stable. Il existe donc une plus petite sous-

algèbre analytique contenant B; on dit que c’est la sous-algèbre analyti-

quement engendrée par B. On dit qu’une algèbre analytique A est de géné-

ration finie s’il existe une partie finie B telle que A soit analytique-

ment engendrée par B.



Il est évident que les algèbres analytiques de génération finie

sont celles qui sont isomorphes à une algèbre de la forme (n entier

quelconque, J idéal de H). Toutes’ ces algèbres sont noethériennes.

Soit donnée une algèbre analytique A de génération finie. Cher-

chons à quelle condition des éléments a- ~ ... ~ a P de l’idéal maximal m (A)

engendrent analytiquement A.

Proposition 11. Pour que al’ ..., a p E m (A) = m engendrent analy-

tiquement A, il faut et il suffit que leurs images dans le K-espace vec-

toriel m/m2 engendrent cet espace vectoriel.

Démonstration: si al,..., a p engendrent analytiquement A, tout

x E m s’écrit 03C6(a1,..., ap)’ où 03C6(x1,..., x ) est une fonction holomor-

phe (au voisinage de l’origine) dont le développement de Taylor commence par

une fonction linéaire fl(xl’ ..., x ). Donc x est congru à a )

modulo m2, et par suite les images de a 1 ,..., a dans engendrent

l’espace vectoriel m/m2.
Réciproquement, supposons que les images des a. 1 dans m/m l’en-

gendrent comme K-espace vectoriel. Quitte à ne garder qu’une partie des ai,
on peut supposer que les images des ai forment une base de l’espace vec-

toriel m/m2. Soient b 1 ,..., b n des éléments de m qui engendrent analy-

tiquement l’algèbre A. Chaque a. 1 est congru, modulo m2, à une fonction

linéaire homogène Li(bl,..., bn). Donc les L.(b-. ~...~ b ) engendrent

m/m2 comme espace vectoriel. On peut alors faire sur b 1,..., bn une sub-
stitution linéaire de facon que a.- b. soit congru à 0 mod m2 pour

1  i  p, et que bp+1 ,..., b soient dans m2. On a donc des fonctions
- - 

" p n

holomorphes (p. (x-. ~ ...~ xn) au voisinage de l’origine, d’ordre > 2 à l’ori-

gine, telles que

D’après le théorème des fonctions implicites, le système d’équations



équivaut, au voisinage de l’origine, à

où les w. sont holomorphes, d’ordre > 2 à l’origine. On a donc, dans

l’algèbre A, les relations

Ainsi bl,..., b s’expriment comme fonctions analytiques de al,..., a ,

et par suite al,..., a p engendrent analytiquement l’algèbre A.

C. Q.F .D.

Corollaire. Pour que l’algèbre analytique A (supposée de généra-

tion finie) puisse s’écrire comme quotient de H, il faut et il suffit

que l’entier n soit au moins égal à la dimension du K-espace vectoriel

m(A)/m(A) .

§5. Utilisation du "théorème de préparation" de Weierstrass (cf. Sémi-

naire 1951-5 2, Exposé 10)

Considérons l’anneau des séries convergentes à n+1 varia-

bles X, X. ~ ... ~ Xn, et notons Hn l’anneau des séries convergentes en

Xl’ ..., X . Si f ~ BL -. ~ f définit une série entière en X à coeffi-

cients dans H ; l’augmentation s: Hn -> K, appliquée à chaque coefficient
de cette série, donne une série entière (convergente) f(X) = f(X, 0,,... , 0).

En particulier, à tout polynôme P(X) à coefficients dans Hn, l’augmen-
tation associe un polynôme P(X) à coefficients dans le corps K. Un poly-

nôme P(X) est distingué de degré p s’il est unitaire de degré p, et si

P(X) = Xp. Le théorème de préparation dit que si f E est telle que

la série f(X) soit d’ordre exactement égal à p (c’est-à-dire si Xp est

en facteur dans f(X), mais non alors f s’écrit d’une seule ma-

nière comme un produit uP, où u est inversible dans et P est un



polynôme distingué de degré p. De plus, si P est un polynôme distingué

de degré p, alors toute g E I~+1 s’écrit d’une manière et d’une seule

où h E Hn+1 et R est un polynôme en X, de degré  p, à coefficients

dans H. Dans le cas particulier où g est un polynôme en X à coef-

ficients dans H, l’identité précédente n’est autre que l’identité de la
division des polynômes à coefficients dans l’anneau Hn (le diviseur P

étant un polynôme unitaire).

Remarque : La notion de polynôme distingué de degré p s’étend

évidemment au cas plus général des polynômes en X à coefficients dans un

anneau local quelconque.

Lemme 2. Soit B une K-algèbre analytique. Tout polynôme unitaire

P(X) à coefficients dans B peut se mettre sous la forme d’un produit

Q(X)R (X), où Q et R sont unitaires, Q étant distingué, et R(O)

étant inversible dans B.

Démonstration: soit p l’ordre du polynôme P(X) (à coefficients

dans le corps K). Le polynôme P(X) est somme de P(X) et d’un polynôme

à coefficients b. E m(B). Considérons des variables X.; substituons-les
aux coefficients bi dans le polynôme P(X) ; on obtient un polynôme 7r(X)

à coefficients dans H (n désigne le nombre des X.), et ~F(X) ~ P(X)

est d’ordre p. D’après le théorème de préparation, est de la forme

uv, où u et v appartiennent à U étant un polynôme distingué en

X (à coefficients dans H ). L’identité 03C0 = uv est alors nécessairement

celle de la division des polynômes à coefficients dans H ; autrement dit, v

est un polynôme en X, à coefficients dans Par l’homomorphisme H B

qui envoie chaque X. en b. , v(X) définit un polynôme R(X) à coefficients

dans B, et définit un polynôme distingué Q(X), de degré p. On a ainsi

et ceci montre que R(O) est égal au coefficient de xP dans P(X), donc

n’est pas nul. Donc R(O) est inversible dans B.



Remarque : le Lemme 2 est en relation avec le "lemme de Hensel"

(voir Appendice).

Lemme 3. Soient B une algèbre analytique, A une algèbre conte-

nant B, et a E A un élément entier sur B. Pour que a soit racine d’un

polynôme distingué à coefficients dans B, il suffit que soit remplie l’une

des deux conditions suivantes:

1) a appartient au radical r(A);

2) A est intègre, et a n’est pas inversible dans A.

Démonstration: puisque a est entier sur B, il existe un poly-

nôme unitaire P(X), à coefficients dans B, tel que P (a) = o. Soit une

décomposition P(X) = Q(X)R(X) comme dans le Lemme 2. On a donc Q(a)R(a)

= o, et de cela on veut conclure que Q(a) = 0 dans chacun des cas 1) et

2). Or R(o) est inversible dans B; dans le cas l) , R(a) est de la

forme R{o) {1+a’ j , où a’ E r(A), donc R(a) est inversible dans A, et on

a donc bien Q(a) = o. Dans le cas 2), on a R(a) 1 0, sinon l’on aurait

R(a) = ak + " , + 0, où les bi E B, avec b k inversible dans

B; le produit de a par k a + b-, a " + ’’’ ) serait donc égal à l,

et a serait inversible, contrairement à l*hypothèse. Ainsi on a 

= 0 et R (a.) / o, et puisque A est intègre, on conclut que Q(a) = o.

Le lemme est donc démontré.

Ce lemme admet une réciproque partielle:

Lemme 4. Si un anneau A est entier sur un sous-anneau B, et si

B est un anneau local, tout a E A qui est racine d’un polynôme distingué

à coefficients dans B appartient au radical r(A).

En effet, on a r(A) n B = m(B) (Coroll. de la Prop. 4). Si Q(a)

= 0 (Q polynôme distingué), et si on réduit cette relation modulo r(A),

on trouve que la classe a’ de a modulo r (A) satisfait à a’P = 0

(p entier), d’où a* = 0 puisque r(A) est intersection (1 idéaux premiers

(maximaux) .



Théorème 1. Soient A une algèbre locale, et B une sous-algè-

bre de A, qui soit une algèbre analytique. Toute sous-algèbre A de A

qui contient B et est entière sur B est une algèbre analytique.

Démonstration: montrons d’abord que A’ est une algèbre locale.

Soit a E m(A) ; a est racine d’un polynôme distingué à coefficients

dans B (Lemme 3), donc appartient au radical r(A’) (Lemme 4). Récipro-

quement, tout élément a E r(A’) est contenu dans m(A), sinon il serait

de la forme k + r (avec k E K, k 7 o, r E r(A’)), donc il serait in-

versible dans A’. Ainsi r (A’ ) = A’n m(A), et A’ est somme directe de

K et de r(A’) ; A’ est donc une algèbre locale, d’idéal maximal A’ n m(A).

Il reste à montrer que l’algèbre A’ satisfait à la condition (AN).

Soient donnés des ai E m(A’), en nombre égal à n; pour chaque i, il

existe un polynôme distingué Q_ (X), à coefficients dans B, tel que

~1(al) - 0 (Lemme 3). Soit

Introduisons des lettres X. et Y.., et soit P. (X. ; Y..) le polynômei tj 2014*2014 -*- ij

Considérons-le comme polynôme en X. à coefficients dans l’anneau H(Y..)

des séries convergentes en les lettres Y... Par application répétée duj

"théorème de préparation," on voit que, dans l’anneau H(X,..., X ; Yi,j),1 20142014 j

toute série convergente f(X~ ...~ X) est congrue~ module les 
à un polynôme R(X-.~ ... ~ X ) a coefficients dans 1.’ anneau H(Y..) ~ poly-

nôme dont le degré en X. est  p_ . Par l’unique homomorphisme (1(3 l’algè-

bre H(Y. _) dans B qui envoie Y.. en R(X~ ... ~ X ) devient un

polynôme S(X. ~ ... ~ X) a coefficients dans B~ clé degré  p. en X_ .
Cela dit, associons à chaque f(X1,..., X ) l’élément S(a1,...,

a ) ~ A’ , S désignant le polynôme défini par f. On définit ainsi une



application ~: H(Xl’ ..., X) 2014~ A’ ~ et on vérifie facilement que c’est un

homomorphisme d’algèbres, en utilisant les relations P.(a.; b..) = 0. Il

est clair que 03C6(Xi) = a., et la propriété (AN) est ainsi établie pour

l’algèbre A’, ce qui achève la démonstration.

Corollaire. Soient A une algèbre analytique, et B une sous-algè-

bre analytique. Si A est analytiquement engendrée par des éléments ai E

m(A) entiers sur B, alors A est entière sur B, et A est algébrique-

ment engendrée par les ~,1 et B.

En effet, soit A’ la sous-algèbre engendrée (algébriquement) par

les ai et B; A’ est entière sur B. D’après le Théorème 1, A’est une

algèbre analytique; puisque A est analytiquement engendrée par les a.,
on a nécessairement A = A’.

Remarque. Dans la situation du corollaire précédent, supposons de

plus que les a. soient en nombre fini ; alors B est une algèbre analyti-

que de génération finie. (En effet, les a. sont entiers sur une sous-

algèbre analytique B’ de B, de génération finie; d’après le corollaire,

A est algébriquement engendrée par les ai et B’, donc A est un B’-

module de type fini. Comme B’ est neothérien, le sous-B’-module B de

A est de type fini sur B’, donc B est engendrée par B’ et un nombre

fini d’éléments.)

Théorème 2. Soient A une algèbre intègre, et B une sous-algè-

bre de A, qui soit une algèbre analytique. Si A est entière sur B,

et si le corps de base K est algébriquement clos, alors A est une K-

algèbre analytique.

Démonstration: montrons d’abord que A est une K-algèbre locale.

Soit a un élément non inversible de A; d’après le Lemme 3, a est ra-

cine d’un polynôme distingué à coefficients dans B; donc (Lemme 4) a est

dans le radical r(A). Ainsi r(A) contient tous les éléments non inver-

sibles de A, et par suite A est un anneau local. Soit K’ = A/m(A) son



corps des restes; puisque A est entier sur B, K’ est une extension al-

gébrique de B/m(B) = K, donc K’ - K puisque K est supposé algébrique-

ment clos. Il s’ensuit que A est somme directe de K et de m (A) ;

autrement dit, A est une K-algèbre locale. Il suffit alors d’appliquer

le Théorème 1, et le Théorème 2 est ainsi démontré.

Corollaire: la clôture intégrale d’une K-algèbre analytique et

intègre est une K-algèbre analytique, lorsque K est algébriquement clos.

§6. Etude plus particulière des algèbres analytiques de génération finie.

Théorème 3. Soit A une algèbre analytique, analytiquement engen-

drée par des éléments a. E m(A) en nombre fini égal à n. Dans l’espace

vectoriel V engendré par les a., on peut trouver k éléments b. jouis-
sant des propriétés suivantes:

(a) si f(X, ... , Xk) est telle que f(b, ... , bk) - 0, alors f

est identiquement nulle (on exprime cette propriété en disant que les b.

sont analytiquement indépendants) ;

(b) A est un B-module de type fini, B désignant la sous-algèbre

analytiquement engendrée par les b..
Démonstration: l’énoncé est trivial si n = o. Supposons-le dé-

montré pour n-1, et prouvons-le pour n (n > 1). Si les a. sont analy-

tiquement indépendants, le théorème est démontré. Sinon, soit f E ~,
avec f(al,..., an) - 0, f T o. On peut effectuer sur les variables

X-.~...., X n une substitution linéaire homogène (de déterminant / o) telle

que, après cette substitution, f(0, ..., 0, 0. Le "théorème de pré-

paration" dit alors que f = uP, u E H(X1,..., Xn) étant inversible, et

P étant un polynôme distingué en Xn, à coefficients dans H(X. ~ ...~ 
L’élément u(al, ... , an) E A est inversible dans A, donc P(an; al, ... ,

0. Ainsi an est entier sur la sous-algèbre analytique A’ engen-

drée par al,..., an-l; d’après le corollaire au Théorème 1, A est un

1-module de type fini. En appliquant à A’ l’hypothèse de récurrence,

on obtient le théorème pour n. C.Q.F.D.



Corollaire. Toute algèbre analytique de génération finie est un

module de type fini sur une sous-algèbre analytique isomorphe .à une algè-

bre Hk, donc intégralement close.

(En effet, l’algèbre B du Théorème 3 est isomorphe à Hk, puis-
que les b. sont analytiquement indépendants.)

Théorème 4. Soit K un corps algébriquement clos, de caractéris-

tique nulle. La clôture intégrale A d’une K-algèbre analytique A de

génération finie est isomorphe au produit direct d’un nombre fini de K-

algèbres analytiques, chacune d’elles étant de génération finie.

Démonstration: examinons d’abord le cas où A est intègre. Soit

B une sous-algèbre analytique de A, de génération finie, intégralement

close, et telle que A soit un B-module de type fini (Coroll. au Théorème

3). Appliquons la Proposition 6, en y remplaçant A par B, F(A) par

F(B), et F’ par F (A) (corps des fractions de A). On trouve que la clô-

ture intégrale A est un A-module de type fini; on sait d’autre part

(Coroll. au Théorème 2) que c’est une algèbre analytique. C’est donc une

algèbre analytique de génération finie.

Le cas général se ramène à ce cas particulier, grâce à la Proposi-

tion 5. En effet, avec les notations de cette proposition, les Bl sont

des algèbres analytiques intègres, de génération finie.

APPENDICE 
,

Le "lemme de Hensel" pour l’anneau des séries convergentes.

K désigne un corps valué complet, non discret. A désigne l’an-

neau des séries convergentes à n variables, à coefficients dans K.

Soit s: A --~ K l’augmentation qui, à chaque série convergente, associe

son "terme constant."

A chaque polynôme P(X) à une variable X, et à coefficients dans

A, on associe le polynôme P(X), à coefficients dans K, qu’on obtient en

effectuant e sur les coefficients de P~X) .



LEMME DE HENSEL. Soit P (X) un polynôme unitaire à coefficients

dans A. Soit donnée une décomposition

dans l’anneau K[X], Ql étant des polynômes unitaires, premiers

entre eux. Alors il existe un système unique de deux polynômes unitaires

P2(X) à coefficients dans A, tels que

Démonstration: on va d’abord prouver l’unicité, en procédant par

identification. Le développement de chaque coefficient de P(X) en série

de polynômes homogènes dans l’anneau A permet d’écrire

les coefficients de Pk étant des éléments homogènes de degré k de A.

Puisque P(X) est unitaire, chaque Pk(X) est un polynôme en X de degré

 p, en notant p le degré de P(X), qui est aussi celui de P(X). De

même, les polynômes inconnus P.(X) (1 = 1,2) s’écrivent

Pki(X) étant de degré  q., en notant ci. le degré de P.(X), qui est aussi

celui de Qi(X); on a p = ql+ q2.
Le calcul formel des s’effectue comme suit. La relation (2)

équivaut à l’ensemble des relations (k = 1,2,...)

Si les ~: sont connus pour h  k, cette relation détermine Pk et Pk,
à cause des restrictions imposées à leurs degrés; en effet, on a vu que



La solution explicite de (3) est la suivante: si Ul(X) et U2(X) désig-
nent les polynômes, à coefficients dans K, de degrés respectivement  q~

et  q2’ tels que l’on ait l’identité de Bezout

alors PÔ est le reste de la division, par le polynôme unitaire Q., du
- i - - - - i -

polynôme produit Ui(Pk - 03A30hkPh1Pk-h2). ° le calcul des PÎ par

récurrence sur k. Et ceci prouve l’unicité.

Pour démontrer l’existence, nous prenons les polynômes P§(X) tels

qu’ils viennent d’être définis. Alors les polynômes

sont définis comme polynômes à coefficients dans l’anneau des séries for-

melles (par rapport aux n variables de l’anneau A), et ils satisfont

formellement à (2). Il reste à prouver que leurs coefficients sont, en

fait, des séries convergentes. On va utiliser dans ce but une méthode de

majorantes.

Introduisons une variable r > 0, qui majore toutes les variables

de l’anneau A. Pour chaque polynôme en X, à coefficients homogènes de

degré k par rapport aux variables de A, on appellera "majoration" de

ce polynôme un nombre de la forme ark qui majore la somme des valeurs ab-
solues des coefficients de ce polynôme (lorsque les variables de A sont

majorées par r) ; a désigne un nombre réel > 0. Tous les polynômes con-

sidérés sont de degré borné (strictement inférieur à 2p). Donc si ark ma-

jore un polynôme R, le reste de la division de R par l’un des Qi est

majoré par bar ( b désignant un nombre fixe > 0) .

Puisque le polynôme donné P a ses coefficients dans l’anneau des

séries convergentes, il existe M > o tel que chacun des Pk soit majoré
par Mrk. Soit c une majoration des deux polynômes U et U2; on ob-
tient une majoration de chacun des polynômes Pk et Pk en pre-

nant



7-23

Tout revient à montrer que les Nk ainsi calculés sont les coefficients

d’une série entière Nkzk dont le rayon de convergence est 1 o.

La relation qui définit les Nk par récurrence est

On peut supposer bcN1 ~ 1 (puisqu’on peut toujours remplacer M par un

nombre plus grand). Définissons des nombres ak par récurrence en posant:

On vérifie immédiatement que l’on a

et par suite tout revient à prouver que la akzk a un rayon de

convergence f o. Or cette série est le développement de la fonction holo-

morphe f(z) définie par la relation

car la méthode des coefficients indéterminés, appliquée à cette équation,

donne les relations (5); la solution est bien holomorphe, puisque c’est

(la détermination du radical étant celle qui est égale à 1 pour z = 0).

Ceci achève la démonstration.


