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Séminaire E.N.S. 1953-5k4

FAISCEAUX ANALYTIQUES SUR L'ESPACE PROJECTIF

(Exposé de J-P. Serre, 10-5-54)

§1. Ia d'"-cohomologie

1. Un lemme.

LEMME 1. Soit f(z) une fonction différentiable dans le disque

|z] <R. Si R' <R, 1l existe une fonction différentiable g telle que

/dZ = f, dans le disque lz|< R'.

Si f est en outre fonction différentiable, ou analytique, de para-

métres Ai’ on peut choisir pour g une fonction différentiable, ou analy-

tique, de ces parametres.

Soit ¢ une fonction différentiable, égale & 1 pour |z| <R'+e, &
0 pour |z| >R — €, e étant assez petit. ILa fonction f ¢ est a support
compact. On peut donc en faire le produit de composition avec la fonction
1/xz, qui est localement sommable. Soit

1

g = E*(f(p):

ce produit de composition, qui est une fonction différentiable sur ¢. Si

1'on considére 1/xz comme une distribution, on a:

j; -%E = 5, mesure de Dirac & 1'origine (cf. Schwartz, Distribu-
OZ tions, (II, 3;28))
D'ou 9g/d0z = fo, qui est égal & f pour J|z| <R'.

En outre, la continuité du produit de composition montre que si f
dépend différentiablement, ou analytiquement, de paramétres, il en est de
méme de g.

Note. Un résultat tout analogue vaut pour les distributions: on
remplace f par une distribution sur le produit direct de {z| <R par

1'espace des paramétres, et 1'on fait un produit de composition avec
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%E X By, B, désignant la mesure de Dirac de 1'espace des parametres.

2. ILa d"-cohomologie locale.

On sait (cf. Séminaire 1951-1952, exposé 1) que sur toute variété
analytique complexe, on a la notion de forme différentielle de type (p, Q):
c'est une forme dont 1'expression au moyen de coordonnées locales complexes
zZs fait intervenir p différentielles dzi et q différentielles de.
Si o est de type (p, @), do est somme d'une forme de type (p+l, q) et
d'une forme de type (p, g+l), que 1'on note respectivement d'w et d"w .
On peut aussi définir 4" comme la différentiation par rapport aux coor-
données Z; -

On observera que d"ed" = 0, autrement dit que 4d" peut étre con-

sidéré comme un opérateur de cobord.

PROPOSITION 1. Dans 1'espace Ck, considérons le polycylindre D

(resp. D') défini par les inégalités |z,;| <Ry,..., |Zk| <R, (resp. Iz, |

< Ri,..., Izkl < Rk, avec |R£|< R; pour tout i).

Soit o wune forme différentielle, différentiable sur D, de type

(p, @) avec q > 1, et telle gque d"o = 0. Il existe alors une forme dif-

férentielle, différentiable sur D, de type (p, 4 — 1), soit «a, telle gue

w=d"a sur D'.

Nous montrerons, par récurrence sur i, la proposition suivante qui
coincide avec la Proposition 1 pour i = k: (Ai) Soit o une forme dif-
ferentielle de type (p, 4), 4a > 1, vérifiant les conditions suivantes:

a) d"o = 0 pour Izj| < Rj (j <i) et |zl <R} (J > i),

J J
b) o ne contient pas dZ; 45 +--5 A7) (pour les valeurs ci-dessus

des Zi)'
I1 existe alors o telle que d"a = o sur D'.

Pour i = 0, 1'hypothése b) entralne o = 0, puisque g > 1. Donc

(AO) est vraie.

Montrons que (Ai _ l) = (Ai):
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Ecrivons o sous la forme o = dZi AB+7yY,0u B et y ne contien-
nent pas dZi,..., de. Si f désigne 1'un des coefficients de B, on peut,
d'aprés le Lemme 1, trouver une fonction g telle que ag/aZi = f pour
lzjl < Rj (J <i-1), Izjl < RB (j >1i —1). En outre, les conditions
a) et b) entralnent évidemment que les coefficients de w, donc de B et 71,
sont des fonctions holomorphes de Z3492¢++s Z)5 oOn pourra donc prendre
pour g une fonction holomorphe de ces mémes variables. Au moyen des fonc-
tions g, on construit de fagon évidente une forme Wy telle que:

d"w, = az; A B + y', pour |z.| < Rj (j <i), lz.| < R3 (j > 1),

1 J J
ou r' ne contient pas dZi,..., de (pour les valeurs ci-dessus des zi).
On a donc ® =d"o, + (v —r'), et, en appliquant (Ai_l) 4 la forme

Y —1', on obtient le résultat chercé.

COROLLAIRE. Toute forme différentielle de type (p, d), qui est d"-

fermée, est localement un d"-cobord si g > 1.

Remarques.

1) La Proposition 1 et son corollaire sont également valables pour
les courants de type (p, 4), c'est-a-dire pour les formes différentielles
a coefficients distributions. ILa démonstration est la méme.

2) Iles résultats précddents sont dis & Grothendieck (non publié).

On en trouvera une démonstration un peu différente dans une note de Dol-

beault (C-R, 236 (1953), p. 175-177)).

3. Un théoréme de Dolbeault.

Soit X une variété analytique complexe, de dimension complexe
égale & k. Nous désignerons par Gp,q le faisceau des germes de formes de
type (p, Q) sur X. L'opération d" étant de caractére local définit un

homomorphisme de @P’9 dans @Pr9*%,

Soit d'autre part oP le faisceau des germes de formes holomorphes

de degré p sur X; P est un sous-faisceau de qP-°,
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PROPOSITION 2. La suite d' homomorphismes de faisceaux:

0 — Qp_. Gp’o__d“_'_'._’ ﬁp’ld_", Tt Gp’k — 0

est une suite exacte.

Cela résulte du corollaire & la Proposition 1 et du fait évident que

les formes de type (p, 0) qui sont d"-fermées sont holomorphes.

Soit maintenant AP’¢ 1'espace vectoriel des formes de type (p, Q)
définies sur X tout entier (autrement dait, AP’9 = uO(x, @P>%y ); 1'opé-
ration d" applique AP’ dans AP’ 1) et g"ed" = 0. Si 1'on désigne
par A 1la somme directe des Ap,q’ on volt que A est un complexe bigra-
dué, 1'opérateur cobord étant homogéne et de bidegré égal a (0, 1). Nous
désignerons le groupe de cohomologie de bidegré (p, q) de A par 2P Y(a) .

Puisque les @P’? sont des faisceaux fins, on peut appliquer & la
suite exacte de la Proposition 2 un résultat élémentaire de théorie des

faisceaux (cf. Exp. 17, Prop.l), et 1'on obtient ainsi (Dolbeault, loc.cit.):

PROPOSITION 3. HI(X, oP) est isomorphe a HP’9(a).

Bien entendu, un résultat analogue vaut pour la cohomologie & sup-
ports dans une '"'famille ¢ ) et pour les formes différentielles & coeffi-
cients distributions; on peut également considérer des formes a coefficients

dans un espace fibré analytique a fibres vectorielles.

4. Applications.

La Proposition 3 a de nombreuses applications. Par exemple, si X
est une variété de Stein, on sait que Hq(X, oP)y = o pour ¢ > 1, puisque
oP est un faisceau analytique oohérent; donc Hp’q(A) = 0. Autrement dit:

Sur une variéte de Stein, toute forme de type (p, 9), a > 1, qui

est d"-fermée, est un d"-cobord.

En particulier, on voit gue 1'on peut améliorer la Proposition 1 en
prenant Ri = R; pour tout 1. A vrai dire, il serait facile d' obtenir
cette amélioration sans passer par la théorie des variétés de Stein: il
suffirait de faire un ''passage & la limite,'" analogue a celui utilisé dans

la démonstration des théorémes du type Mittag-lLeffler.
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Mais les applications les plus intéressantes de la Proposition 3

concernent les variétés kihlériennes compactes. On sait en effet (cf.

Séminaire 1951-1952, Exposé 1) que, sur une telle varidté, HP?3(A) est

isomorphe & 1'espace vectoriel des formes harmoniques de type (p, q). Il

en résulte en particulier que Hp’q(A) est symétrique en p et q; par
exemple, 14, o) = Ho’q(A) est isomorphe a Hq’O(A) = HO(X, Qq), espace
des formes holomorphes de degré g (nous avons noté © 1le faisceau des
germes de fonctions holomorphes sur X, identifié au faisceau ° des ger-
mes de formes holomorphes de degré 0). Si X est 1'espace projectif com-~
plexe de dimension k, il est immédiat que toute forme différentielle
holomorphe sur X, de degré > 1, est identiquement nulle (passer a 1'es-
pace vectoriel dont X est un quotient, par exemple). D'ou le résultat

suivant, qui sera utilisé plus loin:

Hq(X, ©) =0 pour q >1, si X est un espace projectif.

§2. Les théoremes fondamentaux

5. Le faisceau 0O(n).

Soit k un entier > 0, et soit Y I1le complémentaire de 1'origine

dans 1'espace ck*l, 1e quotient X de Y par la relation d'équivalence
définie dans Y par les homothéties est 1'espace projectif complexe Pk( c).
Nous noterons =« la projection: Y — X; si U est une partie de X, on
posera DU = n'l(U); par exemple, si x € X, Dx est une droite (privée de
1'origine).

k+1 . ;
Sur C , les fonctions coordonnées seront notées Zoreers B

k+1

Pour 0 < i <Kk, 1'ensemble Vi des points de C ou zi # 0 est un ou-

vert contenu dans Y; soit Ui = n(Vi) C X. L'ensemble des points de Y

ou z; = 1, soit Wi, est un espace affine, analytiquement isomorphe Y Ck,
et n est un isomorphisme de Wi sur Ui' En particulier, les Ui sont
des variétés de Stein, et nous avons ainsi défini un recouvrement U = {Ui}

de X par des variétés de Stein, qui est de dimension Xk (puisqu'il est
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formé de k+1 ouverts d'intersection non vide). Appliquant alors un théo-

réme de leray (cf. Exposé 17), on obtient:

PROPOSITION 4. Pour tout faisceau analytique cohérent & sur X,
on a Hq( U, 3 = Hq(X, F) pour tout q.

COROLLAIRE. HY(X, ® =0 pour q > k.

Note. ILa méme démonstration montre que Hq(X, ¥ =0 pour g >

dim X, si X est une variété projective; j'ignore si ce résultat s'étend

a toute variété analytique complexe.

Nous allons maintenant définir un faisceau qui jouera dans la suite

un rdle important. Soit n un entier (positif ou négatif), et soit U un

ouvert de X. Nous désignerons par O(n)U 1'ensemble des fonctions holomor-

phes sur

Dy qui sont homogenes de degré n, c'est-d-dire qui vérifient
1'identité:

¥*
f(tzo,..., tzk) =t f(zo,..., Zk) pour t € C , (Zo,..., Zk) € DU.

L'ensemble G(n)U est un espace vectoriel complexe. Si V C U, la
restriction & V d'un élément f de G)(n)U est un élément de O(n)V, d'ou

un homomorphisme O(n)U—'O(n)V vérifiant une condition de transitivité

évidente. Pour n fixé, les G(n)U définissent donc un faisceau, que nous

noterons O(n). Pour x € X, un élément de O(n), peut 8tre identifié a

une fonction holomorphe au voisinage de Dx’ homogéne de degré n. Il est

clair que O(n)U est identique a 1'espace des sections de ©O(n) sur U.

Lorsque n = 0, un €lément de @(n)U correspond biunivoguement a

une fonction holomorphe sur U; autrement dit, le faisceau ©(0) est iso-
morphe au faisceau © des germes de fonctions holomorphes sur X.

Si f € G(n)U et g € @(m)U, ona f-ge€ ®(n+m)U; en particulier,
pour m = 0, on voit que O(n)U est un module sur G(O)U, autrement dit

que ©O(n) est un faisceau analytique sur X.

Nous allons préciser ce résultat: notons 10 1la restriction du

faisceau O a 1'ouvert U;, et 6y 19 = ©(n) 1'homomorphisme de fais-
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ceaux deéfini par la multiplication par zin (multiplication qui transforme
bien une fonction homogéne de degré 0 en une fonction homogéne de degré n).

I1 est clair que Gi est un isomorphisme de 19 sur la restriction de o(n)
-1
. B, o
S R
tion par (zi/zj)n (c'est bien un automorphisme de ©, puisque Zi/zj est

\

a U d'autre part, sur U.n U 0, = u est égal & la multiplica-

i ij

holomorphe inversible sur Uin Uj)' Donc :

Le faisceau 0(n) peut étre défini é_partir des faisceaux 10O par

recollement au moyen des isomorphismes “ij: 19 - Jo. (Pour la notion de

recollement de faisceaux, cf. Séminaire 51-52, Exposé 20, No. 13).

On peut également identifier ©(n) au faisceau des germes de sections
holomorphes du fibré & fibre vectorielle de dimension 1, défini par les
changements de cartes (zi/zj)n (cf. Exposé 17). Bien entendu, ces diver-
ses définitions montrent que ©(n) est cohérent.

Déterminons enfin les sections de 0O(n) sur X tout entier, en nous
bornant au cas k > 1; une telle section est une fonction holomorphe sur Y,
et homogéne de degré n; son développement de Laurent montre que c'est un

polynome homogéne de degré n en Zgreees By

6. ILes faisceaux J(n).

Soit F un faisceau analytigue cohérent sur X, et soit 1z la re-
striction de ¥ & U;. La multiplication par (zi/zj)rl est évidemment un
isomorphisme “ij: 13- j3 au-dessus de Uiﬂ Uj'

Nous noterons 3(n) le faisceau obtenu é partir des falsceaux Ly

par recollement au moyen des isomorphismes Sk

Ie faisceau &(n) est donc isomorphe & & au-dessus de chague Ui’
et c¢'est en particulier un faisceau analytique cohérent. Pour & = 0O, on
retrouve évidemment le faisceau ©O(n) défini plus haut. Vu la définit{on
de 3F(n), une section de F(n) au-dessus d'un ouvert U C X peut étre iden-

tifiée & un systlme de k+1 sections Sgreees S 8. étant une section de &

k)
au-dessus de U n U;, qui vérifient les relations: 8y = (zi/zj)n-si au-

dessus de U N U.N U..
1 J
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On peut donner une caractérisation commode de 3(n) au moyen de la

notion de produit tensoriel de deux faisceaux analytiques: soient d'abord

¥ et G deux faisceaux analytiques, et posons, pour tout x € X, #x

3X ® Qx’ le produit tensoriel étant pris sur 1'anneau ox' Si ¥ désigne

la collection des gx, on montre facilement qu'il existe une structure de

faisceau analytique sur ¥ et un seule, telle que, si x = s(x) et x = t(x)

sont des sections de & et de G respectivement sur un ouvert U C X,

1'application x — s(x) ® t(x) € ¥ soit une section de ¥ sur U. Le

faisceau ¥® est appelé produit tensoriel des faisceaux JF et G , et noté

¥ ®qG, ou simplement & ® G; il jouit de toutes les propriétés du produit

tensoriel usuel. Si & et G sont cohérents, F® OQ est cohérent. (Pour

plus de détails sur cette opération, cf. J-P. Serre, Un Théoréme de Dualite,
Com. Math. Helv.).

PROPOSITION 5. 3(n) est canoniquement isomorphe & 3 ® j0(n)

. . . i i i
Sur chaque Ui’ on a un isomorphisme canonique «.: F— "FQ lO,

i 0
. . o _ ° (] N . .
et il est clair que “ij Q; = aj “ij’ d’ ou la proposition.

Signalons également une propriété de 1'opération 3F(n) qui résulte
immédiatement de la définition (ou bien de la Prop. 5):

PROPOSITION 6. Si @—~9% - C est une suite exacte de faisceaux ana-

lytiques cohérents (les homomorphismes étant analytiques), la suite @(n) —

B(n) = C(n) est exacte pour tout n € Z.

7. FEnoncé des théorémes fondamentaux.

Voici les théorémes qui, dans le cas de 1'espace projectif, jouent le

méme rdle que les théorémes A et B de la théorie des variétés de Stein:

Soit

§ un faisceau analytigue cohérent sur 1'espace projectif X.

T1 existe un entier no(3) tel que, pour tout n > no(g), on ait:

Théoreme A. HO(X, 3(n)) engendre

S(n)x, considéré comme Ox-module,
pour tout x € X.

Théoréme B. Hq(X, F(n)) = 0 pour tout q > 1.
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La démonstration sera donnée dans 1'exposé suivant. Nous allons

nous borner ici a démontrer un résultat préliminaire:

PROPOSITION 7. HXX, 0(n)) =0 pour g >1 et n >o.

Nous raisonnerons par récurrence sur k = dim X, le théoréme étant
trivial pour k = 0. Supposons-le démontré pour k-1, et démontrons-le
pour k. Nous raisonnerons alors par récurrence sur n; pour n = 0, on
a 0(0) = 0, cas qui a été traité au No. 4; supposons-le démontré pour

n-1, et démontrons-le pour n.

Soit H 1'hyperplan de cX™' @éfini par 1'équation z, = 0, et soit
E=x(H - (0}) 1'image de H N Y dans X, qui est un hyperplan projectif

de X, donc qui peut &tre considéré comme un espace projectif de dimension
k-1. On peut définir sur E un faisceau analogue au faisceau ©O(n) de X,
faisceau que nous noterons OE(n); si W est un ouvert de E, une sec-
tion de OE(n) sur W est une fonction holomorphe de Zyseees 2y SUP

D> qui est homogéene de degré n. Nous noterons OE(n)' le faisceau sur

X qui coincide avec OE(n) sur E, et est nul sur le complémentaire U,
de E (cf. Séminaire 50-51, Exposé 17). Soit p: 0O(n) —>OE(n)' 1'homo-
morphisme de faisceaux qui fait correspondre a une fonction holomorphe
homogéne de degré n sa restriction a4 HNY. Soit d'autre part o:
O(n-1) = O(n) 1'homomorphisme de faisceaux qui fait correspondre & une fonc-

tion holomorphe homogéne de degré n-1 son produit par la fonction Zg-

LEMME 2. ILa suite d"homomorphismes de faisceaux:

0 = 0(n-1) = 0(n) £— 0gz(n)' — o,

est une suite exacte.

Il est évident que o est injectif, et que pe0 =0. Si f €
GE(n);, on peut considérer f comme une fonction f' de Zgsew-s 2y, in-
dépendante de zy, et po(f') = f, ce qui montre que o est surjectif.
Enfin, si eo(f) =0, £ € O(n)x, cela signifie que f s'annule sur H,

donc est divisible par z., et le quotient sera un élément g € O(n-1),

O)
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tel que o(g) = f, ce qui achéve de prouver le lemme.

Appliquant la suite exacte de cohomologie, on obtient alors la suite

exacte:

H(X, 0(n-1)) = HY(X, o(n)) = HY(E, 0R(n)),

puisque 1'on sait que Hq(X, OE(n)') = Hq(E, OE(n)), cf. Séminaire 50-51,
loc. cit.

or H(X, O(n-1)) = 0 d'apreés 1'hypothése de récurrence sur n, et

HY(E, GE(n)) = 0 d'apreés 1'hypoth&se de récurrence sur k. D'ou
HH(X, o(n)) = 0, cafd.

Remarques.

1) 1I1 serait facile de calculer complétement les (%, o(n))
(n >0 ou < 0) par la méthode précédente. On trouve Hq(X, o(n))
pour g # 0 et # k, dim HO(X, o(n)) - (n;k), et dim HY(X, O(n)) (‘%gl
2) On peut obtenir les résultats précédents par une méthode directe

0

utilisant la Proposition 4 (Frenkel, non publié).

La Proposition 7 a la conséquence suivante:

COROLLATRE. ;E_théoréme B est vrai pour tout faisceau & isomorphe

).

s

\ . . . .
a une somme directe d'un nombre fini de faisceau ©(m).

On se raméne d'abord au cas d'gg seul faisceau O(m), en utilisant
le fait que 1'opération 3(n) commte & la somme directe (et que les
groupes de cohomologie d'une somme directe de faisceaux sont isomorphes &
la somme directe des groupes de cohomologie de chaque facteur). Ensuite,
on remarque que O(m)(n) est isomorphe & ©O(m+n), donc a des groupes de

cohomologie nuls pour n > -m.

(De fagon générale, F(m)(n) est isomorphe a F(m+n).)



