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Séminaire H. Cartan b _1
1951-52

FONCTIONS THETA SUR LE TORE, IT

(Exposé de H. Cartan, 17-12-1951).

Les notations de 1'expose precedent (3) étant conservées, nous
nous proposons essentiellement, dans cet expose, de prouver le:

Théoreme 3. Soient données: 1° une fonction L(x, y), C-lineaire

en x et R-lineaire en y, telle que

o(x, y) = L(x, y) — L(y, x)

soit & valeurs entiéres quand x et y appartiennent a I', et que

o(x, Jx) >0 pour Xx # O;

2° une fonction R-linédaire K(y). Alors 1'espace ¢-vectoriel des fonctions

théta (holomorphes) relatives & L(x, v) et K(y), c'est-a-dire des fonc-

tions holomorphes F(x) satisfaisant 3

—2mi(L(x,u) +2L(u,u) +K(u))

(1)  F(x+u) = F(x)e pour u € I',

a une dimension (complexe) non nulle, égale au ''pfaffien'" de la forme

o(x, y) rapportée a une base de I .

Rappelons la définition du pfaffien: si 1'on rapporte la forme
bilindaire alterndée o(x, y) & une base du groupe I, son discriminant
(i.e., 1le déterminant de ses coefficients qui sont entiers) est le carré
d'un entier » 0; cet entier est le pfaffien; il ne dépend pas du choix de

la base.

1. Choix d'une base du groupe T.

Lemme (classique). Etant donnée une forme bilinéaire alternée
o(x, y) & valeurs entidres sur le groupe I' de rang 2n, il existe une

base (el,..., e ; t

3 bpoee-s ty) de T, telle que

(2) { Q(ej, €,) =0 @(tj, t,) = 0 quels que soient J et k,
@(ej, tk) =0 si J#Kk, =d, 81 j =k,
les entiers d, étant > 0, avec d, ld, |- {a,

Le pfaffien est alors égal au produit d,dg--- d,, et les entiers
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dk sont tous # 0 si le discriminant de ¢ est # 0 ce qui est notamment
le cas si la forme hermitienne associde ®(x, x) est strictement positive

pour x # O.

Démonstration du lemme: si o # 0, soit d, la plus petite des

valeurs > O prises par o(u, v) pour ue I, v € I'n On a donc e, € r et

t, € I, avec o(e;, t;) = d;. Pour tout u € T, ¢(u, t;) est multiple de

d,;: on le voit en considérant o(u — Xy, tl), »  étant un entier tel

que |o(u, tl) —‘xdll < d De méme, @(el, v) est multiple de d,, pour

1°
tout v € T. Tout u € I' s'écrit alors d'une seule maniére

U n t
ou . © my

a o (i.e., o(e,, v) = o(t;, v) =0). On poursuivra donc la réduction de

sont entiers, et v est conjuggé de e, et tl par rapport

¢ dans le sous-groupe Fl (de rang 2n-2) conjugué de e, et tl; or,

pour ue€r, et ver, o(u, v) est multiple de d,, car

p(u+re v+tl) = o(u, v) + Ay

l)
ce qui permet de choisir 1'entier A de manieére que le premier membre
soit < dl en valeur absolue, donc nul.

7/ ~ N A Y . -
Dans le sous-groupe T on est ramené au meme probleme qu initia-

l}
lement; il se résout trivialement si la restriction de o 3 Fl est nulle,
sinon 1'entier d, a été remplacé par un entier d, multiple de d;. On

obtient donc le lemme, par récurrence sur 1'entier n.

2. Transformation des conditions duAPrgplémg.

Choisissons désormais une base (CHPTR €5 Byseees tn) de T,

comme il est dit dans le lemme. C'est aussi une R-base de 1'espace E.

Soit A le R-sous-espace engendré par €;;,..., € et B 1le R-sous-espace

n’

engendré par tl,..., tn. Je dis que E est somme directe du sous-espace

A et du sous -espace JA engendré par Jel,..., Jen,-— tout au moins si

o(x, Jx) > 0 pour tout x # 0 (ce que nous supposerons désormais). Il
suffit de montrer que A N (JA) = {0}; or si un x € E est tel que x € A

et Jx € A, ona o(x, Jx) =0 d'aprés (2), d'ou x = 0.
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Prenons donc €95-+., €, COmme base de E pour la structure vec-

torielle complexe. Alors les éléments t ooy tn de la base de TI' ont

1’

des coordonnées complexes s

(3) tj:ET

On peut transformer le probléme en multipliant les F(x) cherchées

jkek .

par une méme fonction théta triviale. On peut donc modifier la fonction
L(x, y) donnde, en en retranchant une forme C-bilinéaire symétrique
Gz(x, y). Or une telle G, est déterminée par la donnée des nombres com-

plexes Gz(ej, ek); posons
GQ(ej’ ek) = L(ej) ek) 3

on a bien Gz(ej’ ek) —-Gz(ek, ej) = L(ej, ek) —-L(ek, ej) = @(ej, ek) =0

d'apres (2). En retranchant G, de L, on se ramene donc au cas ou

() L(es, &) = 0 ;
cela revient & dire que
(") I{x, y) =0 pour y € A

(i.e., y combinaison R-linéaire des ej), quel que soit X.
D'une fagon précise, la fonction L(x, y), qui est C-linéaire en

x, est déterminée par les conditions (4) ou (4'), et par

(5) L(ej: tk) = 6jk dk (: ¢(ej: tk) d'aprés (h')))

ol Sjk désigne le symbole de Kronecker. Exprimons que m(tj, tk) = 0:

(6) L(tj: tk) = L(tk’ tj) 5

ceci veut dire que, pour x et y dans le R-sous-espace B engendré

par t,,..., t , la forme R-linéaire L(x, y) (& valeurs complexes) est

n’
symétrique. D'ailleurs, L(tj, ty) = dy Tix d'apres (3) et (2); donc la

condition (6) exprime que la matrice (complexe)
{d, Tjk}

est symétrique.
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I1 reste & exprimer 1'hypothé&se suivant laquelle o(x, Jx) =
o(x, x ) est >0, x # 0. Or la forme hermitienne ®(x, y) est déterminde
par les @(ej, ek), qui sont réels puisque @(ej, ek) = 0 en vertu de (2).
I1 suffira donc d'é&crire que ®(x, x) >0 quand X # 0 appartient au
R-sous-espace A engendré par €1s-++5 €,- On va transformer cette con-

dition: chaque y € B se décompose d'une seule manidre:

T "

vy =y +Jy", avec y' €A, y"' €A ;

et 1'application y —7y" est une application linéaire biunivoque de B
sur A (pour le voir, il suffit de vérifier qu'elle est biunivoque; or

y" =0 entrafne y =y', et conome A N B = {0}, cela implique y = 0).
Bref, il suffit d'exprimer que o(y'", Jy") > 0 pour tout y non nul de B.
Oor o(y", Jy") = o(y", y) puisque o(y", y") = 0 d'apres (2); et o(y", y)
= L(y", y) puisque L(y, y'") = 0 d'apres (4'). Enfin, L(y, y) =

L(y', y) + iL(y", v), d' ol finalement

o(y", Jy") = Im L(y, vy).

Ainsi: sur le sous-espace B engendré par t t,, la forme R-bi-

1reees Ty
lindaire symStrique L(x, y), de matrice {dijk}’ a pour partie imagi-

naire une forme définie positive.

3. Theéoreme d'existence des fonctions théta.

Compte tenu des transformations gui prééédent, le thdéoréme 3 se

trouve ramené au suivant:

Théoréme 3 bis. On donne une C-base {el,..., en} de 1'espace E,

un systéme de n vecteurs G tn, et un systéme de n entiers dk > 0,

1700

satisfaisant aux conditions suivantes: si 1'on pose

(3) tj = E Tk

la matrice (complexe) {dijk} est symétrique, et sa partie imaginaire
est définie positive. Alors les fonctions F(x), holomorphes dans E,
et telles Qque

(@) Pxre;) = F(x); () Fx+t,) = F(x)e~2T1(d) e+ ay)
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(ou les constantes complexes ay sont données arbitrairement, les Sx dé-
signant les coordonnées complexes du vecteur x), forment un espace C-
vectoriel de dimension (complexe) égale au produit dl--- dn'

Les formules (@) et (B) ont été déduites de (1) en explicitant
L(x, y) grice & (4) et (5).

Nous allons démontrer ce théoréme. Au moyen d'une translation,
on se raméne aussitdt au cas ou tous les a) sont nuls, ce Jque nous sup-
poserons désormais. Nous noterons encore L(x, y) la forme R-bilinéaire

. /e » N
symétrique, définie sur B par les relations

(7) L(tj, tk) = dijk .

Soit F(x) une solution (se elle existe). Grace a (o), F se
aéveloppe en série de Laurent suivant les fonctions e°"* ' "X (o r-x dé-
signe le produit scalaire S L Pngn du vecteur r = (rl,..., rn)

a coordonnées entiéres, et du vecteur x = (E5eees én)). Autrement dit,

on a un développement de Fourier:
P(x) = 5 Cr62w1r-x
r

Les relations (B) vont se traduire par des relations lindaires entre les

coefficients Cpe Avant de les expliciter, associons au point r du groupe

z?, 1e point f(r) de 1'espace B, défini par
r r
f(r) = —= T - N
dl dIl
Le point f(r) décrit un sous-groupe discret de 1'espace B engendré par
t t
tl,..., tn, a savoir celui engendré par les points g 59.. Alors le
1 n
produit scalaire r-x n'est autre que L(x, f(r)). On derira Tr(p) Pour
c.; les relations (B) s'dcrivent alors:
v 2miL(x,t) Yf(r)e2wiL(x+tk,f(r)) _ ¥ Yf(r)GENiL(X,f(P))
f(r) (r)

Ceci équivaut a

(8) (e, © Yf(r)e2viL(tk,f(r))
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Ces relations permettent de calculer, par récurrence, tous les coefficients
a partir des Yf(r) pour lesquels f(r) est dans le domaine fondamental
suivant: 0 < ry < dl""’ 0<r, < dn. I1 reste ainsi des coefficients
arbitraires, en nombre égal au produit dl LR dn‘ Nous avons encore &
démontrer la convergence des séries ainsi obtenues ("'séries théta'). Etant

donné un point a du domaine fondamental, on considére tous les r tels que

f(r) soit congru & a, modulo le sous-groupe engendré par tiseee, T Onoa

e—ﬂiL(f(r)+tk,f(r)+tk) _ e—wiL(f(r), (r)) Yf(r)-e’WiL(tk’tk)

Tr(r)+ty, ©
d'ou

e—ﬂiL(f(r),f(r)) - o-TL(f(a),f(a)) . -e"”i(zgzl(rj_aj)Tj’)

£(r) a J
Finalement
Tr(r) = T
avec
M) = L), £() — LE(e), £(a) ~E (ry- )T

=1

Comme la partie imaginaire de L(f(r), f(r)) est strictement positive
pour r # 0, on voit que la série
@a(x) _— evix(r) eEvir°X
f(r) =a
est normalement convergente. Alors la solution générale F(x) du systéme
d'équations (o), (B), est combinaison linéaire (homogéne), & coefficients
complexes arbitraires, de ces d --- dIl séries ®a(X)' Ceci achéve la dé-

monstration du théordme 3 bis, et en méme temps du théordme 3 (§1).

L. Complément au théoreme 3.

Soient données les fonctions L(x, y) et K(y) comme dans le

théoréme 3.

Proposition 6. Dans les hypothe&ses du théoréme 3, il existe une

fonction th&ta holomorphe F(x), relative & L(x, y) et K(y), dont le di-
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viseur ne solt invariant par aucune translation autre que celles du groupe
r.,

Tout d'abord, il résulte de la prop. 4 de 1'exposé 3 que le di-
viseur d'une F(x) relative & L et K, et non identiquement nulle, n'est
invariant par les translations d'aucun vrai sous-espace vectoriel de E.
Cela étant, associons a chaque solution F(x) non identiquement nulle, le
groupe discret I'' des translations laissant invariant le diviseur de F(x).
Je dis que F(x) est une fonction théta relative & T' (et aux fonctions
L, et K): en effet, il existe (exposé 2) une fonction théta G(x) rela-
tive au groupe TI', admettant le méme diviseur que F(x); G/F est une fonc-
tion théta triviale (la notion de fonction théta triviale est indépendante
du groupe I', pourvu que son rang soit 2n); donc on peut normaliser G de
manidre que G/F soit identique & un. Autrement dit, F est bien une fonc-
tion théta relative au groupe I'', et alors il est immédiat que les fonc-
tions IL(x, y) et K(y) attachées & cette fonction théta sont les mémes que
pour le groupe I'.

Cela étant, notons O(TI, L, K) 1l'espace C=vectoriel des fonctions
théta attachées au groupe I et aux fonctions L et K. Si TI' est un
vrai sur-groupe de I', O(I'', L, K) est un sous-espace vectoriel de O(T,

L, X), dont la dimension divise strictement celle de 0O(I', L, K): car
le quotient des deux pfaffiens est €gal a 1'indice du sous-groupe I' de

. Ie groupe T étant donné, tous les T possibles forment une famille

dénombrable; & chacun d'eux correspond un vrai sous-espace vectoriel de

o(r, L, K), donc un sous-espace fermé sans point intérieur. D'aprés le
théordme classique de Baire, O(TI, L, K) n'est pas réunion d'une famille
dénombrable de sous-espace fermés sans point intérieur. Donc il existe
une F(x) € 0(r, L, K) qui n'appartient & aucun des O(I'', L, K); et ceci

démontre 1la proposition.

5. Le groupe de tous les diviseurs sur un tore complexe E/T.

Nous allons récapituler quelques -uns des résultats obtenus dans
les exposés 2, 3 et k. Soit © 1le groupe (additif) des diviseurs dans

1'espace E/I'; il est isomorphe au guotient du groupe (multiplicatif) J
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des fonctions théta (méromorphes) par le sous=groupe ﬂb des fonctions
théta triviales (cf. exposé 3, n° 1). De plus, tout diviseur est dif-
férence de deux diviseurs positifs (exposé 2). Chaque diviseur définit

une fonction o(x, y), R-bilinéaire alternée, a valeurs entiéres sur r,
et gqui satisfait & la condition

(1) o(Jx, Jy) = o(x, y) (prop. 1 de 1l'exposé 3).

Si en outre le diviseur est positif, la fonction ¢ correspondante satis-
fait &

(11) ¢(x, Jx) >0 (prop. 2 de 1'exposé 3).

Dire que o(x, y) est identiquement nulle, c'est dire que 1'intersection
du diviseur avec tout 2-cycle de E/I' est nulle; c'est aussi dire que la
forme harmonigque o de 1'exposé 2 (n° 7) est nulle; ceci exprime que la
classe de cohomologie (de dimension 2) définie par le diviseur est nulle.
Observons que la classe de cohomologie d'un diviseur positif ne peut &tre
mulle que si le diviseur est nul (c'est-a-dire si la variété du diviseur
est vide).

Le groupe I' (de rang 2n) et la structure complexe de E &tant
donnés, considérons 1'ensemble de toutes les o(x, y), R-bilinéaires alter-
nées, a valeurs entiéres sur I, et qui satisfont aux conditions (I) et
(II). Soit V 1le sous-espace C-Vectoriel des x € E tels que o(x, Jx)
= 0 pour toutes ces ¢. Il existe alors une ? telle que mo(x, Jx) =0
soit équivalent & x € V. En vertu de la prop. 4 de 3, tout diviseur
sur E, invariant par T, est 1'image réciproque d'un diviseur sur E/V,
invariant par 1'image (discrote) I'' de I dans E/V (cette image est dis-
crete en vertu de la prop. 3 de 3). Le groupe 9 s'identifie donc au
groupe des diviseurs de 1'espace E/V, invariants par le groupe T'.

" e . . \ .
Ainsi, 1'étude du groupe ¢ se trouve ramenée au cas ou V est réduit a

0. Lorsgque V = {0}, on dit que le tore E/T est non dégénéré.

Remarque. En général, soit V' le sous-espace C-vectoriel des

x tels gque 9(x, y) = 0 pour tout Yy € BE et toute ¢ satisfaisant 3 la
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condition (I) seulement. V' est évidemment contenu dans V; en fait, V'
peut &tre distinct de V. On donnera (exposé 5), dans le cas ou la dimen-
sion (complexe) n de E est égale & 2, 1'exemple d'un groupe TI' pour
lequel V' =0 et V =E. Pour un tel groupe I, tout diviseur est néces-
sairement nul; donc il ne suffit pas qu'une o(x, ¥), & valeurs entiéres
sur T, satisfasse & (I), pour qu'elle corresponde effectivement & un divi-

seur. Par contre:

Proposition 7. Supposons que le tore E/T soit non dégénéré.
Alors, pour toute o(x, y), R-bilinéaire alternde & valeurs entidres sur T,
et satisfaisant & (I), il existe un diviseur donnant naissance a cette
o(x, y).

En effet, soit wo(x, y), R-bilinéaire alternée, & valeurs entiéres
sur I, et satisfaisant & (I) et en outre & la condition: $O(X, Jx) > 0
pour tout x # 0. On peut multiplier Py par un entier > 0 convenable, de
maniére que Py (x, Jx) > 9(x, Jx) pour tout x. Si 1'on pose

P~ P = P,

» est la différence de deux fonctions 9, et ? 5 satisfaisant toutes
deux & (I) et (II). Donc chacune d'elles correspond & un diviseur (cf.
théoréme 2, exposé 3); leur différence ¢ correspond a la différence de

ces diviseurs.
C.Q.F.D.

Dans ce qui préceéde, nous avons défini un homomorphisme du groupe
9 des diviseurs dans le groupe des o, bilinéaires alterndes, a valeurs
entiéres sur I, et satisfaisant a (I) (autrement dit, dans le groupe des
classes de cohomologie entiére, de type (1, 1));et, lorsque le tore E/F
n'est pas dégénéré, c'est un homomorphisme sur (prop. 7). Proposons-nous
maintenant d'étudier le noyau J de cet homomorphisme.

Si un.,diviseur D € J, il existe des fonctions théta admettant D
(cela résulte de 1'exposé 2, n° 5). Une telle fonction théta peut étre
normalisée de maniere que L(x, y) soit identiguement nulle; on a alors

—27iK(u)

F(x+u) = F(x)e pour tout u € I';
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autrement dit, les multiplicateurs sont des constantes complexes, que 1'on
peut d'ailleurs supposer de valeur absolue égale & un (en normalisant de
manidre que la fonction XK(y) soit réelle). Ces multiplicateurs sont alors
entiérement déterminés, puisgu'aucune nouvelle normalisation n'est plus
possible. Ils définissent un homomorphisme du groupe I' dans le groupe
R/Z des nombres réels modulo un, c'est-a-dire un élément de Hom(T, R/Z),
qui n’est autre que Hom(B,(E), R/Z), en notant B,(E) 1le groupe de Betti
de E pour la dimension un. Ainsi, on vient de définir un homomorphisme
du noyau J dans le groupe P = Hom(I', R/Z) = Hom(Bl(E), R/Z). Or ce der-
nier groupe est muni d'une structure de variété analytique-complexe, de di-
mension (complexe) n: c'est un résultat valable pour toute variété kah-
1lérienne compacte E. Voici comment on peut définir cette structure: puis-
que B (E) est un groupe abélien libre (groupe sans torsion, de type fini),
Hom(Bl(E), R/Z) s'identifie canoniquement au gquotient de Hom(Bl(E), R)
par un sous-groupe discret Hom(Bl(E), 7); il suffit de définir, sur
Hom(Bl(E), R), une structure d'espace vectoriel sur le corps complexe C.
Or il existe une différentielle de premiére espéce, et une seule, dont les
périodes aient des parties réelles données; ceci identifie Hom(Bl(E), R)

4 1'espace des conjuguées des formes différentielles de premiére espdce,
qui est un espace C-vectoriel. Nota: Ila variété analytique-complexe P

n'est autre que la variété de Picard.

Proposition 8. Si le tore E/T n'est pas dégénéré, 1'homomorphis-
me de § dans la variété de Picard P = Hom(T, R/Z) est un homomorphisme
sur.

En effet, soit o, une fonction bilinéaire alternée a valeurs en-
tidres sur T, et satisfaisant & (I) et (II). Soit F(x) une fonction théta
holomorphe donnant naissance & Py Pour toute translation h € E, le quo-
tient F(x+h)/F(x) est une fonction théta dont le diviseur appartient 3
g; et 1'on voit facilement que h peut étre choisi de manidre que 1'in-

variant de F(x+h)/F(x) soit un élément arbitraire de Hom(TI, R/Z).
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I1 resterait enfin & étudier le noyau @ de 1'homomorphisme
g — Hom(r, R/Z).
C'est le sous-groupe des diviseurs homologues a zéro, et pour lesquels il

existe une fonction méromorphe, invariante par I, admettant ce diviseur.

Une telle fonction s'appelle une fonction abéliqgg@ relative au groupe T
1'étude des fonctions abéliennes fait 1'objet de 1'exposé suivant. Le
groupe @ est isomorphe au groupe multiplicatif des fonctions abéliennes
(relatives 8 I'), modulo le sous-groupe des fonctions constantes.

On notera que @ n'est autre que le groupe des diviseurs linéaip@-
ment équivalents & zéro (dans le langage de la géométrie algébrique) (cf.
exposé 2, n° 8). Ia proposition 8 montre que, lorsque le tore E/T est
non dégénéré, le groupe quotient J/@ est canoniquement isomorphe a la

variété de Picard.



