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Séminaire H. Cartan, 17-1

1951-52

UN THEOREME SUR LES MATRICES
HOLOMORPHES INVERSIBLES

(Exposé de Jean Frenkel, 12-5-52)

1. Enoncé du théordme.

On va considérer(iesgolycylindres compacts dans 1'espace ct (ae
coordonnées complexes Xqseens X)) c'est-é—éire des ensembles produits
B X +ee X Sn’ ou 61 désigne un ensemble compact dans le plan de la varia-
ble X5 . Un tel ensemble compact A sera dit simplement connexe si son
premier groupe de cohomologie de éech Hl(A, 1) a coefficients entiers est
nul. Pour cela, il faut et il suffit que Hl(ai, Z) = 0 pour 1<i<n.
Pour que Hl(ai, 1) = 0, il faut et 11l suffit que 1le oomplémentaire de Si,
dans le plan de la variable x;, soit connexe (cela résulte facilement de
la suite exacte de cohomologie et de la "dualité" des variétés). ILes cH
ne sont pas nécessairement connexes.

Thégyém@ 1. Soient, dans 1'espace Cn, deux polycylindres com-

pacts

\ ]

A" = 8. X ee0 X B

" 1" "
= d oo 8
1 n’ A 1 x X n

tels que 63 = ag pour tout 1 sauf un au plus. Supposons que 1'inter-
section A'Nn A" (qui est un polycylindre compact) soit simplement connexe.
Soit M une matrice carrée (p lignes et p colonnes), holomorphe et in-
versible dans A'Nn A", c'est-a-dire une matrice dont les termes sont des
fonctions holomorphes dans A'n A" (i.e., holomorphes dans un voisinage
ouvert de A'n A") et dont le déterminant est # 0 en tout point de a'n Aa'".
Alors il existe une matrice M' holomorphe et inversible dans A', et une
matrice M" holomorphe et inversible dans A', telles que

M =M -M" dans a'n a"
(le signe - désigne la multiplication des matrices).

Ce théoréme sera 1'un des fondements de la théorie qu'on dévelop-

. . ~ . .
pera dans les exposés suivants. Il est lui-meme un cas particulier d'un
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théoreéme plus général. Observons d'abord qu'une matrice holomorphe inver-
sible (3 p 1lignes et p colonnes) n'est pas autre chose qu'une applica-
tion analytique dans le groupe linfaire complexe & p variables. Ie théo-

réme 1 se généralise alors comme suit:

Théoréme 2. Ies hypoth&ses sur A', A" étant celles du théordme 1,
soit f une application analytique de A'Nn A" dans un groupe de Lie com-
plexe @, supposé comnnexe. Alors il existe une application analytique f'
de A' dans G, et une application analytique f'" de A" dans G, telles
que

£f =f'f" dans aA'n A"

(le signe - indigue la multiplication définie par la loi de composition de
@).

On observera que dans le cas particulier ou G = c” (groupe multi-
plicatif des nombres complexes # 0), ce théoréme est bien connu: puisque
A'n A" est simplement connexe, il existe g holomorphe au voisinage de
A'n A", telle que f = e®. oOn écrit, grice & 1'intégrale de Cauchy, g =

1

g'+ g'", g' étant holomorphe dans A" et g" dans A". Il suffit alors de
1 7"
prendre f' =¢&® , " =8 .
2. Propositions préliminaires.
ILa démonstration du théoréme 2 étant assez délicate, nous établi-
rons d'abord quelques propositions auxiliaires.

Soit E une variété analytigque-complexe. On dit que E est ana-

lytiquement rép;gq@;l§ si, en notant I le segment [0, 1] de la droite réel-

le, 11 existe une application continue f de E x I dans E telle que

1) pour chaque t € I, x — f(x, t) est une application analytique-
complexe de E dans E;

2) pour tout x € E, f(x, 0) = x et f(x, 1) = a, a désignant
un point de E, indépendant de x.

Exemple: un polycylindre ouvert, connexe et simplement connexe,

est analytiquement rétractile.
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Proposition 1. Soient E et F deux variétés analytiques-com-
plexes. Si E est somme topologique de veriétés analytiquement rétrac-
tiles E., et si F est connexe, 1l'espace H(E, F) des applications ana-
lytiques de E dans F, muni de la topologie de la convergence compacte
(Bourbaki, Top. Gén., Ch. X), est connexe.

Tout d'abord, H(E, F) s'identifie a 1'espece produit des H(Ei, ).
I1 suffit de montrer que chadque H(Ei, ') est connexe. On est donc ramene
au cas ou E est analytiquement rétractile. Soit alors f(x, t) comme
ci-dessus. Si g € H(E, F), 1'application composée (x, t) — g(f(x, t))
est une application continue de E X I dans F, analytique en X pour
t fixé, égale & g(x) pour t =0, et & g(a) pour t = 1. Elle dé-
finit, dans 1'espace H(E, F), un arc joignant 1'élément g € M(E, F) a
une application constante. D'autre part, puisque F est connexe, deux
applications constantes peuvent aussi €tre jointes par un arc. Ceci achéve
la démonstration.

Si G est un groupe de Lie complexe, la lol de composition de G
définit, dans 1'espace H(E, G) des applications analytiques de E dans
G, une loi de composition qui fait de H(E, G) un groupe topologidque. Son

i< 3 .
élément neutre € est l:appliqu;on neutre, qui envoie E en 1'é1ément

neutre e de G.

Si E est somme topologique de variétés analytiquement rétractiles,
et si G est connexe, alors le groupe X(E, G) est connexe, d'aprés la
proposition 1. Donc, quel que soit le voisinage V de € dans H(E, G),
tout élément de H(E, G) est le produit d'un nombre fini d'é1éments de V.

Proposition 2. Soit K wun polycylindre compact et simplement con-
nexe de 1'espace c™. Toute application analytique f de K dans un
groupe de Lie complexe G, connexe, peut &tre approchée uniformément par
des applications analytiques de c™ dans G.

En effet, soit U wun voisinage ouvert de e dans G, assez petit
pour que U possede un systéme de coordonnées locales complexes. D'apres

ce qui précéde, f est le produit d'un nombre fini d'applications analy-
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tiques fi de K dans U. Il suffit de montrer que chagque fi est limite
uniforme d'applications analytiques de ¢ dans U. Or les coordonnées
locales du point fi(x) sont des fonctions holomorphes sur K; d'apres un
théoréme classique, elles sont, sur K, limites uniformes de polyndmes.

Ceci prouve la proposition.

3. Démonstration du théoréme 2: constructions préliminaires.

Soient donnés les deux polycylindres compacts

t ot . ' "o oan e "
A = 61 X X 6n » AT = 61 X X 6n )
tels que 83 = ég pour 2 <1 <n. On suppose que les 6; (i > 2) sont

simplement connexes, ainsi que éi n SX. Ecrivons désormais ' au lieu

i, 8" au lieu de d!', et soit & =38"n 8". Notons A le produit

de d 10

Sé X eee X 65: c¢'est un polycylindre compact, simplement connexe, de 1'es-
pace (X55 ..., x,) . On notera simplement y un point de cet espace.

Finalement, on a

1

A :6'XA, A":S"XA, A'ﬂA"Z@XA.

L'application f du théoréme 2 étant donnée, il existe un voisi-

nage 66 de &', un voisinage & de 8", et un voisinage A

0 de A,

0

tels que f soit définie et analytique au voisinage de 6Ox Ao (60 aé-

signant 1'intersection 66 N 68). On peut supposer:

1) que AO est un polycylindre compact et simplement connexe;
2) que &y et 57 sont des réunions de carrés fermés dont les cOtés
ont pour abscisses (resp. pour ordonnées) des multiples entiers d'un méme

nombre r, et enfin que 60 est simplement connexe.

ré . . <4 . .
Pour une démonstration de ces faits élémentaires, voir H. Cartan,

loc. cit.

il

Les frontiéres de 66, 5, et 60 se composent de segments de

droites parelldles aux axes de coordonnées. Pour chajue a > 0 tel que
2a < r, soit 66(&) le domaine polygonal fermé obtenu en retranchant de

65 une bande de largeur a tout le long de la frontiére de 66. Défini-

tion analogue de Sg(a) et de 50(3). On a
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60(a) = So(a) n oo(a) .
Choisissons a assez petit pour que &' soit intérieur 3 66(3), et &"

intérieur a 68(&). Notons (pour tout entier i > 1):

; 1'ensemble compact 6é(a —27ta)
65 1'ensemble compact 68(& —271a)

ch 1'ensemble compact 6O(a —27ta) .

Soit Yi 1'intersection de 65 avec la frontire de 63; et soit TE

1'intersection de 63 avec la frontiZre de 6;. Alors la frontidre de

5, = 63 n 6£ est la réunion Yi U YE . Pour 1 >0, la distance d'un

. . —(i+
point quelconque de Yi a4 un point quelcongque de 63+1 est > 2 (1 l)a;
de méme pour la distance d'un point de YE & un point de 6;+1' Enfin,

1'intersection des ai est un voisinage de &', et 1'intersection des 6;

est un voisinage de &'". Il est clair que la longueur totale de chacune
des lignes polygonales Yi et YE est majorée par un nombre indépendant
de 1, dque nous noterons 7K.

U désignant toujours un voisinage de e dans le groupe G, voi-
sinage dans lequel on a fait choix d'un syst®me de coordonnées locales
complexes, nulles au point e, ces coordonnées locales définissent dans
U une structure vectorielle au voisinage de e, qui est le zéro de cette
structure. Elles définissent aussi une norme hermitienne; on notera |M|
la norme d'un élément *» € U. Si |A| est assez petit, A~' est dans Us
en outre, puisque la loi de composition de G: (A, ) = A*p est "tan-
gente'" & 1'addition des vecteurs, il s'ensuit que, pour A et p assez

petits, 1 -(k+u)'u—l est défini et satisfait &
=1 -1 2
(1) Oy swTH ] < Mosup(InIE, [wl®)

M é&tant un nombre > 0 fixe convenable. Nous appellerons o un nombre
> 0 tel que (1) ait lieu chaque fois que [rx| < a et |p| < a. Nous as-

treindrons a 2 la condition

(2) a < a/(4MK), ce qui est licite.
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Supposons démontre le lemme suivant:

Iemme. Si 1'application analytique f de & . x A, dans G prend

0™ "o
ses valeurs dans U et satisfait &
(3) If(x, ¥)| <% pour x €8y, ¥ €a, ,

il existe une application analytique f' de A' dans U et une appli-
cation analytique f" de A" dans U, telles que 1l'on ait
f=1f".f" dans a'na" .
Le théoreme en résultera dans toute sa généralité. Plagons-nous
en effet dans le cas général; d'aprés la prop. 2, f peut se mettre sous

la forme fl-g, ou fl est une application de 5,% A dans U satis-

0
faisant a la condition (3), et ou g est la restriction & B,% A d'une
application de ¢™ dans G. D'aprds le lemme, on a £ = fi-fx dans

A'n A", d'ou f = £1-(£7+8), ce qui établit le théoréme.

Ainsi, tout revient a démontrer le lemme.

4. Démonstration du lemme.

Posons

(&) 8% - o .
K

On a donc, par hypothese, [f(x, y)| <pe pour x € 8,» ¥ € A,. Pour

X €08, ¥ €A, 1'intégrale de Cauchy permet d'écrire
f(X: Y) = fé(X, Y) + f'O'(X’ Y):
avec
' _ 1 dg " _ 1 de
fO(X’ y) = I S: (e, y) Tx fO(X: y) = Rkl S: (e, v) =

1
To To
(les sommes et les intégrales sont relatives a la structure vectorielle

de U). L'intégrale fé(x, y) est définie et holomorphe pour X € 6&,

y €8, et y satisfait a
|fé(x, 7 < % o g-, c'est-a-dire, d'aprds (4), |fé(x, v)| <a.

De méme, on a |fy(x, y)|< o pour x e 3], y €4,
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Pour x € 61, y € 44, On peut donc considérer le produit
£, ) = (£50, )70 - f(x, y) - (kYT
C'est une fonction holomorphe qui, d'apres (1), satisfait &
£, ¥ | < Mo®
donc, compte tenu de (2) et (L),

1
lfl(x, v < I P pour Xx ¢ 8, ¥ €4,

Pour un entier k > 1, supposons déja définie la fonction fk(x, y)
holomorphe pour X € Sk, Y € By, 4 valeurs dans U et satisfaisant 3

lfk(x, v) | E.H_kp. Alors, pour X € 8, y € Ay, ona

fk(X’ Y) = fl'{(X, y) + fi;(X, y) >

avec

1 d 1 dat
fl'{(X’ y) = ERET S' fk(é, Y) F—% P) fi{'(X, y) = 17 S'fk(g’ y) T
Y v
k k

]

fk(x, y) est définie et holomorphe pour x € 6k+l’ T €Ay et y satis-

fait a

|25 ) | < 2 T0) Ek: = 2% a .
De m%me,

| (x, )| < 27K o pour x e b1 T €4,
On peut considérer, pour Xx € Brsrr Y € Dy,

Frer G5 3) = (FL00 DT - w) - (B, 3)) 7

C'est une fonction holomorphe qui, d'apres (1), satisfait &

-k 2 -(k+1
(5) If G ) <M = b () pour x e Bpp1s T € By

On voit ainsi que la récurrence peut se poursuivre indéfiniment.

Les inégalités (5) montrent que, dans 1'intersection des 63 X Bgys
qui est un voisinage de &'x A = A', on peut considérer les produits
fkfé_l .o fé; ils convergent uniformément vers une fonction holomorphe

', & valeurs dans U. De mfme, dans 1'intersection des 5; X £y, qui est
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un voisinage de 8&'" x A = A", les produits fgfx oo fﬁ convergent uni-

formément vers une fonction holomorphe £, 3 valeurs dans U. De plus,

dans 1'intersection des 8.X A, qui est un volsinage de © X A = A'n A",
fk+1 converge uniformément vers zéro (application neutre), et 1'on a pour
tout k

_ r ot . Pt . L LT
F= (el a0 o) By - (55w 1)
A la limite, il vient f = f£'.f".

Ie lemme est ainsi démontrs.

5. Application aux faisceaux analytiques.

e ~ .
Nous ne développerons pas les conséquences du théoréme 2 en ce qui

concerne les espaces fibpésmangiygiques principaux dont la fibre est un

groupe de Lie complexe G. Lorsque le groupe G est connexe, et que 1l'es-
pace de base est un polycylindre (compact ou ouvert) simplement connexe,
le théoreme 2 permet de montrer que 1'espace fibré est analytiquement tri-
vial.

Le théoréme 1 a une application importante a la théorie des fais-

ceaux analytiques (pour les définitions, voir exposé 15).

Soit F un faisceau analytique sur une variété analytigue complexe
B. Pour tout compact (resp. ouvert) X de B, le module de cohomologie
HQ(X, ¥) n'est pas autre chose que le module des sections de ¥ au-dessus
de X; c'est un module sur 1'anneau OX des fonctions holomorphes dans X.
Soit Y C X; étant donnés des éléments u; € 1 (X, ¥), leurs images dans
HO(Y5 ¥) engendrent un sous-module de HO(Y, §) pour la structure de module
sur @Y. Pour abréger le langage, on dira simplement que c'est le sous-

module de HO(Y, ¥) engendré par les u; € HO(X, ).

Théoréme 3. Soient A' et A" comme dans le théoreme 1. Soit ¥
un faisceau analytique dans la réunion A'U A" = A. Si des &léments en
nombre fini

u} € 1(a", ), vy e H(a", F)

engendrent le méme sous-module de HO(A'ﬂ A", ), il existe des g, €
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HO(A, ¥) en nombre fini, qui engendrent dans HQ(A', ) le méme sous-

module que 1les ui, et engendrent dant HO(A", ¥) le méme sous-module que

les v'..

J
Démonstration: soit p 1le nombre des ui, et g 1le nombre des

VH. Introduisons g é&léments VS € HO(A', ), tous nuls, et p &léments

0 . . .
ug € H (A", F), tous nuls. On montrera ci-dessous qu'il existe, dans

A'n A", une matrice M & p+q lignes et p+q colonnes, inversible, qui
transforme le systéme (ul,..., u;, Vs eees va) dans le systéme (uls ..., ué,
vi,..., vé). On éerira

(U', V') - M - (U.", v" .
Appliquons & M 1le théor®me 1: ona M= M-+ M', M étant holomorphe et

inversible dans A', M'" holomorphe et inversible dans A'". Donc

(6) M- (un’ v = M —l. (U_', V') .

Alors M'(u'", v'") est un systdme de p+q éléments de HO(A", ),

et M' T

(u', v') est un systéme de p+q éléments de Ho(a', §). L'éga-
11té (6) exprime que ces deux systimes définissent le meme systéme d'é&16-
ments de H°(A'n A", §). On obtient ainsi p+d sections de F au-dessus
de A'UA" =4, c'est-a-dire p+q &lements de HQ(A, ¥), que nous noterons

Upseees Uy Vyseees Voo Dans HO(A', %), la relation (u', v') = M «(u, v)

montre que le systeéme (u, v) engendre le méme sous-module que le systéme

1 1

(u', v'), c'est-a-dire le sous-module engendré par les u;. Dans

HO(A", ), le systeme (u, v) engendre le sous-module engendré par les VH‘
Ainsi le théoreme 3 sera démontré si nous prouvons 1'existence,

dans A'n A", d'une matrice M holomorphe et inversible, telle que

\

M- (', v) =@, v') .

Plagons-nous désormais dans le module Ho(a'n A", §). C'est un
module X sur 1'anneau A des fonctions holomorphes dans A'n A", L'exis-
tence de M est une conséguence immédiate d'une proposition tres simple
d'algebre, que voici:

Lemme 2. Soit A un anneau avec élément unité (non nécessaire-

ment commutatif), et soit X un A-module a gauche unitaire. Soient P
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é1éments ui € X et g éléments vg € X; supposons qu'on ait dans M des
relations

"o 1 v "
v o= % aj5uy o ul = ? bijvj

a8 coefficients aji et bi' dans A. Alors il existe une matrice carrée

J
inversible M, 3 p+q lignes et p+q colonnes, et & coefficients dans A,

telle que

M- (0, v'') = (u', 0) .

Démonstration: soit X' le A-module produit XP, formé des suites

de p éléments x! € X; et soit X" le A-module Xq, formé des suites de

T
1
q éléments XH € X. Iles ui définissent un élément u'e X', et les vg
un élément v'"e X'". Dans la somme directe X'® X" (isomorphe au produit),
considérons les deux éléments (u', 0) et (0, v'"). Il s'agit de trouver
un automorphisme M de X' & X" qui transforme 1'un dans 1'autre; pour

cela, on doit se servir de 1'existence de deux applications linéaires
a: X' —=X", b: X" =X

telles que a(u') = v'", b(v'") =u'. L'existence de M va résulter du
lemme suivant:

Lemme 3. Soit A un anneau avec é1ément unité, et soient X' et
X" deux A-modules & gauche unitaires. Soient données deux applications

linéaires a: X' — X", b: X" —=X'. Alors 1l'application
c: (x', x") = (b(a(x")) - b(x") —x", a(x") —x")
de X'® X" dans lui-méme est un automorphisme de ce module; et si u'e X'
et v'e X" sont tels que a(u') =v'", b(v") =u', c¢ transforme (u', 0)
en (0, v'").
Qémggggratign: c est composé des deux applications
(x', x") = (x', a(x") —x");
(', x) = (M — x5 1)

dont chacune est visiblement un automorphisme de X' & X'". La premiére

|

transforme (u', 0) en (u', v'"), la seconde transforme (u', v'") en (o, v'").
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