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Séminaire H, CARTAN,
E.N.S., 1950/51 . Topologie algébrique

LA SUITE SPECTRALE. I : CONSTRUCTION GENERALE.
(Exposé de Samuel EILENBERG, le 22,1.1951).

1,- Fondations.

Nous considérerons un ensemble muni d'une relation d'ordre (partielle),
notée A < B, qui est réflexive (A < A) et transitive (A <B et B <O
entrafnent A < C ) . On supposera que 1l'ensemble contient un plus petit élé-
ment, noté 0 , et un plus grand élément, noté 1 ; on a done O <A I pour
tout A . Nous considérerons des paires (A , B) ol B <A, et nous écrirons
(A, B) < (A" , B') Zlorsque A <A' et B < B' . De méme, nous considérerons
des triples (A , B, C) o C <B <A , et nous écrirons (4 , B, C) =
< (A',B',C') lorsque A <A' , B<B', et C«<C'.Letriple (A, B, 0)
sera identifié & la paire (A4 , B) , et la paire (A , 0) sera identifiéc &
1'élément A .

Nous supposerons qu'ad toute paire (A , B) 1l'on ait associé un groupe
abélien (ou un module sur un anneau), noté H(A , B) , qu'd toute inégalité
(A, B) < (A', B') 1'on ait associé un homomorphisme H(A , B) —s H(A', B') ,
et qu'ad tout triple (A , B, C) 1'on ait associé un homomorphisme d :
H(A , B) — H(B, C) .

Ces trois termes primitifs seront assujettis aux axiomes suivants ¢
(H.1) H(A , B) —= H(A, B) est l'identité .

(H.2) i (A, B) < (A", B') < (A", B") , le diagramme suivant est
commutatif : .
H(A , B) ——— H(A" , B")

~

Y #
H(A', B')
(H.3) si (A, B, C) < (A", B, C') , le diagramme suivant est commutatif :

H(A , B) 4. H(B, )
! |
\; \y

H(A', B') -3 H(B', C')

(H.4) Pour tout triple (A , B, C) , les inégalités (B, C) < (A, C)<

<(A , B) donnent lieu & la suite exacte :

v.es H(4,B) —2o H(B,C) —-» H(4,0) —» H(A,B) 35 H(B,C) —»
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Le fait que H(A) —» H(A) est un isomorphisme, joint & 1'exactitude
de la suite :
H(A) —» H(A) —= H(A , A) —= H(A) —= H(A)
entraine :
(r.1) H(A , A) = 0

ce

Remargue : Il suffit de supposer que 1'homomorphisme d
H(A , B) —s H(B, C) est défini seulement pour les paires, c'est-a-dire
quand C = 0 . Les axiomes {H.3) et (H.4) devront &tre énoncés avee C (et
C') égal & 0 . On pourra alors définir d : H(A s B) —= H(B, C) pour un

triple (A , B, C) par la composition des homomorphismes :
H(4 , B) %5 H(B) —s H(B, C)

et 1'on pourra démontrer les axiomes (H.3) et (H.4) sous la forme énoncis

plus haut,

2.- Les suites fordamentales.

Supposons maintenant quc, dans notre ensemble particllcment urdonné,
nous ncus soyons donné un élément A, et une suite Ap(-oo (p < +m)
telle que :

eo e (A <’A <A .

p
Les groupes ci-dessous sont définis comme noyau-imzge du groupe du milicu de

p+1, <-e-l

la suite exacte a trois termes écrite & droite :

B H(A ~ H(A - H(A , A
b (p) > H(A) ,(,p)
cp : H(Ap) > H(Ap , Ap_l) — H(Ap_l)

° pppu— d —_— e e e,
D, * H(A , Ap) — H(Ap , Ap~1) >~ H(A , Ap_l)
k. H(A , A ) ——s HGA , 4 ) S o ma A )
P P’ "pk - p’ Tp-t p-I * "~k
ko d . .
Dp : H(Ap+k_1 ; Ap) —_— H(Ap , Ap_l,) e H(Ap+k_1 R Ap_I)

(avee k=1 ,2, ...) . Si nous convenons de poser A__ =0 et A=A,

alors Cp = C;o et Dp = Dg3 . Nous avons les relations suivantes :

(2.1) cee CB g CBC ... CH(A)

p-1

r . k k+1 . . ~ k+1 .k ..
2.2) 0=D Cuv. €D ¢ D 0 LD O ¢ L. < ool
(2.2) . b €D, C Dy €0, C gcp cp

1
LAY (—‘ C = H A A
C p (Ap b p__l )
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Ces inclusions proviennent des relations de commutation dans les diagrammes

suivants :
H(Ap_l) s H(4A) H(Ap , Ap_r) e E{,(Ap+k—1’ Ap-—]i)
s \, /
Y}
P H(Ap+k--1’ Ap 1)
d
H(Ap’Ap—-]f> s H(AL,A 1) H(A,Ap) -—é}"yH(AP’AP I)
\, i N 7
H(Ap+k’Ap—I - H(Ap)
> A A_,A —_ ' A A
H(Ap)\ > H(AP’Ap—I) H( o’ p_s_l) -—-4%Z}K o’ p~1)
H(Ap,Ap_k) H(A Ap—k)
Posons
k, k
2. E =C/D Ek = C /D .
( 3) P p/ b et o /
En particulier, on a :
1
2. E_ = H(A A .

Démontrons maintenant :

2. E -~
(2.5) o Bp/Bp—l

Cet isomorphisme résulte directement du diagramme ci-dessous, dont toutes les

lignes et toutes les colonnes sont exactes :

] d
H(A_,A_ .) s H(A , A D ~e——=s 0
Hlhpohy y) — M, 4) —=> D, L
I;I(Ap-l) e mndS H(AP) . Gp —_— 0

Y

B e s B
ip—r - P
i i
0 0

Nous considérerons maintenant le diagramme suivant

H(Ap_k,Ap_k__I ) s H(qu,,Ap_k_ )

Nous avons :
Image de «x = C§ > C§+1 = Noyau de 5
Image de ¥ = Diii > Di—k = Noyau de 5

Pour tout x € C§ , choisissons un y ¢ HKAP, Ap—k) tel que oy ==x .

Alors Yy € H(Ap_k R Ap*k_l) s ceci définit un homomorphisme :
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k

./ " .
PN Cp — H(Ap_k, Ap—k—r) , avec
Noyau de 4\ = Cg+1
v A nk+l 4k
Image de <)\ = Dp—k/Dp~k .
Puisque Dﬁ Cp et Dﬁjﬁ C’Ci_k » 11 s'enseuit que D§ est contenu dans

le noyau de 2 s, et que Cg_k/bi_k contient 1l'image de VAN Ainsi, VA
définit un homomorphisme :

p g p-k’ “p-k
k k. k
dp H E‘D ——. Ep-k 9
avee ¢
kK k+l , k k k+1
Noyau de dp = Cp / Dp et Image de dp / D
Si nous considérons la suitﬁ : .
d
(207) 00 0 mmemed Elp{+k dp+k_;, El; p > Elp{"'k —— ce e
alors @
' k +1 k k k+1 k
(2.8)  Noyau de af = clg /Dy ot Imagode o =D{*/ DS .

Ainsi dg dﬁ'k =0, et (2.7) est un complexe de chaines, dont le groupe

d'homologie, calculé en E§ n'est autre que :

C1;+1 k+1 Ek+1

Exemple k=1 ,

Si k =1 les homomorphismes « et 4 du diagramme (2.6) sont les appli~
cations identiques, et ¥ =& = 4\ est 1'opérateur

dr by by ) — s H Ly, A )
1 1
(] . — — . ' (3
du triple (Ap R Ap—I R Ap_2) . Puisque Dp = Dp_1 =0 , il s'ensuit que
" 1'opérateur
1 1 1
dp H Ep — Ep—l

coincide avee 1'opérateur d s

a H(Ap,A —— H(A

p"l‘) p_r 9 Ap_z) (]
Résumé : Les résultats précédents peuvent &tre résumés comme suit .
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Posons :
Ekz;\__:_'E}; Kyl .

. kK o o.F . k .k k
Les opérateurs . dp définissent alors une dérivation 4 ¢ E —» E , de
degré -k ; et par rapport & cette dérivation, on a :

o ogE)

3.~ Le cag_gradué.

Dans les applicatiofs, le groupe H(A , B) sera fréquemment donné comme

un groupe gradué > Hn(A , B) , n entier ; 1'homomorphisme de H(4 , B)
n N
dans H(A', B') préservera le degré, tandis que l'opérateur d augmentera le

degré de € (les cas les plus fréquents sont & =21 ), La suite exacte de

l'axiome (H.4) prend alors la forme :

cos ——> Hn__("(A,B) —> H (B,0) ~— H,(4,0) — H (4,B) — HnH(B,C) —

Tous les groupes qui ont été définis ci-dessus se décomposent en sommes

directes :

-~ k o k
B = B 0o e B = : N
P~ 4 ‘n,p’ s BT e By

L'isomorphisme (2.5) préserve les degrés, et prend la forme :

.1 =
(3.1) EnsP Bn;P/ :

n,p-1
Le diagramme (2.6) devient :

Hn(Ap , Ap’_k) —_— s H (4 , A _1)

n'p’ p
\1/‘"! A [ .“
Hn+€(Ap—k ? Ap—k—l) i n+§(Ap-I ? Ap—k-l‘)
avee
_ Ak k+1 _ Iy
Image d¢ « = Cn,p C Cn,p = Noyau de 3
k41 k ‘

Image de ¥ = Dn+e;p—k C Dn+&,p—k = Noyau de g .

I1 s'ensuit que 1'homomorphisme di donne ¢

k k
dn’p ) EI;:P — En+5’P“k ?
avec Ck+1/ N pour noyau, et pi+l K p-k Pour image .
. )

n,p’ n,p n+&p-k’ "n+&

La suite (2.7) devient :

k k
R ve o > i, —% e e
(3.2) : E§~a,pék » E p—> En+&,p—k =

a
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et son groupe d'homologie, calculé en Ek est e+l .
n,p n,p

Nous supposerons maintenant que, pour tout n fixé, 1'on a :
(3.3) Hi(Ap) = 0 pour p assez petit
(3.4) Hh(A’Ap) = 0 pour p assez grand.

I1 suit de (3.3) que @
(3.5) B =0 pour p assez petit,

n,p

tandis que (3.4) entrafne que Hh(Ap).—_g Hn(A) est sur. On a done

(3.6) Bn,p = H_(4) pour p assez grand,

Fixons maintenant les indices n et p . Puisque Hh+{(Ap—k) = 0 pour

k assez grand, il en résulte que Hh(Ap) —_— Hh(ﬁp , Ap-k) est sur, ce qui

donne
(3.7) Cn,p = Cﬁ,p pour k assez grand,
Puisque H (4, Ap+k—1) = 0 pour k assez grand, il en résulte que

Hn-s(Ap+k-1 s Ap) —= H_ (4, Ap) est sur. Ceci donne @

k

(3.8) Dn,p = Dn,p pour k assez grand .
En combinant (3.7) et (3.8) , on obtient :

(3.9) En,p = Eﬁ’p pour k assez grand.

. k k k k+1 k
Puisque le noyau de dn,p : En,p —_— En+s,p-k est Cn,p/’Dn,p R

on a

(3.10) & = 0 pour k assez grand.

n,p

Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que la suite {rﬂp} était

croissante, c'est-a-dire que Ap < A » On aurait pu aussi bien considérer

p+1

des suites descendantes vérifiant A ,
.aux suites descendantes- p+1

<’AD . Le passage des suites ascen-
dantesvpeut se faire par changement du signe des indices. Dans (2.1) et (2.3),
p-1 devra &tre remplacé par p+l . Dans le diagramme du paragraphe 2 , p-1
p-k , p-k-1 devront &tre remplacés par p+l , p+k s P+k+l , Ainsi :

a B —s E1;+k
Dens les formules (3.3) & (3.6) , les mots "grand" ot petit" devront &tre

échangés.
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4.~ Le cas. contravariant.

Le foncteur H considéré dans ce qui précéde se comporte comme une théo-
rie de 1'homologie, et, cn particulier, est covariant. En théorie de la cohomo-
logie, on a & considérer des foncteurs H(A , B) pour lesquels une inégalité
(4, B) < (A", B'") donne naissance & un homomorphisme H(A', B') —= H(A , B) ,
et un triple (A , B, C) donne naissance & un homomorphisme d :

H(B, C) —» H(A , B) . On énonce les axiomes (H.1) , ... , (H.4) en renver-
sant le sens des fl&ches. Dans les définitions du début du paragraphe 2 , les

fléches sont renversées, et les relations (2.1) et (2.2) deviennent s

(4.1) CBp(Bpﬂ Cwss C H(A)
1 k . k+1 . k+1 k T
o2 0=C_C.,...C <¢C C.,,.¢CCD C...CD CD ¢ €D =
(4.2) p p°"p ¢ ¥p~ Pp* p “'p p
..H(Ap,n 1).
Les définitions (2.3) deviennent :
k ..k
. E =D_/C R N
(43) P P/P Y P/P
Ltisomorphisme (2.5) devient :
(4.4) o~ By1 /B,

et se démontre en utilisant le diagramme :

H(A ) ez H(A > C > 0
ity T p— ;

A\l
H(A,h) ——s H(A,A )5 D 50

P
y b
B o3 B

p p-1
v

v

o ———

Le diagramme (2.6) devient, aprés avoir élevé tous les indices de k :

" A
H(Ap+k’AP) - H(Ap+k’Ap+k—1)

I fs

; a
H(Ap,ﬂp_l) P— H(Ap+k_1,Ap_r)
avec :
k k+1
Image de f3 = Dp > Dp = Noyau de 4
r k4l k _ )
Image de o = Cp+k > Cp+k = Noyau de .

s qui définit les
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k k k

d. ¢+ E —~—s E

p p p+k ’
avec les mémes propriétés que ci-dessus.

La discussion séparée du cas contravariant peut &tre évitée en utilisant
. . |\ . rd ﬂ(
l'astuce suivante : on considére 1'ensemble partiellement ordonné S~ obtenu
en renversant l'ordre de l'ensemble original S . La théorie contravariante H
’ . . * .

gsur S donne alors une théorie covariante sur S . Ceci permet de transporter

les résultats par un simple changement de notations.

5.- Le cas algébrigg;.

Soit A un module (sur un certain anneau A ) muni d'une dérivation d .
Nous considérerons 1'ensemble de tous les sous-modules de A , stables vis—a-
vis de d , avec la relation d'ordre définie par 1l'inclusion. Si (A' , B')
est une paire dans cet ensemble, alors A'/B' est un module & dérivation, et
nous pouvong poser °

H(A', B') = H(A'/B')

Une inclusion (A', B') « (4", B") définit un homomorphisme permis de A'/B'
dans A"/B" , et induit donc un homomorphisme H(4' , B') —. H(A" , B")

Un triple (A' s, B' C') donne une suite exacte :
0 — B'/C' ey A'/C! ——s A'/B' —> O

qui donne un opérateur d : H(A', B') —— H(B', C') . Les axiomes (H.1) , ...

. 5, (H.4) se vérifient tout de suite.
Supposons maintenant que nous nous soyons donné une suite :

o e 0 CApC'[X (.00 C'I}X °

p+1
La théorie précédentec donne des groupes gradués o , avec dérivations dk

tellOS que Ek+1 = H(Ek) 3 k = 1 9 2 9 o0 .

Posong

o
E = A /A
p P/

O o
5 E" = % Ap/Ap-l 5

soit d; 1'opérateur de dérivation de B. induit par celui de 4 , et soit a°

la dérivation que en résultc dans E° . Puisque E; =‘H(Ap/Ap_1) , Ona:

p-t

Bt = HE®) .

Ainsi, dans le cas algébrique, on peut étendre la suite des %Ek} s en
acceptant la valeur k = o .




