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Séminaire H. CARTAN,
E.N.S., 1950/51 . Topologie algébrique.

THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES FAISCEAUX
(Exposé de H. CARTAN, 4,6.1951)

—

l.- Un lemme sur les faisceaux homotopiguement fins.

Lemme : Soit f wun homomorphisme d'un faisceau F gur un faisceau F' ,
et soit G un faisceau (aveec cobord) homotopiquement fin. Alors l'image M de

1'homomorphisme défini par f :

r@,(F O G) ———> f;;?(F' O G)

est homologiquement équivalente & l:j) (Fro a) s 1.e.8 l'homomorphisme des
modules de cohomologie

H(M) ——> H( g(F' G Q)
est un isomorphisme gur. (N.B.: comparer au théoréme de 1'Exposé 15, page 15-04).

Démonstration : on montre que si @ € g (F'© G) et Jdae M, alors o
ala forme B+ dY , avec fieM, Y€ Y;{(F' o G) . Or la démonstration du
théoréme de 15, 7, prouve que, pour tout o de Q}(F' O G) , 1'é¥ ment
o+ vko +kéx (o k désigne 1'endomorphisme qui intervient dans la
définition de "homotopiquement fin") appartient & l'imege M de r(ff(F o G)
dans (4(F'© G) . Cela étant, si Swe M, alors kSo = B €M ; il suffit
alors deJ prendre ¥ = kx pour obtenir le résultat annoncé.

2.~ Premier théoréme fondamental.

Théordme 1.- Soit, sur un espace L. , un faisceau F gradué (2 degrés
>0 ou €0 ) avec cobord de degré +1 , et soit C un faisccau d¢P-fonda-
mental de 1'espaca (Exp.17, paragraphe 1). Considérons 1'homomorphisme de
faisceaux F .—s C ¢ F défini par K —s C (K désignant, comme toujours,
le faisceau simple défini par l'anneau de base ; F est identifié &8 K OF ).

Pour que 1l'homomorphisme correspondant
1 H( T (F " H(V,(CoF
(1) ( %"( )) ——> H( cf( )

~soit un igsomorphisme sur, il suffit que, pour tout entier p = ! , le module

Hp{,('?)(, s F) , muni de la graduation et du cobord définis par F , ait une coho-
mologie nulle. En particulier, il suffit que Hpc;(fl., F) = 0 pour tout p>1t.

(Le lecteur comparers aux théorémes ! et 1 bis de 1'exposé 11).
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Démonstration : considérons, sur le module [ (C ©F) = A , la filtration
décroissante définie par la graduation de F ¢
A" =TT r.(coF).
gxn d

Elle donne naissance & une guite spectrale, pour laguelle le terme E0 est

——ems

-5 - . Los s i .
E, = §“§ \QP(Cp o Fq) muni du cobord défini par le cobord de C . Alors
3

~, -

2 HS;&;, Fq) muni du cobord défini par le cobord de F .
b,q

Si 1l'hypothése du théordme est vérifide, B, se réduit & > Hib(ﬁl, Fq) =
g ¢

E

1]

1

B Q?(F) » muni du cobord de F . Alors E, est H(iii(F)) , et toutes les
différentielles 52 R Sé s «.o de la suite spectrale sont nulles. Comme connu,

ceci suffit & établir que (1) est un isomorphisme sur.,

3.~ Conditiong suffisantes pour que le théoreme I soit_applicable.

E-Srr il

I1 suffit que F soit ﬂ?—;gjectif, ce qui arrivera notamment si F est
fin. En effet, si F est <-injectif, on sait(17, paragraphe 1) que
H%)(é[, F) =0 pour tout p >t .

I1 suffit aussi que F soit homotopiguement fin. En effet, soit,dans le
faisceau ¢1>—fondamental C, Zp le sous-faisceau des cocyeles de dimension
p 3 on a (Exp.6, lemme du paragraphe 3)

P (¢ = ‘ i '

H(%)(L, F) = FT(ZPJ F)/In ':p(cp-r ~ F)
mais, en vertu du lemme ci-dessus (paragraphe 1), le second membre a une cohomo-
logie nulle si F est homotopiquement fin ; done Hfé(ﬁ;, F) , muni du cobord

défini par le cobord de F , a une cohomologie nulle,¢quel que soit l'entier
p 21 . Donc le théordme 1 est applicable., Aimsi

Corollairc du théordme I : lorsque F est un faisceau (gradué, avec cobord)

homotopiquement fin, 1'homomorphisme
(1) H(T(F) — H(Iy(c e F)
est un isomorphisme surr; € désigne un faisceau a%)—fondamental quelconque.

4.- Deuxiéme théoréme fondamental.

Théoréme 2.~ Soit C un faisceau Cfv—fondamental de l'espace X , et
soit F un faisceau gradué avec cobord de degré +1 . Supposons vérifiée 1'unc
au moins des deux conditions suivantcs :
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(a) les degrés de C sont bornés supérieurement

(b) les degrés de F sont bornés inférieurement.

Alors la filtration décroissante de | ;(C CF) , définie par la gradustion de
C , définit sur H( {;10 <3 F)) une filtration, et le module gradué associé est
le terme Ea: d'une suite spectrale dont le terme E, ost 2:: HSL(DC’ HQ(F)) .
P,a -
Démonstration : la filtration, sur f.(co F) , est définie par les sous-

modules -

n T . .

B _;};_.r_l l{)(Cqu) .

Elle donne naissance & une suite spectrale, pour laquelle le terme E0 est

> lj%(cp Cqu) muni du cobord défini par le cobord de F , Considérons la
Psq

suite exacte 0 —s Z(F) —s. F —> B(F) —> 0 ; puisque C est @u—injec—
tif et sans torgion, la suite

0 —> i,ki;(c Cu(F) — Tp0oR — 46 ©B(M) — 0

est exacte. Donc, pour 1'opérateur cobord de F , le faisceau des cocycles de
13,(C ©F) s'identifie & [,(C GZ(F)) , et le faisceau des cobords &
r4 (C ©B(F)) . Mais la suite

0—> [ .(COB(F) -~ ;(COLF) — T ,(COHF) —> 0
i S T

t

est exacte, toujours parce que C est 4}—injectif et sans torsion. Donc le
faisceau quotient de {:F(C ¢ Z2(F)) par f;%(c o B(F)) s'identifie &
Cﬁ(o O H(F)) , qui est donc canoniquement identifié au faisceau de cohomologie
de Tlf(c < F) pour 1'opérateur cobord de F . Ceci prouve que
By =2 Tu(6,08®)
b,q
1l'opérateur différentiel de E, &tant défini par le cobord de C , Il en

résulte que E, = >_ H%(-_,}(LE, 4(F) .
p,q -

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit d'observer que 1'hypo-
thése (a) ou (b) permet de conclure que le terme E, de la suite spectrale est
bien le module gradué associé au module H(f 4(C o F)) , £iltré comme il a été
dit.

Cas d'application du théordme : la condition (b) cst remplie quand la graduation

de F est positive ; - la condition (a) est remplie quand l'espace ¥ est de
@;—dimension finie ; plus exactement, s'il en est ainsi; on peut choisir un
faisceau <}'-fondamental C de dimension finie (d‘'apres 17, paragraphc 5,

théoréme 2).
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5.~ Troigieme théordme fondamental.

On l'obtient par simple confrontation des théorémesl et 2

Théoréme 3.~ Soit, sur 1'espace I , un faisceau gradué F avee cobord
de degré +1 , et soit donnée une "famille <> " d'ensembles fermés paracompacts.

Supposons vérifiées les conditions suivantes @

(1) Hgt(di, F) , muni de 1'opérateur cobord défini par le cobord de F ,

a une cohomologie nulle pour tout entier p > 1 ;

(2) 1l'espace J. est de dimension finie, ou les dogrés de F sont bornés
inféricurcment ;
alors il existe une suite spectrale, dont le terme E, est

q
(0, B

q-._

p,q
et dont le terme E, est le module gradué associé au module H(fij(F)) conve-

nablemont filtré.

(La condition (1) est vérifiée notamment lorsque F est homotopiguement

fin, ou lorsque F est < -injectif).

Corollairc du théortme 3 : soit A une carapace (graduée, avee cobord de

degré +1 )(% -compléte et homotopiquement fine. Si 1'une au moins des conditions

suivantes est vérifiée :

(a) 1'espace X est de dimension finie ;
(b) les degrés de A sont bornés inféricurement,

alors il existe une suitespectrale dont le terme E2 est

(1, K F ()

et dont le terme E, est le module gradué associé cu module H(A¢) convena-
blement filtré, )

(Démonstration : il suffit de considérer le faisccau F = F(A) , et de
remarquer que l;}(F) = A puisque A est supposée ﬂ)-compléte).

Le théoréme 3 et son corollaire sont fondamentaux : le corollaire, par
exemple, exprime des relations précises entre la cohomologie du module AJ ,
pris globalement, et les propriétés locales du faisceau de cohomologie
H(F (8)) , en faisant intervenir la - ¢ -cohomologie de l'espace . relative-
ment & ce faisceau de cocfficients.

" Voiel quelques conséquences du théoréme 3 :
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Théoréme 4.- Soient, sur l'espace X , deux faisceaux gradués F et F',
avec cobord de degré +1 ; ¢t soit f 2 F —> F' un homomorphisme de faisceaux,

compatible avec graduation et cobord. Si 1'homomorphismc des faisceaux de coho-

mologie H(F) —s H(F') , défini par f , est un isomorphisme gur, et si les
conditions (1) et (2) du théorémc 3 sont satisfaites (par F et par F') ,
alors l'homomorphisme

(2) H Ty (F)) — H( 7 (7))

P

cst aussi un igomorphisme . sur.

(Ce théoréme, dl substantiellement & LERAY, ne figurait dans 1'exposé 16
deA1948—49 que dans des cas particuliers).

Démonstration ¢ soit C un faisceau ‘}?—fondamental ; £ définit un homo-
morphisme EP(C OF) ~—> iZP(C OF') , compatible avec toutes les structures,
et on particulier avec la structure filtrée définie par la graduation de C .
I1 on résulte un homomorphisme de la suite spectrale de [ (C O F) dans celle
de f:P(C CF') ; or, pour les termes E2 de ces suites spectrales, 1'homomor-
phisme

HIZP(‘SC, H(F)) —» H‘ik(ac_, H(F'))

est un igomorphisme sur, d'aprés l'hypothése faite. Donc 1'homomorphisme des

termes Ea> est aussi un isomorphisme-sur, ce qui implique, par un raisonnement
connu, que F( [, (C OF) —s H()jb(c O F')) est aussi un isomorphisme sur.
Compte tenu du théortme 1, et de compatibilités évidentes, on trouve que (2)

est un isomorphisme sur. C.Q.F.D.

Corollaire du théoréme 4 : soient A et A' deux carapaces <-compldtes

et homotopiquement fines. Supposons que 1l'espace X, soit de f’-dimension finie,
ou que les degrés de A et A' soient bornés inférieurement. Alors, si on a

un homomorphisme de carapaces A —> A' , compatible avec graduation et cobord,
et si l'homomorphisme H(& (4)) —> H(¥(A')) qu*il définit est un igomorphisme

sur, alors H(Af) — H(A'.) est aussi un isomorphisme sur.

¢
Théoréme 5.~ Soit, sur l'espace I , un faisceau gradué F , avec cobord
de degré +1 , Supposons que :
(1) P soit homotopiquement fin ;
(2) 1l'cspace J. soit de <P -dimension finie, ou que les degrés de F
goient bornés inféricurement ;
alors, si HYF) est nul pour tout g sauf peut-étre pour une valeur q =k ,

on a un isomorphisme canonique
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Pk - ~ 8P (5 '
H (%WDNH#LJﬁN).

Démonstration : le théoréme 3 est applicable. En outre, les différentielles

52 , SB , +.. de la suite spectrale du théoréme 2 sont nulles, pour des rai-
sons de dogré, puisque Hq(F) =0 pour g # k . On sait que, dans ce cas, la
suite spectrale définit un isomorphisme canonique du terme E2 sur la cohomo-
logie du module filtré que l'on étudie, - ici sur H(s;ﬁ(c £=F))cxzﬂ(iiixﬁv) .
D'ol le résultat . ]

Corollaire du théordme 5 : Soit A une carapace < -compldte ot homotopi-

quement fine. Supposons que l'esmce X soit de d;':' -dimension finie, ou que
les degrés de A soient bornés inféricurerent., Alors, si le fal sceau de

cohomologie Hq( %(A)) =0 pour tout g #k , on a un isomorphisme canonique

W) = e, BF )

b

6.~ Quelgues compatibilités.
L'isomorphisme du corollaire du théoréme 5 est un cas particulier d'un

homomorphisme qui est défini sous des hypothéses plus générales.

Soit, sur l'espace (X, , une carapace graduée A avec cobord (de degré +1),
dont les supports soient dans la famille ’11 . Nous supposerons constamment que

<

l'espace k. est de C}‘_7‘—c'l:'Lmension finie, ou que les degrés de A sont bornés
inférieurement. On va, en supposant remplie la condition (Ck) ci-dessous

(ol k désigne un entier), définir un homomorphisme

(3) #PH )

> Hp_i_)(‘_tl.., H}{(T(A))) pour tout entier p .
La condition (Gk) est la suivante :
(Ck) HY( F(4)) = 0 pour tout entier q> k .

Tout d'abord, posons § (A) = F . L'homomorphism A —s . (F) aéfinit
un homomorphisme A —s r{:,(C © F) (C désignant un faisceau Jp-fondamen-
tal). Pour définir (3), il suffira donc de définir un homomorphisme

(T o) — B, HY(P)

Introduisons les sous-faisceaux F. et F2 de F que voici : F, est

somme directe des sous-faisceaux homogéncs de degrés <k , et du sous-faisceau
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des cocycles de degré Xk ; F2 est somme directe des sous-faisceaux homogenes
de degré < k et du faisceau des cobords de degré k . On a des isomorphismes
naturels

F&— F,—» F/F, = H(F) .

On en aéduit
H(Tg(C OF)) &m H(T (6 OF)) —>H(T4(0 0 H(M)) = A (3 K(F)
ct, en précisant les degrés,
@*U$wom)éﬁ-ﬁ*UEwoﬁﬁ-l*ﬁga,fwn .

Si la condition (Ck) est vérifiée, alors H(Fl).__¢; H(F) est un isomor-
phisme sur, donc (théoréme 4) s est un isomorphismc sur ; on obtient donc un
homomorphisme Hp+k( ﬁE(C o} F)).,_;.}#%Jiﬂ, Hk(F)) qui, précédé de

x s Hp+k(A) —_ Hp+k(?fp(c O F)) , donne l'homomorphisme (3) que 1'on voulait
définir,

Si en outre H¥F) = 0 pour q < k , alors H(Fr) —_ H(FT/FZ) est aussi
un isomorphisme sur, donc ¥ est un isomorphisme sur ; et si enfim A est une
carapace ‘i?-compléte et homotopiquement <--fine, X est un isomorphisme sur
(théoréme I). On est alors dans les hypothéses du corollaire du théoréme 5, et
(3) est un isomorphisme sur ; on laissc au lecteur le soin de vérifier que

c'est bien 1'isomorphisme obtenu, dans le corollaire du théoréme 5, & partir de

la suite spectrale,

Théordme_6.- L'homomorphisme (3) est fonctoriel. D'une fagon précise : si
A et A' sont 2 carapaccs (sur le mdre espace ¥ ) satisfaisant aux conditions
posées unc fois pour toutes (au début de ce numéro 6) et & la condition (Ck> ’
et si 1'on a un homomorphisme de carapaces A' «— A , alors le diagramme
suivant est commutatif s

Hpic(ﬂ) s W, KT ()

R0 e W (L, BT (1)

(ol les homomorphismes horizontaux sont ceux du type (3) qu'on vient de définir
et ol le 2¢ homomorphisme vertical provient de l'homomorphisme de faisceaux
F(A) —= §(A') défini par A —s A' ),

La démonstration est immédiate, en décomposant 1'homomorphisme (3) en les
homomorphismes % , /5 , y qui ont servi & le définir,
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Avant de donner un autre théordmc do compatibilité, nous allons préciser

1la notion de sous-carapace et de carapace-auotient. Etant donnée une carapace

A , appelons sous-carapace un sous-module A' jouissant de la propriété sui-
vante ¢ si un élément x ¢ A cest tel que, pour tout point =x , son image

kaX) € Ax soit dans Ak , alors «x appartiont & A' . S'il en est ainsi,
appelons A" le module-quotient A/A' , posons Al = AX/AQ , et définissons
lcs homomorphismes A" s A; par passage aux quotients a partir de A —» Ax.’
coci définit A" comme précarapace, et on vérific que c'est une véritable
carapace. On l'appelle la carapace quotient de A par la sous-carapace A' .
Alors lo faisceau F (A") s'identifie au quotient & (A)/F(A') ;

Théoréme 7.~ Soit donnée une suite cxacte de carapaces

0w A' i o A—s A" —= O
(i.eet A' est sous-carapace de A , et A" ost la carapace-quotient de A
par A' ) . Supposons ocn outre que, F' , F et F" désignant les faisceaux
TF(Ar) , F(8) et F(A") , la suitc

(4) 00— HYF') —» H(F) s H(F") —= O

goit exacte, et que 4A' ;, 4 ot A" aient leurs supports dans + et satis-
fassent & la condition (Ck)-(moyennant laquelle il suffira que Hk—l(F") soit
nul, pour que la suite (4) soit exactc). Alors le diagramme suivant cst commu-
tatif

— Hp*ljm ) s Hp*k(A) —_— Hp*kuw) s PRy

—> (. ) —s HP@,,HK(F)) —s #(x ,ka")) — WO HE ) —
ol les homomorphismes verticaux sont coux du type (3) , ou la premiére ligne
désigne la suite exacte de cohomologie définic par 0 =2 A!' w5 A —= A" 5 0,
et ol la deuxidme ligne désigne la suitc exacte de ff-cohomologie de l'espace

X , relative & la suite cxacte de faisceaux de coefficients (4) .

Démonstration : les 2 premiers carrés du diagrammc sont commutatifs, en

vertu du théordme 6 ., Restc & montrer la commutativité du dernier carré. Or,
avec les notations des pages 6-7., on a des homomorphismes de suites exactes
(de faisceaux)

0 . Faoes Fio o 0
/!" "‘,\ /{\
‘ i

0 s Fi > Ty 5 E" e O

0 —> I-Ek(l" . Hk(F) s Hk(F") — 0
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on en déduit aussitdt la commutativité du diagramme

i}

PH(an) s BT, (6 0P e BT (0 OFy)) —> Hp@,(fl’k,lic(F"))
Hp+k+1(A,) — Hp+k+]f( l‘;(C O F)) e HP+k+I( Vq)(C C‘Fl)) — Hpi'-g)l(,f,«‘ﬁ,,Hk(F'))

et coci établit le théoréme,

Le théoréme s'applique notamment quand on a une carapace A , & supports

. Pd . . . 1\ 03
dans < (et & degrés bornés inférieurement si l'espace n'est pas de T -dimen-

-

sion finie), et que A' est la sous-carapace des éléments de A dont le sup-
port cest contenu dang un sous-espace ouvert de l'espace ¥ ; supposant en
outre que A satisfait & la condition (Ck), il on sera de méme de A' ot de
A" = A/A' | et la suitc (4) sera exacte. Dans ce cas, la ligne inférieure du
diagromme du théoréme 7 s'interpréte : c'est la suite exacto de - -cohomologic
rolative au sous-espace ouvert %' ot & son complémentaire fermé fY'', pour

le faisceau de coefficients Hk(F) sur 1'espace I .

Supposons en outre que HX(F) = 0 pour q #k (on posc toujours

F=F(4)) , et que la carapace A (& supports dens < ) soit < -compldte et
homotopiquement fine ; alors A' est ﬁﬁ'—compléte et homotopiquement --fine
(on note <’ la famille des ensembles de ¢> contenus dans X') . Cela étant,

dans le diagramme commutatif

s P S PR e W) e PRI

| |

v .

: \/ ;
— FLH () o B (0, H(E)) o B (L, () e SN HE(R))

ot les suites horizontales sont exactes, deux sur trois des homomorphismes
verticaux sont des isomorphismes sur ; il en résulte ("lemme des cing") que les

autres sont aussi des isomorphismes sur. En résumé :

Corollaire du théoréme 7 : lorsque A , & supports deans ¢p , satisfait aux

conditions du corollaire du théoréme 5, la suitec exacte de ﬁ?—cohomologie rela-

tive & un sous-espace ouvert I’ et & son complémentaire fermé L', pour le
faisceau de coefficients HF(E?(A)) , 8'identifie & la suite exactec de cohomo-
logie définic par le module A s son soug-module A' et le module-quotient A"
(A' désignant le sous-module des éléments de A dont le support est dans
l'ouvert 1) .
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Appendice. -
Lo carapace définie par les cochaines du nerf d'un recouvrement fermé loca-

lement fini, conduit & 12 notion générale de carapace basigue : c'est une cara-

pace A ol 1'on s'est donné des éléments privilégiés e; tels que tout é1ément:
de A s'éerive, d'une seulec manidre, comme combinaison (& coefficients dans
1l'anneau de base K ) , d'éléments e (La combinaison pouvant étre infinie,
mais localement finie ; i.e.: chaquc point de 1l'espace posséde un voisinage qui
ne rencontre qu'un nombre fini de supports d'3léments o. & coefficient # 0 );

i
~ Id .
on suppose en outre que le support d'une combinaison Z;kiei cst 1la réunion des

i
supports des ¢, dont le coefficiont k; ost £0.
Une carapace basique scra dite localement finie si chague point posseéde un
voisinage ne rencontrant qu'un nombre fini de supports d'éléments e . Ces

supports S; ecront dits [ -acycliques si Hq (S , K) =0 pourtout q >1,

Lemme : soit A une carapace basique, localement finie, telle que les

supports Si des éléments de base soient «p -acycliques et satisfassent & la

~condition s

(C#) pour tout ensemble A € ¢, la_réunion des S; gqui rencontrent A

appartient & ¢ .
Alors HY (L, ,(A)) pour g =1,

Demonstratlon : compte tenu du leomme de 16 de 1'Exp.16,(par.3), il suffit de
montrer que [iL(Cq-r‘) F) e— T}N(quj F) cst un homomorphisme sur ; on a
1 t

posé F = ¥(4) . En vertu de 1'hypothése (Cd>) , cela revient & prouver que
!4(0 Si) — Y%}(Zq » 8;) est gur . Or c'est H§%(Si ’

) —-

q-I°’ q—l
—_— Hcﬁﬁsi R Zq) ; en vertu de la suite exacte de ¢ -cohomologie, relative a
la suite exacte de coefficients 0 —=s. Zq_l.._; Cq_I'——g Zq —>» 0, il
suffit de montrer que

1
H&(S. Zq—l) =0 .

Or cela résulte facilement de 1'hypothése H* , K) =0,

3

En application de ce lemme, on voit que si une carapace A ggt_bagique,

localement finie, & supports ds-acycliques, et satisfait & (C4:) , les condi-
tions du théoréme 1 sont rcmplies pour le faisceau F = ' (A) ., Si en outre

les supports de A sont connexes, on voit aisément que A est compléte ; donc

A%,= Up(F) , et par suite (théoréme 1) H(Aé%) est canoniquement isomorphe

& H(Tg(c o™ (4))) .
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En conséquence, on peut, dans le corollaire du théorsme 3 et ses congé-
quences, remplacer l'hypothdse " A est homotopiquement fine et L}:“’—compléte",
par 1'hypothése : " A est une carapace basique, locolement finie, satisfaisant

a (C‘I’), et & supports ’i’—acycliques et connexes".

Par exomple, si les degrés de A sont = 0, et si %(h)) = 0 pour
q # 0, le corollaire du théordme 5 dit que HP(a {,) est canoniquement isomor-
phe & H%:('f}'f., s Ho( % (4))) . Ceci vaut notamment si A est la carapace définie

par un recouvrement localement fini formé d'ensembles fermés connexes et
& -acycliques, de manidre que (C$H) soit vérifide, On retrouve ainsi
notamment un théoréme de LERAY (Journal de Math. 1946).




